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0 Einleitung

Gegestand dieser Vorlesung ist die numerische Losung linearer Gleichungssysteme. Die-
se stellen eine Grundaufgabe der Numerischen Mathematik dar. Die Losung kompli-
zierterer Gleichungen (nichtlineare, Differential- oder Integralgleichungen) wird meist
auf die Losung linearer Gleichungssysteme zuriickgefiihrt.

Neben dem wohlbekannten Gauflschen Algorithmus, der in der Vorlesung genauer un-
tersucht wird, werden auch andere Methoden, u.a. iterative Verfahren, behandelt, die
insbesondere fiir (sehr) grofle lineare Gleichungssysteme geeigneter sind als der Gauf3-
sche Algorithmus.
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1 Grundlagen der Fehleranalyse und Kondition

1.1 Normen von Vektoren und Matrizen

Vektoren und Matrizen sind die elementaren “Bauteile” linearer Gleichungssysteme.
Um Fehler quantifizieren zu kénnen (,groBe bzw. ,kleine“ Fehler), ist es notwendig,

einen Abstandsbegriff fiir diese Groflen zu besitzen.
Definition 1.1 Fine Abbildung || - || : R™ — R heifit Norm in R™, falls

(1) ||z|| > 0,Vz € R", und ||z|| =0 gdw. x =0=(0,...,0) € R";
(2) |az|| = |a|||z]], YV € R",Va € R;
3) lz+yl < |zl + llyll,Vx,y € R™  (Dreiecksungleichung).

Eigenschaften 1.2 Es sei || - || eine Norm in R™. Dann gilt:

(i) d:R"™ x R" = R™ mit d(z,y) = ||z — y||,Vz,y € R", ist eine Metrik in R"
(mit den tiblichen Eigenschaften);

(i) ||zl = llylll < lle = yll < =]l + llyll, Yo,y € R™.
Beweis:
(i) Die Metrik-Eigenschaften folgen aus (1)-(3) von Def. 1.1.
(ii) Die Ungleichung auf der linken Seite folgt aus
]l < llz =yl + llyll

wobei die Rollen von x bzw. y vertauscht werden kénnen,
und die auf der rechten Seite folgt aus (2) bzw. (3).

Beispiel 1.3
(i) Seip e [1,00].

lall, = (zw) Vo= (@1, ) € RY,Vp € [1,00);
=1

||‘r||00 = iirlla’xn|xi|7 VI = (xlw .- 7ITL) € R™

=1,...,

Dann ist || - ||, eine Norm auf R™.

(Dabei sind die Figenschaften (1) und (2) einfach zu sehen, wie auch die Drei-
ecksungleichung fiir || || s und || -||1; fir die Dreiecksungleichung von ||-||,, p > 1,

bendtigt man die sog. Holder-Ungleichung (vgl. Ubungen).)

(i1) Fiir je zwei Elemente x,y € R™ definiert der Ausdruck
(wy)=a"y =2z
i=1

ein sog. Skalarprodukt in R™. Es gilt ||z|s = (z,2)2.
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(ii) Ist B € R™" eine regulire Matriz und || - || eine Norm auf R", so definiert die
Vorschrift || x| := ||Bx||, Vo € R", eine Norm auf R™ (Ubung).

Definition 1.4 FEs sei A eine m x n-Matriz, || - ||x eine Norm in R"™ und || - ||y eine
Norm in R™. Dann heifst

[A]l = sup [[Azly
(E|X:1
die (zu || - ||x und || - ||y ) zugeordnete Matriznorm.
Lemma 1.5 FEs seien || - ||x und || - |y Normen auf R™ bzw. R™, und R™*™ bezeichne

den linearen Raum aller m x n-Matrizen.
Dann ist die zugeordnete Matriznorm eine Norm auf R™*™. Uberdies gilt:

(i) |A] = max |Az|ly = sup ||Az|ly = sup ”AwHY fir jede Matriz A € R™*".

llzllx= =l x <1

(ii) Fir alle A € R™™ und x € R"™ gilt ||Az|ly < ||A||||lx||x und ||A] ist die kleinste
aller Zahlen C > 0 mit ||Az|ly < C||z|/x,Vz € R™.

(iii) Sei zusditzlich || - ||z eine Norm auf R¥ und B eine k x m-Matriz.
Dann gilt fiir die entsprechenden Matriznormen:

IBAI < [|B]| [|A]l-

Beweis:

Wir diskutieren zunéchst die Normeigenschaften der Matrixnorm. Es gilt natiirlich
| Al > 0 fiir alle A € R™*™ und ||A|| = 0 gdw. ||Az|ly =0 fiir alle z € R" gdw. A =0
(Nullmatrix).

Ferner gilt fiir bel. @« € R und A, B € R™*™:

oAl = sup |adz|y =|a| sup [Az|ly = |af [|A]
llzllx=1 llz|lx=1

|A+B| = ”s”up ||(A+B)17||Y§”S”up (lAz[ly + || Bz[ly)
x||x=1 x||x=1

< sup [[Azfy + sup [[Bzlly = [[A[l + Bl

[zl x=1 llzllx=1
Also ist || - || eine Norm auf dem linearen Raum R™*™.

(i) Das Supremum der stetigen Funktion © — ||Az||y wird auf der abgeschlossenen
und beschrénkten (also kompakten) Menge {z € R" : ||z||x = 1} angenommen.
Die restlichen beiden Identitéiten sind eine Ubungsaufgabe.

(ii)) Es sei A € R™*" und z € R". Fiir x = 0 ist die behauptete Ungleichung richtig,
fiir x # 0 gilt aber ”ﬁ”y < ||A]|l, d. h., die gewiinschte Ungleichung.
Ist C' > 0 eine Zahl mit ||Az|ly < Cllz|x, so gilt fiir alle

r € R" mit ||z||x =1:||Az|ly < C, d. h., [|4] < C.

5



(i)

Es sei x € R",||z]|x = 1. Dann gilt:
1BAz|[z < [|B|| ||Az[ly < [[B| [ Al lz[[x = B [|All und damit
[BA|| = sup [[BAz|z < ||B]| [|All 0

lzll x=1

Beispiel 1.6

a) Firll-|lx =1l aewf R und || -lly =l - s awf R™ gilt fiir A= (ai;)
[Ally := sup [|Az|, = jDnax Z|a”| (Spaltensummennorm,)
felh=1  JT e
Beweis:

b)

Fiir bel. x € R™ mit ||z||; = Z |z;| =1 gilt:
=

SN TITE (m Zw) (Z |o:j|>,

i=1 j=1  \" 77

n
E CLij(L’j

j=1

lAz]y =

=1

also |l Al < max. 3*a.

~~~~~

Um die Glezchhezt zu zeigen, sei jo € {1,...,n} der Index mit

m

Z|am|—]max Z|aw| Dann gilt fir z —(0,...,0,1,0,...,0)6R“:

=1 JT e i=1

Tjo

2]}y =1 und [|AZ[|, = ; |aijo| < [[A]l1- O
Far [ -lx =1 lloo und [[-ly = 1| - oo gilt
|Alloo = sup ||Az||ec = max > |a;| (Zeilensummennorm)

Jalloo=1 i =
(Ubung)
Fiir || lx =1l - ll2 und [| - [y = || - ||> gilt
|All2 = sup [|Az||2 = V' Amax(ATA)  (Spektralnorm).

llzll2=1

Hierbei ist Amax (AT A) der grifte Eigenwert der symmetrischen und positiv se-
midefiniten Matriz AT A.

Beweisskizze: Alle Eigenwerte von AT A sind reell und nichtnegativ. Uberdies be-

sitzt AT A zu den Figenwerten \;, i = 1,...,n, eine Orthonormalbasis von (reel-
len) Eigenvektoren x;, i = 1,...,n. Damit gilt:

JAz|3 = (Aw, Ax) = (A7 A, 2)

n

= <Z(x,xi)ATAxi,2n: (x,x:)x;) Z)\ T, 1)?
i=1

=1

< )‘maX(ATA)H$H2



Also gilt: ||Alla < v/ Amax(ATA).

Es sei schlieflich x;, ein normierter Eigenvektor zu Amax(AT A). Dafiir gilt
[zigllo =1 und [|Azig]|3 = Amax(ATA)

und deshalb die gewiinschte Aussage.

d) Ist B € R"™"™ eine regulire Matriz und || - || eine Norm auf R™, so gilt ||A||p :=
ax |Az||g = ||BAB™Y|, wobei die Norm || - ||g auf R™ in Beispiel 1.3(ii1)
T B:1

eingefiihrt wurde (Ubung).

Bemerkung 1.7 Die Spektralnorm ||A||s fir A € R™ " ist schwer zu berechnen. Des-
halb benutzt man héufig die folgenden oberen Schranken fir ||Al|2:

m n %
IAllr = (Z > a%) (Frobenius-Norm)

i=1j=1

|Allmax = +/nm max |a;]

i=1,..., m

die beide auch Normen auf R™*™ sind.

Definition 1.8 Zwei Normen || - ||x und || - ||y in R™ heiffen dquivalent, falls es Kon-
stanten m > 0, M > 0 gibt, so daf$ die Abschditzung

mllz]x < [lzfly < M|z(x
fiir alle x € R™ gilt.

Die Eigenschaft ,#quivalent“ zu sein, definiert eine Aquivalenzrelation in der Menge
aller Normen. Sie ist offenbar reflexiv, symmetrisch und transitiv. Auf R” gilt nun die
folgende Aussage.

Satz 1.9 Alle Normen auf R™ sind dquivalent.

Beweis: Wir zeigen, daf jede beliebige Norm || - || in R” zur Euklidischen Norm || - ||
dquivalent ist. Dann sind auch je zwei beliebige Normen auf R™ dquivalent wegen der
Transitivitdt der Norm-Aquivalenz.

Es sei ¢’ = (0,...,0,1,0,...,0) der i-te kanonische Einheitsvektor. Dann gilt fiir

Ti
z=(x1,...,7,) ER" daB z = > z;¢’ und
=1

n n n %
lzll = 11 we’l <D lzal el < [l (Z ||6Z||2> :
=1 =1 =1



1
n 2
Wir setzen M := (Z ||ei||2) und wissen nach Eigenschaft 1.2
i=1

izl =1yl < llz = yll < Mz = ylls, Ve, y € R™.

D.h. |- | : R™ | -|l2) = Rist (Lipschitz-) stetig.
Da nun die Menge S, := {z € R" : ||z|l2 = 1} beschriankt und abgeschlossen ist, nimmt
| - || dort ein Minimum an, d. h. es existiert ein z € S,, mit m := ||Z|| = insf ||

TESR

[l]l2

Folglich gilt m||z||2 < ||z]| < M|z, V2 € R™. O

Wegen z # 0 gilt m > 0 und m < HLH Ve e R", x # 0.

Satz 1.9 gibt uns die Moglichkeit, bei Fehlerabschédtzungen irgendeine Norm zu ver-
wenden. Die Aussagen bleiben bis auf Konstanten fiir jede Norm qualitativ richtig.
Allerdings sind oftmals ganz bestimmte Normen an ein gegebenes Problem besonders
angepaft. In unendlichdimensionalen Rdumen gilt die Aussage von Satz 1.9 nicht mehr
(Ursache: Die Einheitskugel ist nicht mehr kompakt).

1.2 Fehler in linearen Gleichungssystemen und
Kondition von Matrizen

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem (mit quadratischer Matrix)
Ar=0b, AeR™™ beR™

Ist A regulér, so ist es fiir jede rechte Seite b € R™ eindeutig losbar.
Da in den Anwendungen die Eingangsdaten A und b haufig fehlerbehaftet sind, be-
trachten wir das , gestorte” lineare Gleichungssystem

(A+ AA)(x + Ax) = b+ Ab,

wobei AA und Ab Fehler in den Daten A bzw. b darstellen und Az den entstehenden
Fehler der Losung bezeichnet. Uns interessieren Abschétzungen fiir den relativen Fehler
% (mit einer Norm || - || im R™).

Als ersten Schritt einer theoretischen Analyse kiimmern wir uns zunéchst um die In-

vertierbarkeit gestorter invertierbarer Matrizen.

Lemma 1.10 Es sei B € R™™ und fiir eine zugeordnete Matriznorm gelte | B|| < 1.
Dann ist die Matrix I + B invertierbar und es gilt:

1

1
— a7 ST+ B <
1B

L+ Bl
(Hierbei bezeichnet I die Einheitsmatriz in R™*™.)

Beweis:
Fiir beliebiges x € R™ gilt:

I+ B)a|| = [l + Bzl| > ||zf| = | Bz| = (1 = [[BID[|l=] = 0
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Also folgt aus (I + B)z = 0 sofort x = 0. Also gilt rg(I + B) = m und es existiert
(I +B)™'=:C e R™™. Fiir die Matrix C gilt:

I=(I+B)C=C(I+B)
~ I =1<[(Z+B)ICl < @+ |[BDIC]

[ =1=|C+ BC| = |[C| - [|BC| = (1 = | B]DIIC]-
Damit ist die behauptete Ungleichungskette bewiesen. OJ
Satz 1.11 (,Storungslemma®)

Es seien A, A € R™™ mit A invertierbar und fiir eine zugeordnete Matriznorm gelte
A=Y < B,||A — A|| < o und off < 1. Dann ist auch A invertierbar und es gilt

B2
1-

< 1 - - ~
JA7H| < ] BHA N, AT =A< IIA—AII'

Beweis:

Wir betrachten B := A~'(A — A). Dann gilt: |B| < |[A7Y|A - Al < o8 < 1.
Deshalb ist nach Lemma 1.1 die Matrix I + A~'(A — A) = A~'A invertierbar, also
auch A. AuBerdem folgt aus Lemma 1.1:

- - - 1 gty < AT
AT < AT A AT = [[(1 + A7H(A = A)THHIAT| < | —ap

—1“2

i L1 g A~"
A7 = A7 = AT (A= AT < JATA - A AT < 5 T a4 1A

O

Folgerung 1.12
Die Menge {A € R™™ 1 A ist invertierbar} offen im Raum (Rme |- ) (mit jedem
invertierbaren A gehért auch die Kugel {A € R™™ . ||A — A|| < i 1”} zur Menge).

Beweis:
Die Aussage folgt sofort aus Satz 1.11. U

Im folgenden Storungsresultat fiir Losungen linearer Gleichungssysteme taucht nun
erstmals der Term || A]| ||A™Y|| auf der rechten Seite der Abschitzung auf.

Satz 1.13 Es seien A und AA Matrizen aus R™*™, A sei invertierbar, b und Ab seien
aus R™ und x = A~b. Ferner gelte fiir die zu einer Norm ||-|| auf dem R™ zugeordnete
Matriznorm ||A7Y| [|AA] < 1.

Dann existiert eine Lisung x + Ax des linearen Gleichungssystems

(A+ AA)(x + Azx) = b+ Ab,



und es gelten die Abschdtzungen

A~
Axl|| < Abl|, falls b= 0,
1870 < T a1

lAz] _ _ IAZA] <HAM| |AA]

+ , falls b # 0.
Izl = 1= A=Atz \liol \MH)

Beweis:
Die Voraussetzung ||A™!|| ||AA]|| < 1 impliziert nach Satz 1.11, daf§ die Matrix A+ AA
invertierbar ist und daf

Ay
= AT [A4]

I(A+A4)7| <
Aus der Gleichheit (A + AA)(z + Ax) = b+ Ab folgt
(A+AA) Az =b+ Ab— Ax — AAx = Ab— AAx
und deshalb
Az = (A+AA)(Ab— AAz)

= Az < kel 1Ab] + [AA] [l])-

1=l A=HIAA]

Im Fall b = 0 gilt auch = 0 und alles ist gezeigt. Es sei b # 0 (~ z # 0).

[Az]| A~ [Ab] [l [|AA]
7 el = I=[|A=H AA] ( ol Tl A HAH)
A~ IIA] [Ab] , [|AA]
= I=[|A=H[ lAA] ( ol Al >
wobei im letzten Schritt die Ungleichung [|A|| > |—| verwendet wurde. O

Definition 1.14 Die Zahl cond (A) = ||A|| [|[A7Y| heifit Konditionszahl der inver-
tierbaren Matriz A € R™™ (bzgl. der Matriznorm || - || ).

Bemerkung 1.15 Die Abschitzung fiir den relativen Fehler H”Ax:ﬁ” i Satz 1.13 kann
1.a. nicht verbessert werden. Sie besagt, dafl der relative Fehler der Lésungen ab-
geschdtzt werden kann durch das Produkt eines Faktors mit der Summe der relativen
Fehler der Fingangsdaten. Fir eine ,kleine Storung“ AA ist dieser Faktor etwa gleich-
grofl mit cond(A).

Groffe Konditionszahlen fiihren also i.a. dazu, daff aus kleinen Fingabefehlern groffe
Fehler bei den Lisungen resultieren! Offensichtlich hingt die Konditionszahl cond(A)
von der konkreten Wahl der Norm ab.

Es gilt aber stets cond(A) > 1 wegen ||A7| ||A|| > ||I|| = 1. Bei Verwendung von || - ||,

als Matriznorm verwenden wir die Bezeichnung cond,(A).
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Beispiel 1.16 Es sei H,, die Hilbert-Matriz der Ordnung m mit den Elementen

1
Qi = — i,jzl,...,m,mEN.
1+7—1
H,, ist symmetrisch und positiv definit, also auch invertierbar, mit der ganzzahligen
- —1)id . m+i—1)! -
Inversen H,)' = (hyj), hi; = %rirj mit r; == W, i,j=1,...,m.

Fiirm =4 qilt zum Beispiel

1 % % %1 16 —120 240  —140
e ¢ —120 1200 —2700 1680
_ 2 1 -1 _
Hy % i : % und — H, 240 —2700 6480 —4200
i
i: 5 ¢ —140 1680 —4200 2800
Wird nun das lineare Gleichungssystem H,,x = b= H,,(1,1,..., 1)T fiir verschiedene

m € N mut dem Gaufischen Algorithmus geldst, so ergeben sich fiirm = 8 bzw. m = 10
relative Fehler der Losungen von etwa 0.4 bzw. 3.4. Dies Effekt nimmt mit wachsendem
m weiter zu (vgl. Himmerlin/Hoffmann, Kap. 2.6).

Man erahnt, daf$ die Ursache fiir die aufgetretenen Fehler sich auch in den Konditi-
onszahlen von H,, manifestiert. Es gilt ndamlich:

m | 3| 4 | 5 | 10 |
| condy(Hy,) | 520 | 16.000 | 480.000 | 1.6 - 10" |

wobei condy(Hyn) = | Hy[al| Honll2 = 3225525

1.3 Rundungsfehlerfortpflanzung
Definition 1.17 Fiir gegebene 3,t, N_, N, € N, 3 > 2, nennen wir

M(B,t,N_,N,) = {O,JBNZx_iﬁ_i coe{-1,1},z_1 #0,
i=1

x_i6{0,1,...,6—1},2‘:1,2,...,t,—N_§N<N+}

Menge von Computerzahlen zur Basis 3, mit Mantissenldinge t und Fxponentenbereich
[_N—7 N+] :

Alle Computerzahlen x # 0 liegen (also) im Bereich 3~"-=1 < |z| < g+, Gilt |z| <
B~N-"1 so wird x durch Null ersetzt. Zahlen x mit |z| > 8+ konnen nicht verarbeitet
werden. Treten diese beiden Fille auf, so spricht man von Exponenteniiberlauf.

Der Ubergang von einer reellen Zahl z € R zu einer Computerzahl wird als Runden
bezeichnet. Dabei gehen wir davon aus, daf3 die folgende Rundungsvorschrift realisiert
wird.

Definition 1.18 Es sei § € N gerade, t € N und x € R\{0} besitze die Darstel-
lung v = o> x ;87" mit N. < N < N,. Dann definieren wir die folgende
i=1
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Rundungsvorschrift:

t
oBN S a8 , fallsx_;_ 1 < 0.5
i=1
rdy(x) =

oBN (zt: T_if7+ B_t) . fallsx_,_; > 0.5 7
=1

rd,(z) heifit der auft Stellen gerundete Wert von x.

Im Fall des Dezimalsystems = 10 entspricht die Vorschrift in Def. 1.18 der {iblicher-
weise als ,Runden® bezeichneten Regel.

Satz 1.19 FEs sei 5 € N gerade, t € N und x € R\{0} besitze die Darstellung wie in
Definition 1.18. Dann gult:

(i) rdy(x) gehort zu M(B,t, N_, Ny), d.h. hat eine Darstellung der Gestalt
.t
rdi(a) = 0B Y i
i=1
(ii) fiir den absoluten Fehler gilt: |rdy(z) — x| < 0.5 N~
(iii) fir die relativen Fehler gelten die Abschdtzungen:

rdy(x) —x
T

rdy(x) —x

< 05 —t+1
- G rd(z)

S 0.5 ﬁftJrl

(iv) rdy(z) erlaubt die Darstellung rdy(z) = z(1 + e(2)) = ==,
wobei max{|e(x)|, [n(x)|} < 0.537L

Deshalb heifit die Zahl T := 0.5 die relative Rechengenauigkeit der t-stelligen
Gleitkommaarithmetik.

Beweis:
(i) Es geniigt, den Fall z_,_y > 0.58 zu betrachten. Wir unterscheiden 2 Fille:

(1) Jie{t,...;t}:x; <pB—1
Wir definieren ¢ := max{i € {1,...,t} :2_; < 8 — 1} und setzen
N=Nz2_;,=x_4i=1,... -1, p:=x_4+1,2_;,:=0,i=0+1,...,t.
(2) vi=p—-1Vi=1,...,t
Hier setzen wir N:.=N+1,2_1:=1,2_,:=0,1 =2,...,t.

(i) Fir z_4—; < 0.50 gilt:

—o(rdy(z) —x) = BN Y wl B =N a BN S 2B
i=t+1 i=t+2

< BNTEH058 1) + NI = 0.5
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Fir x_; 1 > 0.50 ergibt sich:

o0

o(rdi(z) —z) = BNt -pNlp - BN S oz B

=142

< BB - w) 058N

[e.e]

AuBerdem folgt aus V"B —a ) > VNS BN ST o870
i=t 12
auch o(rdy(z) —x) > 0.

In beiden Fiéllen folgt die Abschitzung fir |rd;(z) — x|.
(iii) Wegen z_; > 1 folgt || > ¥~ und gemeinsam mit (ii)

Tdt(i;) -z < 0‘5BN7t . BlfN _ 0‘5B17t.

Die andere Abschéitzung ergibt sich analog, da aus der Rundungsvorschrift
rdy(x)] = SN > g1 folgt.

(iv) Hierbei handelt es sich nur um eine andere Schreibweise des Ergebnisses aus
(iii). Man setzt einfach e(x) := % und 7n(z) = T(itcgf()gc;z. Dann gelten die

angegebenen Darstellungen und Abschéitzungen. O

Wir kommen nun zur Verkniipfung von Computerzahlen. Dazu bezeichne [J eine der
Rechenoperationen +, —, %, /. Wenn nun x und y zwei Computerzahlen mit Mantis-
senlange t sind, so ist z[ly i. a. nicht mit t-stelliger Mantisse darstellbar. Es muf3
also i. a. gerundet werden. Deshalb werden die elementaren Rechenoperationen [J auf
Computern in 2 Schritten ausgefiihrt:

(i) Moglichst genaue Berechnung von z0y;
(ii) Runden des Ergebnisses auf ¢ Stellen.

Das Ergebnis dieser Operation werde mit fl;(x0y) bezeichnet.

Postulat 1.20 Die Computer-Arithmetik ist so organisiert, daf fiir zwei Computer-
zahlen x und y mit Mantissenlinge t stets gilt:

fl;(z0y) = rdy(«0y)

Wir nehmen im folgenden stets an, dass das Postulat erfiillt ist. Aus Satz 1.19(iv)
ergibt sich dann

fu(aly) = (O + &) = C2 1o gl < 7

L=
Schreibt man Z = x(1 +¢),7 = y(1 + £), so bedeutet dies
flf(zty)=a+y M(zxy)=Txy=z*y

usw., d. h. das Computerresultat einer arithmetischen Operation ist das exakte Resultat
derselben Operation mit wenig gestorten Operanden.
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Bemerkung 1.21 (Probleme der Computer-Arithmetik)

Uberlauf: Falls der Betrag des Ergebnisses einer Rechenoperation grosser als
BN+ ist, kann das Ergebnis nicht mehr dargestellt werden.
Je nach Hardware wird dann entweder die Rechnung abgebrochen
oder mit fiktiven Zahlen weitergerechnet.

Unterlauf: Falls der Betrag des Ergebnisses einer Rechenoperation kleiner als
B~N-=1 ist, wird héiufig mit 0 gerundet. Der relative Fehler des
Resultats betrdgt damit 100%!

Ausloschung:  Addition etwa gleichgrofier Zahlen mit entgegengesetztem Vorzeichen

fiihrt zu einer starken Verringerung der Zahl der giiltigen Ziffern, so
dafs grofse Fehler die Folge sind.

Rechenregeln:  Selbst in den Fillen, wo weder Uber- noch Unterlauf eintritt, gelten
die Rechenregeln der reellen Zahlen nicht mehr. Zwar sind wegen
des Postulats Addition und Multiplikation kommutativ, jedoch gelten
Assoziativ- und Distributivgesetz nicht mehr.

Definition 1.22 Unter einem numerischen Algorithmus Py zur Lésung eines Pro-
blems P wollen wir im folgenden stets eine Nacheinanderausfiihrung von N elementa-
ren Rechenoperationen O;, i =1,..., N, verstehen, d.h.

PA:ONOON_lo"'OOQOOl.

Durch Postulat 1.20 kennen wir die Rundungsfehlerauswirkungen bei elementaren Re-
chenoperationen. Wir fragen uns nun nach der Fortpflanzung der Rundungsfehler im
einem Algorithmus, wobei wir mit einer (sehr) grofien Zahl N von elementaren Opera-
tionen zu rechnen haben.

Um geeignete Eigenschaften von Algorithmen zu formulieren, beschreiben wir ein Pro-
blem P als eine Abbildung von einer Datenmenge D in eine Losungsmenge und be-
zeichnen mit P(d) das Ergebnis des Problems fiir die konkreten Daten d € D. Der
Algorithmus Py iiberfiihrt diese Daten d ebenfalls in ein Ergebnis Pa(d).

Definition 1.23 Es sei 7 die relative Rechengenauigkeit der t-stelligen Gleitkomma-
Arithmetik und es seien Normen im Raum der Daten und der Losungen gewdhlt.

(i) Der Algorithmus Pa heifit numerisch stabil fir P auf D, falls eine Konstante
Fy > 0 existiert, so dass fir alle d € D gilt

1P(d) — Pa(d)|| < Filld][-

(ii) Der Algorithmus Pa heifft numerisch gutartig fir P auf D, falls eine Konstante
F, > 0 und fiir jedes d € D eine “Storung” 64 mit d+64 € D und ||04]| < Fy||d||7
existiert, so dass

Pa(d) = P(d+ 6q) -
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Die numerische Gutartigkeit ist die bestmogliche Eigenschaft eines numerischen Algo-
rithmus; die numerische Stabilitét ist eine Mindestanforderung. Natiirlich wird man
sich in beiden Fallen wiinschen, dass die Konstanten F; und Fj nicht “zu grofl” sind.
Da alle elementaren Operationen nach Postulat 1.20 im wesentlichen den gleichen Feh-
ler wie die Rundung (vgl. Satz 1.19) erzeugen, namlich proportional zur relativen Re-
chengenauigkeit 7, erhofft man sich, dass die Fortpflanzung der Fehler bis auf eine
Konstante den Rundungsfehlern der Daten entspricht.

Beispiel 1.24 Die Datenmenge D ist eine Menge von Paaren d = (A,b) mit einer
requliren Matric A € R™™ und b € R™. Es gilt P(d) = A™'b fiir d = (A,b). Der
Algorithmus Py wird fir alle d = (A,b) € D eine Niherung von P(d) berechnen.

Numerische Stabiltit von Py bedeutet, dass der relative Fehler

AT — Pa(A, D)
1(A, D)l

hdchstens proportional zur relativen Rechengenauigkeit T ist, wobei die Proportiona-
litatskonstante fir alle Daten gleichmdf$ig fix (obwohl evtl. sehr grof$) ist. Dabei setzt
man ||d|| := ||Al| + ||b]|, wobei die Matriznorm der gewdhlten Norm auf R™ zugeordnet
ist. Die Menge D ist nach dem Stérungslemma (Satz 1.11) sinnvollerweise als

Do = {(A,b) e R™™ x R™: [ATM||A — A|| < o}
mit a < 1 zu wahlen.

Satz 1.25 Es seien A € R™*"™ eine requldre Matriz und b € R™. Die Datenmenge D,
und die Norm sei wie in Beispiel 1.2/ definiert.

Ist ein Algorithmus Py zur Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b numerisch
qutartig aud D, so ist er auch numerisch stabil mit F, = F, A1 max{1, || A7|||5||}-

9 11—«

Beweis: Aus dem Beweis von Satz 1.13 wissen wir, dass mit (A + 04,0+ &) € D, gilt

A-1
47— (A + 82070+ 8l < N g+ ol Aol

Wir wéhlen nun F, > 0 und 64 = (d4,0,) so, dass [|d4] < F,l|d||7 und Pa(d) =

Dann gilt
1P(d) = Pa(d)| = [[A7"b— (A+64)7"(b+ )
A-1
< I el A 000+ 6
A~ 1
< 1,[|A
< T maxtd, AT B} o]
IA”] 1
< T maxil, AT b} FyridllT
und die Aussage ist bewiesen. O
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Beispiel 1.26 (Ubung)
Gegeben: n reelle Zahlen x+, ..., x,; Arithmetik mit Mantissenlinge t.

Gesucht: S := P(z) := > x;, wobei x € R™

=1
Konzeptioneller Algorithmus: S :=x1, S =S+ x;,i=2,...,n.
Realer Algorithmus: s :=rdy(z1), s := (s + rdi(x;)), i = 2,...,n, d.h. Ps(x) :=s.

Dann ist der Algorithmus Pa numerisch stabil auf D = R"™ mit || - ||; und
n
Fyi=———F—=n,
1—(n—1)7 "

falls (n — 1)7 < 1 vorausgesetzt wird. Er ist sogar numerisch gutartig mit

F,=n+0(r)~ Fj.

2 Direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme
Wir werden hier fast ausschlieflich lineare Gleichungssysteme
Az =b (AeR™™ beR™)

mit quadratischer, invertierbarer Koeffizientenmatrix betrachten, so dass diese Syste-
me fiir beliebige rechte Seiten stets genau eine Losung besitzen. In den Anwendungen
ist es zweckmifig, Gleichungssysteme nach speziellen (analytischen, algebraischen) Ei-
genschaften, nach ihrer ,Grole sowie ihrer Struktur zu unterscheiden. Diese Unter-
scheidungen betreffen eine

(i) normale, vollbesetzte Matrix,
(ii) symmetrische bzw. symmetrische und positiv definite Matrix,

(iii) sehr grofie Matrix, die viele Nullen enthélt, mit den Spezialfillen:
Bandmatrix, sehr wenige irregulér verteilte Nicht-Nullelemente.

Die Losungsverfahren unterscheiden sich je nach Situation (i), (ii) bzw. (iii). In diesem
Kapitel behandeln wir nur Verfahren, die fiir (i) und (ii) relevant sind.

2.1 Der Gauflsche Algorithmus

Die Aufgabe besteht in der Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b mit inver-
tierbarer Koeffizientenmatrix A. Der Gauflsche Algorithmus basiert auf der Beobach-
tung, dafl die folgenden Operationen die Losung des linearen Gleichungssystems nicht
verdndern, wohl aber die Struktur von A:

e Vertauschung von zeilen,

e Multiplikation einer Zeile des linearen Gleichungssystems mit einem Faktor ver-
schieden von 0,
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e Addition einer Zeile des linearen Gleichungssystems zu einer anderen Zeile.

Ziel ist es, mit diesen Operationen aus A eine invertierbare Dreiecksmatrix R zu erzeu-
gen. Die Grundform des Gaufischen Algorithmus hat die folgende formale Beschreibung:

- AW = A, bV =
- firk=1,...,m—1 setze A® = (ag?))iyj:]_’m,m und bk = (bg’“))izL_,,,m:

- finde einen Index s(k) € {k,k+1,...,m} mit a(k))’k # 0 und vertausche die

s(k
Zeilen k und s(k) in A® und 5®, und bezeichne die Elemente wie vorher;
0 v=k+1,....mj=k
all) o
. al(.;?“) = agf)— a;’g)ag? i, j=k+1,...,m
a(kljk sonst
ij ,
K aWom) .
) b = tEbY =k m
- b = 2
b(k§ sonst

- R:=AM .= pm),

Unser néchstes Ziel besteht darin, diesen Algorithmus in Form von Matrixprodukten
zu schreiben. Dadurch wird er fiir uns fiir eine Analyse zugénglicher. Dazu fithren wir
zunédchst zwei Typen von (Transformations-) Matrizen ein:

Prsy = E (k= s(k))
Prsiry = (e,...,eb 1 es®) ekt eshml ek esMtL o en) (K £ s(k))
T T
Spalte k Spalte s(k)

wobei e’ := (0,...,0,1,0,...,0)" der i-te kanonische Einheitsvektor in R™ ist. P s(k)
entsteht also aus der Einheitsmatrix £ € R™*™ durch Vertauschung der k-ten mit der
s(k)-ten Spalte. Sie bewirkt bei Multiplikation mit einer Matrix die Vertauschung der
k-ten mit der s(k)-ten Zeile dieser Matrix. Man nennt sie auch Vertauschungsmatriz.
Der zweite Typ ist die folgende elementare Transformationsmatrix:

0 --- 0 --- 0
LyB) =1+ 0 o 1 o 0 | =148 (BeRi#])
0 i 0 -r 0

Dabei besteht die Matrix aus Nullen mit Ausnahme einer 1 in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte. Eine Multiplikation von L;;(3) mit einer Matrix bedeutet Addition der mit /3
multiplizierten j-ten Zeile zur i-ten Zeile der Matrix.
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Hat nun im ersten Teilschritt des k-ten Schrittes des Gaufischen Algorithmus erhaltene
Matrix Pk’s(k)A(k) die Gestalt

(k) (k) (k) (k)

S 5 S S S A €5 14
0
k ' :
Pk,s(k)A( ) = 0 a](gk_)Lk_l agck)l ,m
0 0 R - a?ﬁ
0 e 0 agzl)e e agfzn

so konnen die weiteren Teilschritte wie folgt kompakt geschrieben werden:

m (k)
(A(k+1 k+1) H ( ) Pk s(k )(A(k), b(k)).

akk

::L

Diese Vorschrift vereint die analogen Transformationen an A®) bzw. b*) im k-ten
Schritt des Gaufischen Algorithmus durch Betrachtung der durch die jeweilige rechte
Seite b*) erweiterten Matrizen (A®) b*)) &k =1,... m, aus R™*(m+1),

Der Gaufische Algorithmus kann dann wie folgt in Form von Matrixprodukten geschrie-
ben werden:

m—1
(R.¢) = [ ] LePrsts(Ab) = Lun1 P sgm—1) - - L1 Prsgay (4, )
k=1

Die weitere Analyse des Gauflschen Algorithmus beginnen wir nun mit einer Zusam-
menstellung der Eigenschaften der Transformationsmatrizen:

Eigenschaften 2.1
a) Py ist symmetrisch und invertierbar mit Pk%s(k) = I, det(Pr o)) = —1, falls
k # s(k) und cond; (P k) = 1.

b) Li;j(B) ist invertierbar fiir jedes 8 € R mit (Li;(8))~" = Li;(—B) und es gilt
condy(Ly;(8)) = (1+8])*.
Beweis:

a) ist klar nach Definition der Vertauschungsmatrizen und wegen cond; (Pj sk)) =
| Peswllf =1, da || - |1 die Spaltensummennorm ist.

b) Wegen i # j ist L;;(8) eine Dreiecksmatrix mit Einsen in der Hauptdiagonale,
also invertierbar. Ferner gilt:

Lij(B)Ly(—B) = (I+56( NI — Be'(e?)T) o

— B2ei(e))Tel(e?)T = I wegen (¢/)Te’ =0,
und damit L;;(—f) (Lw(ﬁ))_ )

AuBerdem gilt: cond (Li;(8)) = [1Li(B) ]| Lij(=B)ll = (1 +[B])*. O
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Satz 2.2 Fir jede invertierbare Matrix A € R™ ™ ezistiert eine Matriz P € R™*™,

die ein Produkt von Vertauschungsmatrizen darstellt, sowie Matrizen L bzw. R aus
R™*™ mit der Figenschaft

1 0O 0--- 0

11 T2 T1im

pA—rr=| ™ 1 0 Vo o
0 : . " :

bt A1 1 0 0 0 7um

R ist dabei die Matriz, die der Gaufsche Algorithmus in exakter Arithmetik liefert,
und es gilt ry; # 0,9 =1,...,m. Die Matrizen L und R sind durch P und A eindeutig
festgelegt. P heif$st auch Permutationsmatriz.

Beweis:
Nach unseren obigen Uberlegungen kann der GauBsche Algorithmus in der Form

m (k)
) a;
R=A" = Ly 1Pyt sy InPrayA mit Ly =[] La (‘ (liz))
i=k+1 Ay,

k

()
geschrieben werden. Bezeichnet man ¢, := ag”,g) so hat L; die Gestalt
Ak

Ly = [] T—tue'(M)T)=1=>" tac'(e")’
i=k+1 i=k+1
1 0 . cee e 0
0 :
J— : 1
g1 1

: : 0

0 —~lpnic 1
Weiterhin kann man zeigen, dal Pyy1 s(pr1)Lr = ﬁkPkH,s(kH), wobei I:k sich nur da-
durch von Lj unterscheidet, dafl die Spalte (0, ...,0,1, —lx 114, ..., —lmi) " ersetzt wird
durch Py sy (0, .., 0, 1, —Ciq k..o, —lmi) T (Kielbasinski-Schwetlick, Kap. 5.1).

N A m—1
Macht man dies sukzessive, erhdlt man R = L,,_1--- LoL1PA, wobei P = ] Py sy
k=1

und die Matrizen Ly wie oben beschrieben aus den Ly hervorgehen, aber die gleiche
Struktur besitzen. Also folgt:

PA=LR mit L=L7'Lyt--- L.

m

Klar ist nach Konstruktion, daf§ R die behauptete obere Dreiecksgestalt besitzt und dafl
alle Hauptdiagonalelemente von R verschieden von 0 sind. Wére das nicht so, wiirde
R nicht invertierbar, damit PA nicht invertierbar und damit A nicht invertierbar sein.
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Wir untersuchen nun die Gestalt von L. Bezeichnen —@ik,i = k—+1,...,m, die Elemente
der k-ten Spalte von Lj unterhalb der Hauptdiagonale, so gilt nach 2.1b):

A ~ ~ ~ ~

Lt = Lifie(=lan) - L (=lnk) = Lisrw(Crgrn) - - Lon g (€ )

1 0 N ()
0 )
= Al s k=1,....m—1,
Uy 1
0 Co 1
und folglich hat
1 0 0
m—1 -
. 1
I = H L]:l _ 621
k=1 & . 0
éml : fm,m—l 1

die behauptete untere Dreiecksgestalt.

Es seien nun P und A gegeben und wir zeigen die Eindeutigkeit der Darstellung PA =
LR, wobei L und R die Gestalt wie in der Behauptung besitzen. Es seien L und R
zwei weitere Matrizen mit dieser Gestalt und der Eigenschaft PA = LR = LR. Dann
gilt L7'L = RR~" und wir wissen aus den obigen Uberlegungen, da L' wieder eine
untere und (analog) R~ wieder eine obere Dreiecksmatrix ist. Dies trifft dann auch
auf die Produkte L™'L bzw. RR™" zu. Wegen der Gleichheit L'L = RR™! miissen
beide gleich einer Diagonalmatrix D sein: L™'L = RR™* = D. Wegen L = DL muf
dann aber D = E und folglich L = L und R = R gelten. 0J

Bemerkung 2.3 Man nennt die Darstellung von PA in der Form PA = LR wie in
Satz 2.2 die LR-Fuaktorisierung von A.

Der Gaufische Algorithmus hat in Matrizschreibweise nun folgende Form:

- PAx = Pb (Vertauschung von Zeilen)

- (R,c) = L7Y(PA, Pb) (Dreieckszerlegung) und anschlieflend

-z = R 'c (Ldsung eines linearen Gleichungssystems mit Dreiecksmatriz)

Ist umgekehrt eine L R-Faktorisierung von A gegeben, so lost man das Gleichungssystem
Ax = b in den folgenden beiden Schritten:

- Berechne ¢ als Losung von Lc = Pb (,Vorwdirtselimination® ),

- berechne x als Losung von Rx = ¢ (,Rickwdrtselimination®).

Bemerkung 2.4 (Anzahl von Operationen)
Wir berechnen die Anzahl der Gleitkommaoperationen fiir den Gaufischen Algorithmus
bzw. fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems. Dabei ist es diblich, mit ,opms “
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eine Gleitkommarechenoperation, bestehend aus einer Multiplikation und einer Additi-
on/Subtraktion zugrunde zu legen. Dann erhdlt man fir den Rechenaufwand zur

m—1 m—1
Berechnung von R: > (m —k)* = > k? =:(2m —1)m(m — 1)

k=1 k=1

_ 1.3 1.2 1
B = 3m” — 3m” + gm opms,

Berechnung von ¢: Y. (m—k) =3im(m—1) =im?—3im opms,

k=1

m—1

- - _ 1.2 1

Losung von Rr=c: 2 (m—Fk) =3m°—35m opms.

Nicht gerechnet sind hier ingesamt 2m Divisionen durch Hauptdiagonalelemente. Zur
Losung eines linearen Gleichungssystems mit dem Gaufischen Algorithmus benotigt
man also:

1 1
gm?’ + §m2 + O(m) opms,

wobei der Term O(m) ein Vielfaches von m bezeichnet.

Bemerkung 2.5 (Pivotisierung)

Nicht eindeutig bestimmt ist bisher die Wahl der Permutationsmatriz P, d. h. die Wahl
der Zeilenvertauschungen zur Bestimmung des Elementes agz,)g) . 7 0in der k-ten Spalte
unterhalb der Hauptdiagonale. 7

Man nennt diesen Prozef$ auch Pivotisierung und aga) . Pivotelement.

Wie sollte man nun pivotisieren ? Fine Antwort damdf gibt die Kondition der Trans-
formationsmatrix Ly im k-ten Schritt. Fir diese gilt

m (k) m k)
condi(Ly) = L hILelli = 1T+ 3 S5ei(e) Tl — 3 S5e(e) s
i=k+1 Pk i=k+1 Pkk

(k)
Q)
Ak

a

_ (1+ 3 )2 (vgl. 2.1b)).

i=k+1

Die Kondition von Ly wird also moglichst klein, wenn |a,(€’2] moglichst grof§ ist! Dies
fiihrt zur sogenannten Spaltenpivotisierung:
Bestimme

(%)

s(k) e {k,k+1,...,m} so, dafs aik‘.

a(k) = max
s(k).k i=k,...,m

Analog zur Suche nach einem Pivotelement in einer Spalte in unserer Originalform des
Gaufischen Algorithmus konnte diese auch in einer Zeile oder in der gesamten Restma-
triz erfolgen. Dies fiihrt zur sog. Zeilenpivotisierung bzw. vollstindigen Pivotisierung
oder Gesamt-Pivotisierung. Letztere Variante ist i.a. zu aufwdndig!

Folgerung 2.6 (numerische Berechnung von Determinanten)
FEs sei A € R™™ eine invertierbare Matriz mit gegebener LR-Faktorisierung gemdf
Satz 2.2. Dann gilt fiir die Determinante von A

m

det(A) = (—=1)* ] ra.

i=1
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wobei ri, i =1,...,m, die Hauptdiagonalelemente von R bezeichnen und pu die Anzahl
der k€ {1,...,m — 1} mit k < s(k) bezeichnet.

Beweis:
Nach Satz 2.2 gilt PA = LR und deshalb nach den Rechenregeln fiir Determinanten

det(P)det(A) = det(L)det(R)
= det(R) = ﬁ ri;  wegen det(L) = 1.

i=1

m—1
Aus den Eigenschaften 2.1a) folgt ferner det(P) = [] det(Py ) = (—1)*.
k=1

Insgesamt ergibt sich (—1)* det(A) = [] ru- O
i=1

Bemerkung 2.7 (Cholesky-Faktorisierung)

Fiir spezielle Matrizen kann der Gaufische Algorithmus spezielle Formen annehmen.
Ist 2.B. A eine symmetrische und positiv definite Matriz in R™™ (d.h. A= A" und
(Az,z) > 0,Vo € R™), so ist der Gaufsche Algorithmus ohne Zeilenvertauschungen
durchfiihrbar (die jeweiligen Hauptdiaonalelemente sind bei exakter Arithmetik stets
positiv) und die Dreieckszerlequng von A) hat die Form:

A=LDR=LDL".

Dabei ist R definiert als D™'R mit D := diag (7115 - -« s Trmm) und besitzt deshalb Finsen
in der Hauptdiagonalen. Aus A = AT und der Eindeutigkeit der LR-Faktorisierung
von A nach Satz 2.2 folgt dann R = LT. Anders interpretiert, kann der Gaufische
Algorithmus dazu verwendet werden, um die positive Definitheit von A zu testen. Das
Kritertum ist ri; > 0,1 =1,...,m.

Definiert man nun noch L := LDz, wobei Dz = diag (7‘1%1, e ,T%nm), so entsteht die
sog. Cholesky-Faktorisierung von A:

A=LL".

Durch Ausnutzung der Symmetrie-Eigenschaften von A ist der Rechenaufwand des
Gaufischen Algorithmus gegeniiber Bem. 2.4 (etwa) halbiert.
(Literatur: Himmerlin/Hoffmann, Kap. 2.2; Kielbasinski/Schwetlick, Kap. 6).

Wir kommen nun zur Rundungsfehleranalyse des Gaufschen Algorithmus zur Losung
eines linearen Gleichungssystems. Die ersten Resultate (Satz 2.8 und Folg. 2.10) be-
treffen dabei die numerische Gutartigkeit der L R-Faktorisierung, das letzte (Satz 2.11)
die Riickwartselimination.

Satz 2.8 Fir A € R"™™ sei der Gaufische Algorithmus durchfihrbar und L bzw. R
seien die Matrizen der LR-Faktorisierung in einer t-stelligen Arithmetik. Dann exi-

stiert eine ,Storung“ 0A € R™*™ von A mit

LR=A+6A wnd [5A], < (7 + O(2)E(A)|A,.
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wobei Fy(A) := 143 Y | MW,/ All,,p € {1, 00}, T die relative Rechengenauigkeit der
k=2

t-stelligen Arithmetik, M*) ¢ Rm=k+Dx(m=k+1) 4nq AK) =
0 M (k)
E—1
Beweis: Wir setzen 0.B.d.A. voraus, dass der Gaufische Algorithmus mit s(k) = k

durchfithrbar ist. Mit dieser Vereinbarung nimmt der k-te Schritt fir k=1,...,m—1
in exakter Arithmetik die folgende Form an:

Lio1 | 0 g (k)
(h+1)  _ k) _ (Lot 0 . R
o = () (3 )
_ 0o . R®
o 0 ‘ I, m=F+1) 3 (R)
0 R®
_ 3 3 3
- 0 al(ck) al(q I)chl - a](€T))7,
0 0 ‘ M(kJrl)
Hierbei ist L die entsprechende Transformationsmatrix (vgl. den Beweis Von Satz
2.2), R® der “bereits fertige” Teil von R (mit k& — 1 Zeilen), [_; € RE-Dx(¢=1) die

Einheitsmatrix der Dimension &k — 1 und M®*) die “Restmatrix” von A®),
Wir untersuchen zunéchst die numerische Gutartigkeit der Transformation

M)y [ (n=k+1) g r(k)
in t-stelliger Arithmetik. Die diese Transformation beschreibenden Operationen lassen

sich dabei in der Form
(k)

k+1 k
af ™ = [l — M1 )1+ 0;) baw.
A
(k)
® _ ke 1 ak (k)

mit |e;;| <7, 0] <7, 0,i=k+1,...,m, schrelben. Daraus folgt
k)

(+%) aEfH) = aEf) (k)( —1—(5& wobei
O
(k)
k k i
(*3) 5a5j) = agj)ﬁij a(IZ)al(C])nU und 771'3‘ ::gij+0ij+€ij‘9ij
kk

nebst |n;;| < 27 + 7% fiir 4,5 = k + 1,...,m. Durch Einsetzen von (x) in (**) und
Ausnutzung der Gleichung (*?) entsteht die Gleichung

s e B a
1] - ¥ 1+9ij (k) k] ij
— %D Mij (k)  Eij

—a.-
S (1 + 913>(1 + gij) 4 1+ 51’]’
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fir 1,7 = k+ 1,...,m. Die Betrage von W und —— lassen sich jeweils mit 1 + 7

nach oben abschéatzen. Daraus folgt fiir 2,7 = k + 1

k k+1
6a7] < g TPN@r + 7)1+ 7)° + |ag (1 + 7)
< (m+0()(lag| + 2la ™))
Wir definieren eine Storungsmatrix §A/*) € Rm—k+Dx(m=k+1) g5 daf sie in der ersten

Zeile und Spalte Nullen hat und an der Stelle 75 das Element (5@5? steht (i,j = k +
1,...,m). Dann gilt

Oy i g (k1) (®) 4 5770
T o N
o — =L (M® + 50 ™),

wobei die Abschitzung ||§M®||, < (74 O(7)) (| MP®) ||, + 2|| MV ||,) giiltig ist. Mit

0 0
) .—
oA ‘_(0 SME )

gilt dann A®+Y) = L, (A®) 4+ §A®) und folglich

R=A™ = L, (A" +5AmD)
= Ly [Lm72(14(m72) + 5A(m72)) + 5A(m71)]
= Ly-1Lno[A"™ + A2 4 541

da wegen der speziellen Blockstruktur von §A®) die Identitéit L,, oA™Y = §Am=1)
gilt. Setzt man dies sukzessive fort, so folgt

R= melefZ o L2L1[A + (SA(l) R 5A(m_1)]

m—1
Mit L:=L;y'... L', und 64 := > 6A® ergibt sich deshalb die Darstellung

k=1

LR = A+4JA, wobei

m—1 m—1
[6A]l, < Z|15A<’f>||p=2||6M<k>||p

IN

m—1
(T+0() Y (IMB], + 2 M *+),)
k=1

< (O (IAl,+3)_ 1MP],)

k=2

Damit ist die Aussage vollstandig bewiesen. 0

Bemerkung 2.9 Satz 2.8 besagt, daf$ in jeder Matrizenklasse A C R™ ™ in der der
Gauf$sche Algorithmus durchfihrbar ist und fir eine der Normen || - ||,

sup{F,(A): Ae A} <0
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gilt, die LR-Faktorisierung numerisch gutartig ist. Klassen solcher Matrizen werden in
Folg. 2.10 und in Kielbasinski/Schwetlick, Satz 5.3.2 angegeben.

Das folgende Beispiel zeigt aber, dass Satz 2.8 nicht die numerische Gutartigkeit des
Gaufsschen Algorithmus fir alle invertierbaren Matrizen impliziert. Es sei m = 2 und
wir betrachten das lineare Gleichungssystem:

a1 + aprs = b
a1 T + anry = b

wobei ay1aze — ajpas; # 0 (d.h. A ist invertierbar) und ay; # 0 .
Wir erhalten dann ohne Zeilenvertauschungen:

M® = (azz - 2CL21> .

a1

Also kann || M©? ||p = ‘&22 — magl‘ beliebig grofS werden, falls ayy beliebig klein und

aiaag1 # 0 fiziert ist sowie die Norm ||A||, nicht wichst.

Der Effekt in Bemerkung 2.9 tritt nicht auf, wenn eine Spaltenpivotisierung durch-
gefiithrt wird !

Folgerung 2.10 Ist der Gaufische Algorithmus mit Spaltenpivotisierung zur LR-Fak-
torisierung von A € R™*™ durchfiihrbar, so ist er numerisch gutartig.

Ist A invertierbar, so ist der Gaufische Algorithmus mit Spaltenpivotisierung durchfiihr-
bar, falls conds(A) nicht zu grof ist.

Beweis:
Bei Verwendung von Spaltenpivotisierung (vgl. Bemerkung 2.5) gilt

(k)

izg?%.m\22z)|§l und folglich |ak+1\<|a ]—i—]a,(!;)|,Vi,j:k—|—1,...,m,

wegen a( = ag-c) sk )a,(w), i,j =k+1,...,m. Fur die Zeilensummennorm || - ||~

auf R™*™ gilt deshalb
15| <2 M® o und folglich M ™| < 257 Al -
(vgl. auch Kielbasinski/Schwetlick, Aussage 5.2.1).
Aus Satz 2.8 ergibt sich dann, dafl wegen Fi,(A) < 1+3 Z 28— < 1+3-2™ der GauB-

sche Algorithmus mit Spaltenpivotisierung numerisch gutartlg ist, falls er durchfiihrbar
ist. Fiiir die Durchfiihrbarkeit ist hinreichend, dal LR invertierbar ist. Dies gilt im Fall
A € R™ ™ invertierbar, falls nach dem Stérungslemma [|A — LR||oo||A™ " ||oo < 1 oder
(74 0(7?))(1 + 3 - 2™)cond (A) < 1. O

Dies bedeutet, daf§ der Gaulsche Algorithmus mit Spaltenpivotisierung auf der Men-
ge aller invertierbaren Matrizen A mit nicht zu grofer Kondition cond.,(A) von A
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durchfithrbar und numerisch gutartig ist. Die Abschétzung F..(A) < 1+ 3-2™ in Fol-
gerung 2.10 ist in vielen Anwendungsfillen zu pessimistisch. Praktisch geht man von
einem linearen Wachstum von F,(A) mit m aus (“Faustregel”: 7m cond(A) < 1).

Fiir die Riickwartselimination ist die Situation einfacher.

Satz 2.11 Das lineare Gleichungssystem Rx = ¢ mit invertierbarer oberer Dreiecks-
matriz R werde durch den folgenden Algorithmus (Rickwdrtselimination) geldst:

Cm
T 1= ——, X! ( E rwx]), =m-—1,..., 1

Jj=t+1

Erfolgt dies in einer t-stelligen Gleitkommaarithmetik mit relativer Rechengenauigkeit
T wobei Tm < 1, so geniigt die berechnete Losung x der Gleichung (R + 0R)x = ¢ mit
einer oberen Dreiecksmatriz 0 R mit der Figenschaft ||0R|l« < (m7 + O(72))|| R co-
Insbesondere ist der Algorithmus numerisch gutartig.

Beweis:
Bei Rechnung in einer t-stelligen Gleitkommaarithmetik gilt fir ¢ =1,... ,m — 1
S; = ﬂt ( Z ’I“Z'jZL'j> = Z ’I"ijﬁj(l + 77”) H(l + 5ik) = Z T‘ijl’j(l + Eij),
j=i+1 j=i+1 k=j j=i+1
wobel |eil, || <7, k=j,...,m, j=1i+1,...,m, und
leig]l = |(1+ny) H]~+€zk )= 1| < (m—j+ 1)1 +0(?)
k=j
Cm it 0] <
Ty = ————— mi m| < T
Trm (L + Opm)
v o= — % it |6 < 21 + O(2)
! 7’“(1 + (51) = .
Wir setzen nun
rijgij 5 Z < ]
OR;; = ri0i o, =]
0 , sonst

und erhalten (R + dR)x = c¢. Die Matrix 0 R ist eine obere Dreiecksmatrix. Es geniigt,
|0R|| abzuschétzen:

6Rle = max 3[6Ry| = max { > \Tijf:‘z'jl+\m5i|}
J =i Jj=i+1
< (m7+0(7?) max El'f’m\—(mTJrO( DR O

] 1
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Bemerkung 2.12 (Skalierung)

Die Losungen des linearen Gleichungssystems Ax = b verdndern sich nicht, wenn
Ax = b zeilenweise mit geeigneten positiven Faktoren multipliziert wird. Dies entspricht
der Multiplikation von A und b mit einer Diagonalmatriz D = diag(ds, ..., d,,) mit
di > 0,7 =1,...,m. Lafit sich durch geeignete Wahl von D die Kondition von A
verkleinern ?

Es sei A € R™™ invertierbar, a* bezeichne die i-te Zeile von A und wir betrachten die
Diagonalmatriz D = diag(dy, . .., d,,), wobei

max Hak||1
W Al
d; = _ = . =1,... .
() d o'l faf, =™

Dann gilt:
IDAlloe = [Allos, I(DA) Moo < [[A7 oo und

min_ 4],
Wcondm(/l) < condy (DA) < condy(A).

Beweis: Es gilt zundichst ||DA||s = nax > ldiaij| = max dilla’l]y = || Allo-

1= ,...,mjzl 1=1,....m
Ferner gilt [(DA) oo < [A7 ool D oo = [A™ oo —m—a; = A |0 und
|4 e = (DA D]l < [[(DA) oo max d. =
Dies bedeutet: Wahlt man D durch (%), so verkleinert sich die Kondition conde, von
A bei Multiplikation mit D. Unter allen durch Zeilenskalierung aus A hervorgehenden

Matrizen hat jede “zeilendquilibrierte”( d.h., deren || - |1 der Zeilen alle gleich sind),
die kleinste cond.

Bemerkung 2.13 (Nachiteration)

Es set © € R™ die durch LR-Faktorisierung und Rickwdrtselimination berechnete
Computer-Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b und x, € R™ sei dessen
exakte Losung, d. h., v, = A~1b.

Ferner sei h, :== x, —x und r, := r(x) := b— Az das sog. Residuum von x. Dann gilt:

hy=2,—1=A"—2=A"b— Ar) = A"'r, oder Ah, =r,.

Also gilt: x, = x + h, wobei Ah, =b— Ax.

Man konnte also bei exakter Rechnung aus einer fehlerbehafteten Léisung durch Losung
eines weiteren Gleichungssystems (mit anderer rechter Seite) die exakte Ldsung be-
rechnen. Fihrt man diese Losung wieder auf einem Computer unter Verwendung der
LR-Faktorisierung durch Vorwdrts- und Rickwartselimination durch (vgl. Bemerkung
2.3), so ist auch diese Niherung fehlerbehaftet, aber i. a. besser. Dies fiihrt zur Idee
der iterativen Fortsetzung dieses Prozesses, d. h., zur sog. Nachiteration:

- 29 Niherungslésung von Az = b (aus LR-Faktorisierung erhalten);
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- firn = 0,...,Nyax bestimme h™ aus dem linearen Gleichungssystem Ah = b —
Ax™ durch LR-Faktorisierung und setze
"=+ A" = 2" + (LR)"'(b — Az") = (LR)" (LR — A)z™ + (LR) b,

- die letztere Iterierte ist eine “qute” Ldsung von Ax = b, da die Folge (z™) we-
gen |[(LR)™Y (LR — A)|| < 1 (da ||[LR — A|| in der Regel klein ist) nach dem
Banachschen Fixpunktsatz gegen x, konvergiert.

Achtung: Bei der Berechnung des Residuums konnen Ausloschungseffekte auftreten.
Deshalb ist eine Berechnung mit hoherer Genauigkeit, aber Abspeicherung mit einfacher
Genauigkeit eine geeignete Vorgehensweise.

Bemerkung: (Konditionsschétzung)

Das Ziel bestehe darin, cond.(A) fiir eine invertierbare Matrix A € R™*™ niherungs-
weise zu berechnen. Die Berechnung von || A/« ist kein Problem, allerdings ist es ein
Aufwandsproblem, A™! zu berechnen (O(m?) Operationen vgl. Bem. 2.4).

Es sei jetzt eine LR-Faktorisierung von A gegeben und das Ziel sei, || A™!||o niherungs-
weise zu berechnen. Es gilt:

1211
(e

1A oo = ICA™H) Ml = I(ZR)) "l >

fiir jedes x # 6 und (LR)Tz = .
ll21lx
x|

Das Ziel ist nun, x so zu wéhlen, daf3 I

Es sei y so gewéhlt, dafl RTy = o ~ LTz = y und

12 71 o 1€ 2 7 €0 B -
= < A .

=l Myl 2l llylh e

Wir setzen nun voraus, dafl die LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung erhalten
wurde. Dann gilt:

gii:]_,i:].,...,m, und |£z]|§17 1§j<Z§m

1 1 IT)-1
~ I < m und — < —< 1(L7) "yl
Ll 1yl

sowie || L7 | < 2™t (Ubung).

= (L) h = 127 -

Praktisch ist nun ||L™!|| s meist wesentlich kleiner als 2™~!  deshalb variiert der Term

LT -1 .
% oft nur wenig.
. . RT -1
Daher versucht man, einen Vektor x so zu konstruieren, dafl der Term W

moglichst grofl wird.
Ansatz: xl =1, z;:=41, i =2,...,m. Fir y = (RT) "z gilt dann y; = oL

T .
:—Zﬂyﬁ HLi=2,..,m.
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m

Da x; bekannt ist, ist auch y; bekannt. yo werde nun so bestimmt, da8 ||y|; = >_ |vi
i=1

moglichst grol wird. Naherungsweise bestimmt man y, aus o = £1 so, dafl

MEITEDY

=3

714 T2
—— Y1 — Y
Tii Tii

moglichst groB wird. Diesen Proze setzt man dann mit y; analog fort (Details in
Kielbasinski/ Schwetlick, Kap 5.4).

2.2 Householder-Orthogonalisierung und Quadratmittel-
Probleme

Ziel: Transformation einer Matrix auf Dreiecksgestalt mit Hilfe von orthogonalen Ma-
trizen, die die Kondition nicht ,verschlechtern“. Anwendung auf Quadratmittel-
Probleme der Form mingegm |Az — b[|3 fiir A € R™™ b € R" mit n > m.

Definition 2.14

Eine Matriz QQ € R™ ™ heifit orthogonal, falls QQ invertierbar mit Q= = Q7.
Fiir jedes u € R™ mit ||ull; = 1 heifst die Matriz H :== I — 2uu’
Householder-Spiegelung(smatriz).

Lemma 2.15
a) Fir A € R™™ und jede orthogonale Matriz QQ € R™ ™ gilt:

1Qzllz = llzll, Vo eR™, [|QA[2 = [|All2.

Insbesondere gilt ||Q||2 = 1, conds(Q) = 1 und condy(QA) = condy(A)
(falls A invertierbar ist).

b) Jede Householder-Spiegelungsmatriz ist symmetrisch und orthogonal.

Beweis:
a) Fiir jedes x € R™ gilt:

Q|3 = (Qz,Qz) = (QQx,x) = (z,2) = [[z]3 ~ [|Qll2 = L.
Mit @ ist auch QT orthogonal wegen (QT)™' = (Q™HT =(Q")"T = Q.
~ [|QT]l2 =1 und condy(Q) = |Q"[|2[|Ql]> = 1.
Ist A invertierbar, so gilt
condz(QA) = [[(QA)[l2[|QAll2 = [AQT|l2[| All2 = | A~ ||2]|All2 = conda(A).
Es sei nun 7 € R™, [|7]]> = 1 und || Agll> = [[A]l2
~ [|QAY2 = [[Agllz = [|All2 ~ [[QA]l2 = || All2-
AuBerdem gilt: [|QA[l2 < [[Q]]2]|All2 = [|A]2-

b) Eine Householder-Spiegelung ist nach Definition symmetrisch, d. h. es gilt
H = H". Ferner gilt:

H>=HH = (I —2uu'" (I —2uu') =1 —duu' + 4u(v' w)u' =T

wegen u' u = (u,u) = ||ul|3 = 1. O
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Bemerkung 2.16 Der Begriff ,orthogonal® riihrt daher, dafS die Zeilen und die Spal-
ten einer orthogonalen Matrix als Vektoren in R™ orthogonal zueinander sind. Der
Begriff ,Spiegelung® hat seinen Ursprung darin, daff die Matrix H = I — 2uu' eine
Spiegelung des R™ an der Hyperebene H, = {x € R" : u'x = 0} bewirkt.

Schreibt man ndamlich ein beliebi-
ges v € R"™ wn der Form x =
(u'z)u + (z — (u'2)u), so gilt
Hr = —(u'z)u + (z — (u"z)u).
Obwohl von dhnlicher Art wie die
Matrizen L;;j(B) in Kap. 2.1, so
sind Householder-Spiegelungen or-
thogonal und die L;;(5) nicht!

Lemma 2.17
Seien H eine Householder-Matriz, e' := (1,0,...,0)T, x € R™ mit z # ael, Va € R.
Dann gilt Hr = (I —2uu" )z = oe* und |julls = 1 gdw. u := im und o := %||z|;.
Beweis:
Aus der Gleichung Hz = x — 2u"zu = oe! und aus |Jul|; = 1 folgt, daB u die Gestalt
r—oet
U=-—
|z —oel|

haben mufl. Nach Lemma 2.15 folgt ||[Hz|]2 = ||z|]2 = |o], d.h. o = £||z||2.
Haben umgekehrt 4 und o die angegebene Form, so gilt

|z — aeng = H:z:”z = 20<x,el> +o0?= QHQJHZ — 20’<£IZ‘,61> =2(r — ael,x>.

Daraus folgt

o\ T
Hx:x—QuTxu:x—ZM(x—ael):Uel O

|z — oe]3

Das Lemma legt das folgende Orthogonalisierungsverfahren nach Householder zur Drei-
ecksfaktorisierung einer Matrix A € R™*™ nahe:

Algorithmus 2.18 (QR-Faktorisierung durch Householder-Orthogonalisierung)

1. Schritt:

a1 sei die erste Spalte von A; hat a1 die Form ae®, so ist der erste Schritt beendet;
ansonsten bestimme uy; € R™ so, daf Hyiay = (I — 2uju] )ay = ||ai||2e* und |juy|l = 1.
Setze AN = H, A.

k-ter Schritt:

AF=Y habe die Gestalt

1
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| k1
A1) * | * * ’
PRl B SR
|
mit den “Restspalten” az(»k_l), i=k,...,m. Bestimme u, € R" " 50, daf
Hka,(f_l) =(I— 2ukug)a,(f—1) = ||a,(€k_1)||2 el € R™ M und ||Jugl|s = 1.
Transformiere alle “Restspalten” al(-k_l), 1 =k,...,m, mit H, und bezeichne die neue

Matriz mit A®).
m-ter Schritt:

Setze R = A1 = < i])

Satz 2.19 Zu jeder Matriz A € R™*™ existiert eine orthogonale Matriz () € R™*™
und eine rechte obere Dreiecksmatriz R € R™ ™ so dafs

A=QR (QR — Faktorisierung).
Ist A invertierbar, so auch R und es gilt condy(A) = conda(R).

Beweis: Es seien Hq, ..., H,,_1 die in Algorithmus 2.19 definierten Householder-Spiege-
lungen und wir definieren die folgenden Matrizen in R"*™:

I 0
QlizHl, Qk:(o Hk), ]{3:2,,m—1

Dann sind alle @), symmetrisch und orthogonal. Uberdies ist auch Q = Q_1--- Q1
orthogonal. Wegen QA = A=Y = R ist damit der erste Teil gezeigt. Der zweite Teil
folgt aber unmittelbar aus Lemma 2.16. 0J

Bemerkung 2.20 Anzahl der Rechenoperationen einer Q) R-Faktorisierung:

2
gmg + O(m?) opms (vgl. Kielbasinski/Schwetlick, Kap. 10.2)
Die Anzahl der Rechenoperationen ist also etwa doppelt so grof§ wie beim Gaufschen
Algorithmus. Die Householder-Orthogonalisierung ist besonders dann empfehlenswert,
wenn condy(A) ,grofi“ ist. Die Householder-Orthogonalisierung ist ein numerisch gut-
artiges Verfahren (vgl. Kielbasinski/Schwetlick, Kap. 10.2). Soll die Matriz Q) bestimmit

werden, so sind 3m® + O(m?) opms erforderlich.

Eine wichtige weitere Anwendung der Householder-Orthogonalisierung ist die Losung
von Ausgleichs- oder Quadratmittel-Problemen.
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Beispiel 2.21 (lineare Regression)

Gegeben seien statistische Daten (t;,x;) € R xR, i = 1,...,n, die z.B. gemessenen
Werten an Zewtpunkten t; entsprechen, und reelle Funktionen ¢;, j =1,...,m.
Gesucht ist nun eine Linearkombination Z;”Zl cjpj, so dafl sie die gegebenen Daten
bestmaglich im Quadratmittel-Sinn annimmt, d.h. die gesuchten Koeffizienten losen
das Problem

mm Z Zc]gpj )? = min || Ac — z|)?,
(&) /L::l C

.....

wobei A = (p;(t;)) € R™™,

Wir betrachten also ein Quadratmittel-Problem der Form
Gegeben: A € R™™ b e R™ (m < n).
Gesucht: z € R™ mit || Az — b3 = mln Ay — b||3.

Satz 2.22 Es sei A € R b € R", m < n. Das Quadratmittel-Problem besitzt eine
Losung x,. Alle solchen Quadratmittellosungen sind auch Lidsungen der Normalglei-
chungen

AT Az = ATb

und umgekehrt. Der affine Unterraum L = x, + ker(A), wobei ker(A) der Nullraum
von A ist, ist die Losungsmenge des Quadratmittel-Problems und hat die Dimension
m—rg(A). L ist einelementig, wenn rg(A) = m. Es existiert genau ein z™ € L, so daf

[Eca

= gIGIB |zll2 wund 2V L ker(A) (Normallssung).

Beweisskizze: Wir definieren ®(z) := || Az — b||3 fiir alle z € R™.

Es gilt: ®(z) = 1 (Az — b, Az — b) = § [(AT Az, 2) —2(ATb,z) + (b, b)]

~s @ () = AT Ax — ATb (Gradient), " (z) = AT A € R™™ (Hesse-Matrix).

Da die Hesse-Matrix symmetrisch und positiv semidefinit ist, ist  eine Losung des
Quadratmittel-Problems gdw. ®'(x) = 0. Die Normalgleichungen sind aber stets losbar
und besitzen gerade die angegebene Losungsmenge £. Uberdies ist AT A invertierbar,
falls rg(A) = m. Ferner existiert ein Element 2 in £, so daf§ sein Euklidischer Abstand
zum Nullelement in R™ minimal ist. Dieses Element steht senkrecht auf ker(A) und ist
eindeutig bestimmt. 0

Definition 2.23 Es sei 2V die eindeutig bestimmte Normallosung des Quadratmittel-
Problems. Dann heifit die Matriz At € R™ ™ mit der Figenschaft Atb = 2V (vb € R")
verallgemeinerte Inverse, Moore-Penrose-Inverse oder Pseudoinverse von A € R ™,

Bemerkung 2.24 (Pseudoinverse und Singuldrwertzerlegung)
Die Pseudoinverse AT von A ist die einzige Lisung des folgenden Systems von Matri-
zengleichungen (Penrose 1955):

AXA=A (AX)T = AX
XAX =X (XA)T = XA
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Singuldrwertzerlegung: Fir A € R™™ mit rg(A) = r < min{n, m} ezistieren Zahlen
o1 > 09 > ... >0, >0 (“Singulirwerte”) und orthogonale Matrizen U € R™ ™ und
Ve R™"™ so dass

X =UTAV, wobei ¥ = (0:0;5) i=1... € R™™

Jj=1,..., m

mit opyq =+ =0,=0, 0, =+, i =1,...,7r, und \; ist Eigenwert von A" A.

Die Pseudoinverse von A € R™™™ besitzt die Darstellung

AT =VETUT, wobei B¥ = (1j053)=1,m € R™"
mit T; :U]-_l,j: L...,r,5=0,j=r+1,...,min{n,m}.
(Lit.: Himmerlin-Hoffmann, Kap. 2.6)

Ist A € R™™ eine Matriz mit Rang r = rg(A) < min{n,m}, so gilt:

(ATA)TAT, m=r<n,
At =0 AT(AAT)™Y, n=r<m,

AL m=r=n.

Erweiterung des Konditionsbegriffs fir A € R"*™: cond(A) := ||AT||A]l.
Mt Hilfe der Singuldrwertzerlegung von A € R™™™ gilt:
g1 )\1
condy(A) = |AT[2[[All2 = [[E[|o[Z]l = — = ™
Or T
wobei r = 1g(A) und Ay > --- > N\, > 0 die positiven Eigenwerte von AT A sind.
(Literatur: A. Ben-Israel, T. Greville: Generalized Inverses (Second Edition), Springer,
New York, 2003)

Wir zeigen jetzt, wie man die () R-Faktorisierung zur Berechnung von Normallosungen
benutzen kann. Dabei entsteht das geeignete Verfahren zur Losung von Quadratmittel-
Problemen, da bei solchen Aufgaben die Matrizen héufig sehr schlecht konditioniert
sind! Es ist i.a. der Cholesky-Faktorisierung zur Lésung von AT Az = ATb vorzuziehen!

Satz 2.25 (Berechnung von Normallésungen)

Es sei A € R™™ spalteninvertierbar, d.h. rg(A) = m < n, und 2V sei die eindeutig
bestimmte Normalldsung. Dann ezistiert eine orthogonale Matrix Q € R™™ und eine
wnvertierbare rechte obere Dreiecksmatric R € R™ ™ so dafs

R
N _ : I () m
Rx™ =ry mit QA= ) und Qb_(?”g) Y—m
Beweis:
Analog zu Satz 2.19 existieren orthogonale Matrizen @, k = 1,...,m, so dafl mit
Q = QnQm_1---Q; die Matrix QA die Gestalt
R } m
QA= | —————
0 } n—m
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mit einer invertierbaren oberen Dreiecksmatrix R besitzt. Dann gilt:

d(z) = F||Az —b[j3 =1|Q(Ax —b)[3 (Lemma 2.15!)
2
-4l ----- o= QU = 4IRe = nl+ el
2
Also minimiert 2"V die Funktion ® gdw. Ra"¥ = r; gilt. 0

3 Iterative Verfahren fiir grofle lineare Gleichungs-
systeme

Gegeben: A = (a;;) € R™™ invertierbar, b € R™, m groB (d.h. 10° < m < 10%).
Gesucht: Losung = € R™ von Ax = b.

Spezielle Situation: A ist “schwach besetzt” (engl.: sparse), d.h. A besitzt relativ wenige
von Null verschiedene Elemente. Insbesondere treten 2 Fille auf:

(i) Matrizen mit spezieller regelméafiiger Struktur, z.B. Bandstruktur.

(ii) Matrizen, die unregelméfig schwach besetzt sind.

Bemerkung 3.1 Bei groffen schwach besetzten Matrizen fiihren die auf Dreieckszerle-
gung basierenden Verfahren (Gaufscher Algorithmus, Householder-Orthogonalisierung)
zu grofsen Rechenzeiten (obwohl meist nur Nullen multipliziert oder addiert werden) und
evtl. auch zu Speicherplatzproblemen (da die entstehenden Dreiecksmatmzen haufig “voll
besetzt” sind). Zum Beispiel bendtigt der Gaufsche Algorithmus " ° 4 O(m?) Operatio-
nen. Damit sind fiir ein grofes lineares Gleichungssystem mit m = 10° etwa 0.33 - 10°
Operationen erforderlich. Steht nun ein Computer mit 102 Operationen pro Sekunde
zur Verfiigung, so benétigt er etwa 0.33 - 107 Sekunden. Im Vergleich entspricht ein
Jahr etwa 0.82 - 107 Sekunden.

Ausweq: Iterative Verfahren, die pro Schritt nur eine Multiplikation von Matriz mal
Vektor erfordern (d.h. etwa m? Operationen,).

3.1 Splitting-Methoden

Grundidee von Splitting-Methoden:
Mit einer invertierbaren Matrix C' € R™*™ wird Ax = b dquivalent umgeformt in eine
Fixpunktgleichung:

Az =b<+=Cz=(C—-Az+b<=a=(E-C'A)z+C'b

Die Matrix A wird aufgesplittet in die Matrizen C' und A — C.
Ausgehend von der Fixpunktgleichung wird wie im Banachschen Fixpunktsatz das
Iterationsverfahren

=(E-C Az, 1 +C'b,n=1,2,..., 20 € R™,
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angesetzt. Die Verfahren unterscheiden sich durch die Wahl der Matrix C'.

Problemstellung: Wann konvergieren Iterationsverfahren vom allgemeinen Typ

(IV) z,=Bx,1+d,n=1,2,..., 20 € R™,

wobei B € R™*™ d € R™ 7 Da auf R™ alle Normen &quivalent sind, interessiert uns
ein norm-unabhéngiges Konvergenzkriterium.

Im folgenden bezeichnet C die Menge der komplexen Zahlen und C™ den linearen
Raum aller Elemente der Form (x1,...,x,,) mit z; € C, i = 1,...,m. Eine Reihe von
Normen auf dem R™ lassen sich sofort zu Normen auf C™ erweitern (z.B. || - ||, mit
p € [1,400]). Fiir B € R™*™ bezeichnet p(B) := max{|A| : A € C, det(B — AE) = 0}
den Spektralradius von B.

Lemma 3.2 Es sei B € R™™. Dann gilt p(B) < 1 gdw. eine Norm || - ||« auf C™
existiert, so dass fir die zugehorige Matriznorm gilt || B||. < 1.

Beweis:

(<) Essei || - ||« eine Norm auf C™, so dafl || B < 1. Ferner sei A € C ein beliebiger
Eigenwert von B. Dann existiert ein 0 # z € C™ (Eigenvektor) mit Bz = Az.
Folglich gilt

z

2]+

=[Al Bl = [A]

*

1Bzl = Mzl ~ HB

und damit p(B) < ||B||.« < 1.

(=) Es gelte p(B) < 1 und es sei € > 0 so gewidhlt, dass p(B) + ¢ < 1. Es sei
nun J € C™*™ die Jordan-Normalform zu B, d.h. es existiert eine invertierbare
Matrix T' € C™ ™, so dass

Aip x 0 - 0 0
J=T"'BT =
0O 0 0 --- N, _, =
o o0 0 --- 0 A,
wobei A;;, j = 1,...,m, die Eigenwerte von B sind und * fiir 0 oder 1 steht. Es

bezeichne nun D, die Diagonalmatrix
D, = diag(1,e,...,e™ 1)
und wir betrachten die Matrix

J.:= D 'JD. = (TD.)'B(TD.,).
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Dann hat J, die Form

My ke 0 - 0 0
0 Xy % === 0 0
J. = f
0 0 0 - Ao, =
0 0 0 -« 0 A\,

wobel . fiir 0 oder ¢ steht.
Wir definieren nun die Norm || - ||, auf C™ durch

2]l = I(TD:) "zl (Vo € C™),
wobel ||yll1 := > i, |yi| fiir jedes y = (y1, ..., Ym) € C™. Dann ergibt sich
IBz|l. = I(TD:)" ' B(TD)TD:)  wlly = | J-(TDe) l|y < |||yl
1B« < |[|Je]i Smax{|\|+e:i=1,...,m}=p(B)+e<]1.
0

Mit Hilfe des Lemmas beweisen wir jetzt ein notwendiges und hinreichendes Konver-
genzkriterium fiir Itegrationsverfahren.

Satz 3.3 (Konvergenz von (IV))
Ser B € R"™ ™. Wair betrachten das Iterationsverfahren

(1V) T, :=Bx, 1+d,n=12,...,

Das Verfahren (IV) ist fiir alle zg € R™ und d € R™ konvergent gegen (I — B)™'d gdw.
p(B) < 1.
Beweis:

(=) Sei A betragsgrofiter Eigenwert von B, d.h. |A] = p(B) und z € C™, z # 0 ein
Eigenvektor zu A\. Wir betrachten das Iterationsverfahren (IV) fir o = z und
d =0, dh.

T, = Bx,_1=B"z2=\"z.

Da nach Voraussetzung die Folge (z,) gegen 0 konvergiert, muss p(B) = |A| < 1
gelten.

(<) Es gelte p(B) < 1. Dann ist A = 1 kein Eigenwert von B. Folglich ist [ — B
invertierbar. Seien zop € R™ und d € R™. Fiir die von (IV) erzeugte Folge (z,)

gilt
n—1
T = Bx,_1+d= B(Bz, 2 +d)+d= Bz, + ZBjd
=0
n—1
= B"zo+ (I —=B)"'(I-B)Y B'd=B"xy+(I-B)"'(I-B")d.
§=0
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Geméfl Lemma 3.2 wihlen wir eine Norm || - ||, auf C™, so daB || B||. < 1. Dann
gilt [[B o[« < |B™[[«[|zoll« < [ B[Z]lol+ und

lzn — (I = B)~"d|..

|B"xo — (I — B)"'B"d||.
1B ol + [|(1 — B)~ B"d],
1B oll« + 117 = B)~H LBV dll.

<
<
Da (|| B||?) eine Nullfolge ist, konvergiert die Folge (z,) gegen (I — B)~'d. [
Folgerung 3.4 Seien A,C € R™ ™ invertierbar und b € R™. Das Splitting- Verfahren
Ty =T —-C'A)r, 1 +C'b,n=1,2,..., 10 €R™,
konvergiert gegen A~'b gdw. p(I — C'A) < 1.

Beweis: Die Aussage folgt mit B = I — C7'A und d = C~!b aus Satz 3.3. Es gilt
(I-B)'d=(CtACb=A"1CCh=A""h OJ

Beispiel 3.5 (Splittingverfahren)
Fiir die Diagonalelemente von A gelte a; # 0,1 =1,....m (fir requlires A lift sich
diese Voraussetzung immer erfillen).

a) Gesamtschrittverfahren oder Jacobi- Verfahren:
Wir wahlen C := D := diag (a1, - . ., Gmm) und erhalten

0 a2, _@im
ail ail
—a21 0 .. __Q2m
B:=I-D1'A= 22 22
CGm _ame . ()
Das Gesamtschrittverfahren nimmt dann mit x, = (Tp1,. .., Tnm) die Form an
= —-D''A)x,_ 1 +D b, n=1,2,..., mitxy € R™ beliebig.

In Komponenten-Schreibweise hat es die Form

1

Tn,i =
Qi

Zm:aijxn_m+bi yi=1,....m,n=0,1,2,..., g € R™ bel.
G

Konvergenz gilt gdw. p(I — D™'A) = p(—D (L + R)) < 1.
b) Einzelschrittverfahren oder Gauf-Seidel Verfahren:

Wir zerlegen A in eine untere Dreiecksmatriz L, Diagonalmatriz D und eine
obere Dreiecksmatriz R, d.h. A =L+ D + R mit D := diag(aq1, . .., Gnm), und
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definieren C:= L+ D und B:=1—-C'A=—(L+ D) 'R.
Dann nimmt das FEinzelschrittverfahren die Form an

zy, = —(L+ D)_lR$n—1 + (L + D)_lb oder (L+ D)x, :=—Rx,_1+0b

firn=0,1,2,... bzw. in Komponenten-Schreibweise
1 i—1 m
Tni=—| — E AijTp,j — E aij:pn_17j+bz- ,izl,...,m,nzl,Q,...,
Qg — =
J=1 Jj=i+1

jeweils fiir beliebig gewdhltes xo € R™. Man berechnet also fiir i = 1 zundchst
Tna, setzt dies fiir i = 2 in die rechte Seite ein und berechnet x, o, setzt dies in
die rechte Seite ein usw.

Konvergenz gilt gdw. p(—(L+ D)™'R) <1 ?

¢) Relazationsverfahren:
Unter Beachtung der Zerlegqung A = L + %D + (1 - i)D + R wdhlen wir C :=
L+1D und B(w) :=—(L+2D)(1-1)D+R) = (D+wL)*((1-—w)D —wR)
mit w € R\ {0}. Analog zum Einzelschrittverfahren hat das Relaxationsverfahren
in Komponenten-Schreibweise die Gestalt

1 i—1 m
Tng = | ~W Q) AiTn — (w—1auz,—1; —w E AijTp—1,j + Wb
" j=1 j=i+1
fir jedes i =1,....,mundn=1,2,....

Frage: Wann und fiir welche w € R\{0} gilt p(—(D+wL) '((w—1)D+wR)) < 17

Satz 3.6 .
Es sei A € R™™ strikt diagonaldominant, d.h. Y |a;;| < |a;| fir jedes i =1,...,m.
j=1
i
Dann sind das Gesamtschritt- und das Einzelschrittverfahren fiir jeden Startwert xg
in R™ gegen A='b konvergent. Das Einzelschrittverfahren konvergiert i.a. schneller als

das Gesamtschrittverfahren.

m
Beweis: Wir definieren v := max ﬁ > |ai;| und wissen, dass nach Voraussetzung
i=1,...,m 1%l
ERRR) j=1

i
v < 1 gilt. Ferner gilt || — D™'(L + R)||ooc = 7 < 1. Daraus folgt nach Lemma 1.10,
dass I + D™'(L + R) = D' A invertierbar ist. Deshalb ist A invertierbar.
(i) Gesamtschrittverfahren: Es gilt
IBloe = 1E = D7 Allog = | = D7HL+ R)|oc =7 <1

Aus Lemma 3.2 folgt deshalb p(B) < || B|l« < 1 und aus Satz 3.3 die Konvergenz
des Gesamtschrittverfahrens gegen (E — B)'d = (D7'A)"'D~1b = A~10.
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(i) Einzelschrittverfahren: Wir zeigen, dass ||(L + D) 'Rl < v < 1.
Dazu wéhlen wir ein beliebiges x € R™ mit ||z||o = 1 und setzen y := Buz.

~ (D + L)y = —Rx ~ Zaijyj = — Z Q55
=1 j=it1
1 i—1 m
Y= (Z @iYj — Z az‘j%‘)
o\ j=1 j=i+1
1 i—1 m —1 m
>yl < Z\ainyjH Z |aijl|z;] ) < Z’%’H%‘H Z |ai;]
|l j=1 j=it1 |a” j=1 j=i+1
fiir jedes ¢ = 1, ..., m. Wir definieren nun
= (z DTS L) I VETR
i j—it1

und zeigen induktiv, dass |y;| <7, <7v,i=1,...,m, gilt.
Sei zunéchst ¢ = 1. Dann gilt nach oben:

m
Z aij| =m <

a1 =

ly1] <

Es gelte nun bereits |y;| <v; <~,j=1,...,i — 1. Es folgt wieder

i—1 m
1
il < Taal > aly + Y |az‘j|> =i

w jfl j=i+1
1

< 2 Z|aw|7+ Z |aij]
au| j=it1
1

< g (Dot 3 o) <.
i j=it1

Deshalb gilt ||y]lco = [|Bz||ee < max{y; : i = 1,...,m} und folglich ||B|l <
max{vy;:i=1,...,m} <y <1. O

Als néchstes beschéftigen wir uns mit dem Relaxationsverfahren und der Wahl von
we R\ {0}.

Satz 3.7 Flir jede Matrix A € R™™ mit a; #0,i=1,...,m, und jedes w € R\ {0}
gilt p(B(w)) > |w—1|. Insbesondere ist fiir die Bedingung p(B(w)) < 1 notwendig, dass
w € (0,2) gilt.
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Beweis: Sei w € R\ {0} und es seien \;, i = 1,...,m, die Eigenwerte von B(w). Dann
gilt fiir das charakteristische Polynom ¢(\) := det(B(w) — AE) nach dem Satz von
Vieta, dass

m

IR

=1

= lp(0)] = [det(B(w))]
= |det((D + wL)’l)Hdet((w —1)D + wR)|

= H H’ Daii| = Jw —1|™.
i JJ’

Daraus folgt

= |w—1]. O

Satz 3.8 Ist A € R™™ symmetrisch und positiv definit, so gilt p(B(w)) < 1 fir alle
w € (0,2). Folglich konvergiert das Relaxationsverfahren fiir w € (0,2) gegen A™'b.

Beweis: Nach Voraussetzung erlaubt A eine Zerlegung der Form
A=L+D+L", wobei D = diag(ai1, ..., Gmm)

und a; = (Ae;,e;) > 0,4 =1,...,m, mit den kanonischen Einheitsvektoren e; € R™,
i=1,...,m, gilt. Die Matrix B(w) hat die Form

o= (20+1) (520 1) = (2o42) "((201) )

w
da R = LT gilt wegen der Symmetrie von A. Wir setzen nun

1
B=—-D+L and C=B-A.
w

Dann gilt also B(w) = B™!C.
1. Schritt: Wir betrachten die Matrix B + BT — A. Es gilt

1 1
B+B'-A=-D+L+~-D+L"—(A+D+L")
w w
2 2 —

w w

Also ist B+ B — A symmetrisch und positiv definit, falls w € (0, 2).
2.Schritt: Wir betrachten die Matrix Q = A — (B7'C)TA(B~!C). Es gilt
Q=A—(B'C)'AB'C)=A—(I-B*A)"A(I - B™*A)
= A—(A—(B'A)TA)( - BA)

(B'A)TA—AB'A+ (B'A)TAB7'A
= (B'A)T(B+B" - A)(B'A).
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Deshalb ist auch ) symmetrisch und positiv definit, falls w € (0, 2).
3.Schritt: Es sei w € (0,2) und A € C ein Eigenwert von B(w) = B~'C mit Eigenvektor
v e C™ v #0. Dann gilt

(Av,v) = (Qu > ((BC)TA(B™0))
> (A(B™'C)v, (B~'C)v) = (Alv, h)
A

MAv,v) = [M?*(Av,v).

Also folgt |A| < 1, da (Av,v) und (Qv,v) auch bzgl. des (hermiteschen) Skalarproduktes
auf C™ positiv smd Deshalb gilt p(B(w)) < 1 und die Aussage folgt aus Satz 3.3 bzw.
Folgerung 3.4. 0

Bemerkung 3.9 Satz 3.7 liefert fir w = 1 ein Konvergenzresultat fiir das Einzel-
schrittverfahren unter substantiell anderen Voraussetzungen als Satz 3.5. Die Idee der
Relaxationsverfahren besteht darin, durch eine geeignete Wahl des Relaxationsparame-
ters w € (0,2) eine Konvergenzbeschleunigung zu erreichen. w € (0,2) sollte so gewdhlt
werden, dass p(B(w)) (ndherungsweise) minimal wird. Fir eine groffe Klasse von an-
wendungsrelevanten Matrizen A ist bekannt, dass fir die Iterationsmatrizen Bg, Bg
und B(w) des Gesamtschritt-, Finzelschritt- und Relazationsverfahrens gilt:

p(Bs) = (p(Bs)’  min p(BW)) = p(B(w.)) = (Hf%) ’

falls die Figenwerte von Bg reell sind und p(Bg) < 1 gilt. Uberdies gilt:

2
Wy = € 11,2
1++/1—p(Bg)?

(Literatur: Stoer-Bulirsch: Numerische Mathematik, Band 2, Springer, Berlin 1990;
Kapitel 8.3).

Bemerkung 3.10 Fiir jede quadratische Matriz A € R™*™ gilt
A) = lim ||A"||" = inf |A"]*.
p(A) = lim [|A™[|» = inf [|A"]

Diese Formel bleibt auch fir alle linearen stetigen Abbildungen eines linearen normier-
ten Raumes X in sich richtig. Damit lafst sich ein alternativer Beweis von Lemma 3.2
zur Konstruktion einer Norm || - ||. auf X mit der Eigenschaft

(x)  p(A) <Al < p(A) + ¢

fiir jedes € > 0 ohne Verwendung der Jordan-Normalform von A fiihren. Dieser Beweis
ist auch fiir den unendlichdimensionalen Fall verwendbar. Die Norm || - ||« wird dabei
wie folgt definiert: Fiir e > 0 sein € N mit ||A™|| < (p(A) 4+ &)™ gewdhlt.

n—1

Izl =) (p(A) + )" | Al (Vo € X)

Jj=0
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Wegen

n—

(p(4) + )" ol < llalle < (Do) + o) ) ) 2] (v € X)

)

gilt die Aquivalenz der Normen || - || bzw. || - ||« und aus der Definition folgt auch (*).

3.2 Konjugierte Gradienten-Methoden

Konjugierte Gradienten-Methoden (kurz: CG-Methoden) dienen zur iterativen Losung
von grofien linearen Gleichungssystemen

Ar=b (A€eR™™ beR™)

mit symmetrischer und positiv definiter Koeffizientenmatrix A. Es wird sich zeigen, dass
sie in hochstens m Schritten mit der exakten Losung enden. Prinzipiell handelt es sich
hierbei um ein direktes Verfahren, tatsachlich liefert es oft schon nach sehr viel weniger
Schritten eine brauchbare Naherung, was bei grofem m wesentlich ist. Deshalb wird
die CG-Methode iiblicherweise als iteratives Verfahren angesehen. Es ist i.a. deutlich
effizienter als das Einzelschritt-Verfahren und ist heute die wohl wichtigste Methode zur
Losung grofler linearer Gleichungssysteme mit symmetrischer, positiv definiter Matrix.

Lemma 3.11
Seien A € R™™ symmetrisch und positiv definit, und b € R™. Die Funktion

O(x) := %(Am,x) — (b, z)

nimmt ihr einziges Minimum auf R™ in * = A71b an.
(Dabei ist (-,-) das Euklidische Skalarprodukt und || - || die Euklidische Norm.)

Beweis: Fiir beliebiges x und h in R™ zeigt man

B(z+th) = ~(A(x +th),z + th) — (b, + th)

2
= 1Az, 2+ H((Az, B) + {z, AR)] + 2RI — (b, ) — 0, )
= (A ) — (b.2) + 1Az b, ) + 2

Die Funktion & ist eine quadratische Funktion, die natiirlich zweimal stetig differen-
zierbar. Aus den obigen Uberlegungen folgt fiir die Richtungsableitung von ® in z in
Richtung h:

d , _
B+ th)] _ = ('(2),h) = (Ax —b,h)

bzw. fiir den Gradienten ®'(z) = Ax—0b und die Hesse-Matrix ®”(z) = A. Da A symme-
trisch und positiv definit ist, ist die einzige Losung z* = A~'b von ®'(z) = Az —b =0
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das einzige Minimalelement von ¢ auf R™. 0

Idee: Lose anstelle des linearen Gleichungssystems Az = b das Minimumproblem

min ®(z) .

zeR™

Lemma 3.12 Seien A € R™™ symmetrisch und positiv definit, b € R™ und es sei
®(z) = $(Ax,z) — (b,z), Vo € R™. Es seien 0 # d/ € R™ gewdhlt mit

(x) (Ad,d)=0 (i#jVi,j=0,....,m—1).
Dann liefert das iterative Verfahren
Tpyr =xp+4d", k=0,1,...,m—1,
mit t, aus
(zp, + tpd) = Itréllél ®(zy, + td")
nach (héchstens) m Schritten mit x,, das Minimum z* von ®.

Weiterhin gelten fir k = 0,1,...,m — 1 mit den Gradienten g, = Az — b die Bezie-
hungen

<gk7dk> ] i
ty = _W und (g1, d) =0, j=0,1,... k.

Beweis: Es sei p(t) := ®(xy, + td*) (t € R). Wie im Beweis von Lemma 3.9 folgt als
notwendige und hinreichende Bedingung an

0=/ (tg) = (' (g + tpd"),d") = (A(zy + tpd®) — b, d*) = (gp, d¥) + t(AdF, d¥)

und damit ¢ = —%. Wegen der positiven Definitheit von A ist der Nenner stets

positiv. Ferner ergibt sich aus der Formel zj,1 = x), + t,d* fiir das iterative Verfahren
(Gos1, d¥) = (Azpyy — b, d") = (Azy — b+ tp Ad®, d¥) = (gi, d¥) + ti,(Ad", d") = 0

fir k= 0,...,m—1. Unter Verwendung der an die d’ gestellten Bedingungen (*) erhilt
man ferner fiir ¢ # j

<gi+1 — G, dj> = <A1L'i+l - ACL’i, dj> = tZ<Ad], dz> =0.
Deshalb folgt fiir j =0,...,k

k
(Ghyr, &) = <gj+17dj> + Z (giv1 — g1, ) = 0.

i=j+1
Da die d°,...,d™ ! wegen (*) paarweise orthogonal bzgl. des Skalarprodukts

(u,v) 4 := (Au,v)
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sind, sind sie linear unabhiingig. Deshalb ist g, orthogonal zu d°, ..., d™ ! und es muss
Gm = 0 und damit z,, = 2* = A~'b nach Lemma 3.9 gelten. O

Vektoren d°,...,d™ ! mit der Eigenschaft (*) heifien auch A-konjugiert.

Um sich solche Vektoren zu verschaffen, kann man das Gram-Schmidtsche Orthogo-
nalisierungsverfahren bzgl. des Skalarproduktes (-, - )4 auf eine beliebige Basis des R™
anwenden. Da evtl. gar nicht alle & beno6tigt werden, sollen d°, d*, . .. im Laufe des Ver-
fahrens sukzessive erzeugt werden. Dies wird so eingerichtet, dass der neu berechnete
Vektor d* eine Abstiegsrichtung fiir ® in x;, ist. Da nach dem Satz von Taylor gilt

12 12
D (2p11) = P(an) + e (P (), d*) + 5’“<<I>”(xk)d’“, d*) = ®(ap) +tge, d*) + §<Adk, d*),

ist d* eine Abstiegsrichtung (d.h. ®(xy, ) < ®(xy)), falls
(' (1), d") = (g, d*) <0 und t, >0

gilt. Man startet deshalb mit
d’ = —®'(29) = —go = b— Axg.

Es seien jetzt bereits d°, ..., d* ! fiir ein k € {0,1,...,m — 1} konstruiert, so dass
(Ad',dy =0, Vi,je{0,....,k—1},i#j.

Wegen (gi,d") = 0, Vi = 0,1,...,k — 1, nach Lemma 3.10 und im Fall g* # 0 ist es
sinnvoll, den Ansatz

k—1

d* = —gk+25fdi

=0

zu machen. Dann gilt (d*, Ad’) =0, j =0,...,k — 1, gdw.

k—1
0 = —(ge, Ad’) + > B, Ad) = —(gp, Ad’) + B (d’, Ad’)  d.h.
=0

T (7, Ad7)
fiir jedes 5 = 0,1,...,k — 1. Wir berechnen also die Abstiegsrichtung d* durch
k—1
AdYy
dk - _ <gk; d
() 9k + (', AdY)
=0
Lemma 3.13
Berechnet man die Abstiegsrichtungen d*, k € {0,...,m — 1} aus (**), so gilt
2
<gk,dk> :_Hgk||2<07 dF = — g L1 Hng NIRN k=1 amd = Hng =~ 0

g2 F(Adt, )
fir jedes k € {1,...,m — 1}.
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Beweis: Multipliziert man die Gleichung (**) mit g, so gilt nach Lemma 3.10

k—1
gk7

(dt, Adl

I

(g, d*) = —|lgul” + (g, d') = —||gn

=0

Uberdies folgt aus (**) fiir j (anstelle von k) ebenfalls nach Lemma 3.10

,_.

Jj—

%

(g;, Ad")

Tt Adz><gk,d>:() (j=0,1,....k—1).

1§
o

Wegen gj11 — g; = Azji1 — Az = A fiir j =0,1,...,k — 1 gilt

] . . .
<gk7Ad]>:;<gk>g]+1_g]>:0 (]:O7l>7k_2)
J

und damit Bf =0,7=0,1,...,k— 2, sowie nach Lemma 3.10

P S /o S |3
By—1 = =1 Jk—1\ 7 = P
o1 (AdE=1 dR=1) | g |
Also gilt: d* = —gi + Brpd* 1. -

Algorithmus 3.14 (CG-Verfahren)
Wiihle xo € R™ und ¢ € (0,1), setze k =0, go = Axg — b und d° = —gj.
Schritt k: Falls ||b — Axy|| < €||b — Ax°||, so STOP.

o llgnl? _ K
tk = —<Adk dk> Lpy1 = Ty, +tkd
2
Grr1 = g + tpAdF Bk = ||ﬁ;:ﬁg

A" = — g + Brd”.

(Die Vorschrift zur Berechnung von g1 erfordert gegeniiber gri1 = Az — b eine
deutlich geringere Anzahl von Operationen, da Ad* und t; sowieso berechnet werden.)

Satz 3.15 (Konvergenz)
Der Algorithmus 3.12 liefert nach hdchstens m Schritten die eindeutige Losung x* € R™
von Ax = b mit symmetrischer und positiv definiter Matrix A € R™ ™ und b € R™.
Ist n < m die kleinste natiirliche Zahl mit x,, = x*, so gelten die Figenschaften
(Ad,d*) =0 (&, ) =0
(G 98) =0 (gr,d*) = —lgl®
firj=0,1,....k—1,k=1,....n

Beweis: Ist g, = 0 fiir ein n < m, so gilt Ax,, = b und damit z,, = x*. Anderenfalls
sind die von 0 verschiedenen Richtungen d°,d*,...,d™ ! A-konjugiert und z,, = z*
folgt aus Lemma 3.10. Die genannten Eigenschaften folgen aus 3.10 und 3.11. 0
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Bemerkung 3.16 (Charakterisierung von CG-Verfahren)
Mit den Residuen r; :=b— Ax;, i1 =0,1,...,k, gilt

Span{/ro: T17 e ,rk_l} — Span{ro’ ATO, o 7Ak_1’]"0}

(Beweis mittels Induktion tber k). Der letztere Teilraum des R™ heifft auch der vom
Anfangsresiduum ro und der Matriz A aufgespannte Krylov-Raum Ky (1o, A), d.h.

Ky (ro, A) = span{ro, Arq, ... ,Ak’lro} )

Es gilt: Ky, (ro, A) = span{d®, d*, ... ,d*} (nach Konstruktion).
Fiir die k-te Iterierte xj, des CG-Verfahrens in Algorithmus 3.12 gilt:

(a) x, minimiert die Funktion ® in Lemma 3.9 auf xo + Kg(ro, A).

(b) x minimiert das Residuum ||b — A:EH;% auf xo + Ki(ro, A).

Dabei ist Az die eindeutig bestimmte symmetrische und positiv definite Matrix B €
R™™ mit B? = A.

Wegen (b) ist das CG-Verfahren ein spezielles Krylov-Raum-Verfahren zur Lisung von
Ax = b. Solche Krylov-Raum-Verfahren, bei denen schrittweise ||b — Ax||* fiir eine ge-
wisse Norm ||-|| auf R™ diber dem Krylov-Raum xo+Kx(ro, A) minimiert wird, existieren
und konvergieren auch fiir allgemeine requlire Matrizen (vgl. Kap. 6 in Kanzow).

Satz 3.17 (Konvergenzgeschwindigkeit)

Seien A € R™™ symmetrisch und positiv definit, b € R™, v* € R™ die eindeutiqg
bestimmte Lisung des linearen Gleichungssystems Az = b und (z,,) die durch Algorith-
mus 3.12 erzeugte Folge. Dann gilt

o =27l <2 (Y27 =27l

Amax(A)
)\min (A) :

wobei k = condy(A) =

Beweis: vgl. Satz 5.11 in C. Kanzow: Numerik linearer Gleichungssysteme, 2005.

Bemerkung 3.18 (Prdkonditionierer fiir CG-Verfahren)

Satz 3.15 legt nahe, dass das CG-Verfahren vermutlich schneller konvergiert, je kleiner
die Konditionszahl conds(A) ist. Aus diesem Grunde ist es naheliegend, die symme-
trische, positiv definite Matrix A und damit das lineare Gleichungssystem Ax = b zu
transformieren, indem man mit einer requliren Matriz C' € R™ das folgende transfor-
mierte lineare Gleichungssystem

CrACHTCTe = C™M oder
Az = b mit A=C'ACH"  z=CTz,b=C""
betrachtet. Die Matriz A ist in jedem Fall wieder symmetrisch und positiv definit.

Man kann dann zeigen, dass sich Algorithmus 3.12 nur dadurch verdndert, dass zur
Bestimmung von d* in jedem Iterationsschritt das lineare Gleichungssystem

Pd=r"=b— Az, mit P=CC"
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gelost werden muss. Dieses sollte natiirlich relativ leicht losbar sein und tiberdies der
sog. Prikonditionierer P eine gute Approzimation fiir A sein. Moglichkeiten dafir sind
(i) P = D = diag (a1, - ., Gmm) aus dem Gesamtschrittverfahren,

(i) die Durchfiihrung einiger Schritte des Gesamtschrittverfahrens, oder

(#i) die sog. unvollstindige Cholesky-Zerlegung von A.

(vgl. Kap. 5.5 und 5.6 aus Kanzow 2005.)
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