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Rollkurven

Auf einer Leitkurve L rollt ein Rollkreis (Rad) K vom Radius r entlang. Auf dem Roll-
kreis K ist ein Stab befestigt, der die Lédnge a hat. Ein Stabende liegt im Mittelpunkt des
Rollkreises. Das andere Stabende sei P.

Die Rollkurve ist diejenige Kurve I', die der Punkt P durchléuft, wenn der Rollkreis K
auf der Leitkurve L entlangrollt (siche Vorlesung).

Aufgabe 1 Die gewohnlichen Zykloiden

Die Leitkurve sei eine Gerade. Zeigen Sie (mit Hilfe der Formeln aus der Vorlesung), dass
man die Rollkurve (gewthnliche Zykloide) dann durch ~ : R — R? mit

v(p) = (ro —asinp,r —acos )

parametrisieren kann. (Als Parameter haben wir hier den Wélzwinkel ¢ benutzt, r ist der
Radius des Rollkreises, a die Stablénge).

a) In welchen Parametern ¢ ist v regulér?

b) Berechnen Sie die Kriimmung von « in den reguldren Punkten.

c) Berechnen Sie die Lange des Zykloidenstiickes 'y|[072ﬂ] flir die gespitze gewohnliche
Zykloide (a =1).



Aufgabe 2 Die Astroide (Sternkurve)

Wir betrachten die Astroide A := {(z,y) € R? | zi + y§ = Rg}, parametrisiert durch
v : [0, 27] — R? mit

v(t) := (R cos(t), Rsin®(t)).

a)
b)

c)

Begriinden Sie, warum ~ eine Parametrisierung von A ist.

Zeigen Sie, dass A ist eine Hypozykliode mit R = 4r und a = r ist (Bezeichnung wie
in der Vorlesung).

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an einen reguldren Punkt @ = ~(t) der
Astroide und bestimmen Sie die Schnittpunkte P; und P» dieser Tangente mit der
x- bzw. y-Achse. Zeigen Sie, dass der Abstand zwischen P; und P, immer gleich R
ist.

Seien P; = (z1,0) und P, = (0, z2) die Schnittpunkte der Tangente an die Astroide
im Punkt @) mit der z- bzw. y-Achse. Zeigen Sie, dass die Normale an v im Punkt
@ den Kreis um (0,0) mit dem Radius R im Punkt S = (21, z2) schneidet.

Anwendung: Wie hoch muss eine Offnung in einem 1,5 m breiten Turm sein, damit
ein Brett von 12m Lange ohne Verbiegung und Verdrehung in den Turm geschoben
werden werden kann.



Aufgabe 3 Die Kardioide (Herzkurve)
Die Epizykloide mit R = r = a heifit auch Kardioide (oder Herzkurve). Sie ist gegeben

durch die Parametriserung 7 : [0, 27r] — R? mit
v(t) = (2r cos(t) — rcos(2t), 2rsin(t) — rsin(2t) ).

(Priifen Sie das anhand der aus der Vorlesung bekannten Formeln fiir Rollkurven nach).

>
1
1
1
1
-
~

Q
Bild 1 . Bild 2
Ursprung des Koordinatensystem im Ursprung des Koordinatensystem im Scheitel A
Mittelpunkt O des Leitkreises -
der Kardioide

a) Sei t der orientierte Winkel zwischen der xz-Achse und der Gerade durch O und M
und ¢ der orientierte Winkel zwischen der xz-Achse und der Gerade durch A und P.
Zeigen Sie, dass beide Winkel {ibereinstimmen (Bild 1).

b) Eine Gerade durch den Scheitel A moge die Kardioide in den Punkten P und @
schneiden (siehe Bild 2). Zeigen Sie, das sich die beiden Tangenten an diese Punkte
senkrecht schneiden.

¢) Geben Sie eine Parametrisierung der Kardioide im Koordinatensystem mit Ursprung
im Scheitelpunkt A mit dem Winkel ¢ als Parameter an (siehe Bild 2).



