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1 Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

1.1 Definition. Mit Q werde die nichtleere Menge der moglichen
Versuchsausgénge oder FErgebnismenge bezeichnet. Ein Teilmengensystem
F C Z(Q) heiit Menge der interessierenden Ereignisse oder mathematisch
o-Algebra, falls gilt:

(a) Qe .7;
(b) Ae ¥ = A€ .7,
(c) Ape F,neN=J,cny4n € F.

Die Elemente von .# heiflen Ereignisse. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P (auch
Wahrscheinlichkeitsverteilung genannt) auf .# ist eine Abbildung P : .% — [0, 1]
mit

(a) P(Q2) =1 (Normierung);

(b) fiir A, € .7, n € N, paarweise disjunkt gilt

P( U An) = 3" P(A,) (o-Additivitit).

neN neN

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (£2,.%#, P), bestehend aus einer
Ergebnismenge €, einer o-Algebra .# iiber 2 sowie einem Wahrscheinlichkeits-
maf} P auf #.

1.2 Lemma. Fir jede o-Algebra F gilt:
(a) @ € .F;
(b) A1, A € F = AjU Ay € .F;
(c) Ap€ FneN= (|, cyAn, A1NAy € F.
1.3 Lemma. Fir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf$ P : # — [0, 1] gilt:
(a) P(2)=0;
(b) A,Be %, AC B= P(A) < P(B);
(c) VA,Be % : P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B);
(d) VA, € Z,mn =11 P(U,s An) < 22,51 P(An) (Subadditivitdt);

(e) Fir A, € F,n > 1, mit A, T A (d.h. A, C Apt1, U, An = A) gilt
P(A) =limy, o P(Ay) (o-Stetigkeit).

1.4 Definition. Ist Q) eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge und
P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf .# = £2(Q), so heifit (§2,.%, P) diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum.




1.5 Lemma.

(a) Ist (2, F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so ist P eindeutig
durch seine Zihldichte p : @ — [0, 1] mit p(w) := P({w}) festgelegt.

(b) Ist andererseits 2 eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge und
besitzt p : 2 — [0,1] die Figenschaft ) o p(w) =1, so wird durch

P(A):=) pw), ACY,

w€eA

ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf % = P2(Q) definiert, dessen Zihldich-
te p 1ist.
1.6 Definition. Folgende Z&hldichten beschreiben wichtige Verteilungen:

— 1

Laplace-/Gleich-Verteilung: prq,q)(w) = ap @ € Q, fir || < oc;

Q
hypergeometrische Verteilung: Parameter 0 <n < N, 0< W < N

N—W\ /W
PHyp(N,Wn) (W) = (H—Etjv))(w)7

Bernoulli-Schema: Linge n € N, Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]

PBern(n,p) (w) = pZ?:1 Wi(l - p)n_Z?:1 Wi7 W = (wh cee awn) S {Oa 1}n'

we{0,...,W}.

Binomialverteilung: Linge n € N, Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]
n —
pBin(n,p)(k) = <k>pk(1 _p)n k; ke {0,1,...,n}.

Geometrische Verteilung: Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0, 1]
pG’eo(p)(k) = (1 - p)k_lpa keN.

Poissonverteilung: Parameter A > 0

AR
pPois()\)(k) =€ )\ﬁa ke Np.

1.7 Satz (Poissonscher Grenzwertsatz). Es seien p, € [0,1] gegeben mit
limy, oo NP, = A > 0. Dann gilt fir alle k € Ny

nlLII;O PBin(n,p,) (k) = PPois(\) (k)

1.8 Satz (Vitali, 1903). Sei Q = {0,1}" der Ergebnisraum des unendlich oft
wiederholten Miinzwurfs. Dann gibt es kein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf der
Potenzmenge &P (w), das folgender Invarianzeigenschaft geniigt:

YA CQ, neN: P(T,(A) = P(A),

wobei Tp(w) = Tp(wy,we,...) = (Wi1,...,wn-1,1 — Wy, Wnt1,...) das Ergebnis
des n-ten Wurfs umkehrt.



1.2 Wahrscheinlichkeitsmafe im R?

1.9 Lemma. FEs sei & C P(Q) ein System von Teilmengen von Q. Dann gibt
es eine kleinste o-Algebra %, die & enthiilt.

1.10 Definition. In der Situation des vorigen Lemmas sagt man, dass die o-
Algebra % von & erzeugt wird. & heifit Erzeuger von % und man schreibt
F =0(8).

1.11 Definition. Es sei (.5, d) ein metrischer Raum. Dann heifit Bg := o({O C
S| O offen}) Borel-o-Algebra iiber S.

1.12 Satz.

(a) Die Borel-o-Algebra Br iber R wird auch erzeugt von folgenden Mengen-
systemen:

(i) é1:={(a,
(ii) & = {[a,b]|a,b € R};
(iii) & = {
(iv) & :={
(v) & :={(—o0,b)|b € R}.

(b) Die Borel-o-Algebra Bya tiber RY wird auch erzeugt von folgenden Men-

gensystemen.:

(i) & = {(a1,b1) x --- x (ag,bq) | ax, b, € Rk =1,...,d};
(ii) &= {[a1,b1] X --- X [ag, ba] | ag,br, € Ry k =1,...,d};
(iii) & = {(a1,b1] x -+ x (ag,bq] | ax, br € R,k =1,...,d};
(iv) & = {(—00,b1] X --- x (—00,bg] | by, € R,k =1,...,d};
(v) E& = {(—00,b1) x -+ x (—00,bq) |bp ERk=1,...,d}.

1.13 Definition. Es sei {2 eine nichtleere Menge. Dann heifit & C ()
Algebra iiber 2, falls gilt:

(a) Qe o
(b) Ae o = A° € o
(c) AABe &/ = AUBe€ 4.
Eine Abbildung p : &/ — [0, 00| heiit Pramaf tiber <7, falls
(a) (@) =0;

(b) fiir A, € &/, n € N, paarweise disjunkt mit | J,, A, € &7 gilt

,u( U An> = Zu(An) (o-Additivitét).

neN neN



1 heifit Maf, falls &7 bereits eine o-Algebra ist. Ein Mafl i heifit o-endlich, falls
es A, € &, n €N, gibt mit u(A,) < oo und Q = J,, A,,. Konsistent mit obiger
Definition heifit ein Mafl ;x Wahrscheinlichkeitsmaf}, falls u(Q2) = 1 gilt.

1.14 Satz (MaBerweiterungssatz von Carathéodory, 1917). Jedes Primafl
auf einer Algebra <f kann zu einem MafS fi auf der von o/ erzeugten o-Algebra
F = o() fortgesetzt werden, d.h. i ist ein Mafi auf F mit p(A) = p(A) fir
alle A € of.

1.15 Satz (Eindeutigkeitssatz). Es seien p und v o-endliche Mafie auf (Q, F)
und es gebe A,, € F,n € N, mit u(Ay,) = v(4,) < oo undJ,, An = Q. Stimmen
u und v auf einem Erzeuger & von % fiberein, der in dem Sinne N-stabil ist,
dass A,B € & = ANB € & gilt, so stimmen p und v auf der ganzen o-Algebra

F fdiberein. Insbesondere ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ durch seine Werte auf
einem N-stabilen Erzeuger eindeutig festgelegt.

1.16 Lemma. Es sei p ein Maf$ auf (R, Br). Dann ist
w((0,2]), >0
F(z):=<0, x=0
(@, 0)), =<0
etne monoton wachsende, rechtsstetige Funktion.

1.17 Definition. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R,Bg) ist die zu-
gehorige Verteilungsfunktion gegeben durch F(z) := P((—o0,z]), v € R.

1.18 Korollar. Jede Verteilungsfunktion F' ist monoton wachsend, rechtsstetig
und erfillt lim, . F(z) =0, lim,_o F(z) = 1.

1.19 Satz. Es sei F' : R — R eine monoton wachsende, rechtsstetige Funktion.
Dann existiert ein MafS p auf (R, Bgr) mit

u((a,b)) = F(b) — F(a), a,beR.
w ist eindeutig durch F definiert und heiffit Lebesque-Stieltjes-Mafl zu F.

1.20 Korollar. Es gibt genau ein Maff A auf (R, Br) mit A\((a,b]) = b—a, das
Lebesguemays.

1.21 Korollar. Ist F' : R — [0,1] monoton wachsend und rechtsstetig mit
limg o F(x) = 0, limg_,o0 F'(x) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlich-
keitsmafs P auf (R, Br) mit P((a,b]) = F(b)—F(a) fir alle a < b. Insbesondere
ist F' die Verteilungsfunktion von P.

1.22 Definition. Ist f : RY — [0,00) eine (Lebesgue-)integrierbare Funktion
mit [pa f(2z)dz =1, so heiBt f Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz Dichte auf
R<.

1.23 Korollar. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte f auf R erzeugt mittels

b
Pf((a,b]):/ f@)de, abeR, a<b

ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf Br.

4



1.24 Definition. Folgende Wahrscheinlichkeitsdichten beschreiben wichtige

Verteilungen auf (R, Bp):
Gleichverteilung: fy(q)(r) = ﬁlg(;ﬁ) fir G € Br mit Lebesguema

AMG) € (0,00);

Exponentialverteilung: fg,,(7) = Ae M1p (z) mit Parameter A > 0;

Normalverteilung: fy(, ,2)(z) = ﬁexp(—%) mit Parametern p €
R, o > 0.
1.25 Lemma.

(a) Ist f die Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafles P auf Br mit Vertei-
lungsfunktion F', so gilt F(z) = ffoo fly)dy fir alle z € R.

(b) Ist die Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmafies P auf Br
differenzierbar, so ist f(x) := F'(x) die zugehirige Wahrscheinlichkeits-
dichte.

1.26 Satz. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte f auf R® erzeugt mittels

b1 ba
Pf((alabl]X”'X(advbd]):/ f(xl,.'-,xd)dxd"'dl’l
al a

d

fiir ag, by, € R mit ay, < by, ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf Bpa.
1.27 Definition. Sind fi,..., f; Wahrscheinlichkeitsdichten auf R, so heifit

d
f(xlv"')xd):ka(J:k)7 CCL...,QEdER,
k=1

Produktdichte der (fx)g=1,..4 im R?. Insbesondere ist die d-dimensionale
Standard-Normalverteilung N (0, Ey) im R? definiert iiber die Dichte

d
flx) = (277)_d/2e_|x‘2/2, zeRY mit |z)* = Zx?
i=1

1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéingigkeit
1.28 Definition. Es seien A und B Ereignisse mit P(B) > 0. Dann wird mit

P(ANB)

P(AIB) = =5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben (oder: unter) B bezeichnet.

1.29 Satz. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) sei B ein Ereignis mit
P(B) > 0. Dann gilt:

(a) Durch Q(A) := P(A|B) wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf F defi-
niert.



(b) (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) Es sei B = |J~.| B; Verei-
nigung paarweise disjunkter Ereignisse B; mit P(B;) > 0. Dann folgt fiir
jedes Ereignis A

N
P(ANB)=> P(B;)P(A|By).
i=1

(¢) (Bayesformel) Fiir jedes Ereignis A und jede Zerlegung Q = Ufil B; von
Q in paarweise disjunkte Ereignisse B; mit P(B;) > 0 gilt
~ P(B)P(A| B;)
Y3, P(Bj)P(A|B))

P(B;| A)

In (b) und (c¢) kann auch N = oo gesetzt werden.

1.30 Lemma (Multiplikationsformel/Pfadregel). Fiir Ereignisse A, ..., A,
mit P(A1N---NA,_1) >0 gilt

P(AiNn---NA,)=P(A)P(As| A1)P(A3|A1NAg)--- P(Ap | A1 N N A,_1).
1.31 Definition.

(a) Zwei Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhéngig (unter P), falls
P(AN B) = P(A)P(B) gilt.

(b) Eine Familie (A;);c; von Ereignissen, I # & beliebige Indexmenge, heifit
(stochastisch) unabhéngig, falls fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt

P(( 4;) =T P(ay).

= jET
1.32 Definition. Fiir eine Folge (A,),>1 von Ereignissen setze

limsup A, := ﬂ U A, ={w € Q|w € A, fir unendlich viele n},

n—oo m=2ln>m

liminf A, := U ﬂ Ay, ={w e Q|w e A, fiir alle, bis auf endlich viele n}.
m=2ln>m

1.33 Satz (Lemma von Borel-Cantelli). Fir eine Folge (Ay)n>1 von Ereignis-
sen gilt:

(a) Aus 2,5, P(An) < oo folgt P(limsup,,_, Ay) = 0.
(b) Gilt >, P(An) = oo und ist die Folge (An)n>1 unabhingig, so folgt
P(limsup,,_,,, Ap) = 1.

1.34 Definition. Es seien .#; C .7, i € I, Mengen von Ereignissen. Dann heifit
(AM;)icr unabhingig, falls fiir jede beliebige Auswahl von Ereignissen A; € ;
die Familie (4;);c; unabhéngig ist.

1.35 Lemma. Sind (A;);c; unabhingige Ereignisse, so sind auch die erzeugten
o-Algebren F; == {@,Q, A;, AS}, i € I, unabhingig.



2 Zufallsvariablen und ihre Momente

2.1 Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

2.1 Definition. Es sei (2,.%, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (.5, .7) ein
Messraum. Dann heifit eine Funktion g : 2 — S messbar (bzgl. (#,.7)), falls

VAe Z: g (A eF

gilt. Jede solche messbare Funktion heifit (S,.7)-wertige Zufallsvariable. Fiir
S = R? wird kanonisch . = Bpa gewdhlt, und man spricht blofi von einer
Zufallsvariablen (d = 1) bzw. einem Zufallsvektor (d > 2).

Die Verteilung einer (S,.7)-wertigen Zufallsvariablen X ist das Wahrscheinlich-
keitsmaf (!)

PX(A):=P(X € A) = P(X"}(4), Aec.”.

Die Verteilung PX von X ist also das BildmaB von P unter X. Mit der
Verteilungsfunktion (Dichte, Zihldichte) von X meinen wir stets die zu P~

gehorige Grofle.
Wir schreiben kurz {X € A} := {w € Q| X(w) € A}, {X =z} = {w €
Q) X(w)=uz}, P(X€A):=P{X € A}), P(X =x) := P{X = z}) etc.

2.2 Lemma. Eine Funktion g : Q — S ist bereits (F,.)-messbar, falls fiir
einen Erzeuger & von . gilt

VAc&: gl (A) e Z.
2.3 Korollar.

(a) Jede stetige Funktion g : S — T zwischen metrischen Raumen (S, dg) und
(T, dy) ist Borel-messbar, d.h. (Bg,Br)-messbar.

(b) Jede Funktion g : Q@ — R mit {g < y} € F fir alle y € R ist (F,Br)-
messbar.

(c) Falls g, : Q@ — R (F,Br)-messbar sind fiir alle n > 1, so auch inf,, g,
sup,, gn, limsup,, gn, liminf, g,, sofern diese Funktionen endlich sind.
Falls der punktweise Grenzwert lim,, g, tiberall existiert, so ist auch dieser
(Z,BRr)-messbar.

(d) Sind g1,...,94 : @ — R (F,Br)-messbar und ist h : R? — R* Borel-
messbar, 5o ist w — h(g1(w),...,ga(w)) (F,Bgr)-messbar; insbesondere
sind also messbar: (g1,...,94), 91 + 92, 91 — 92, gieg2, g1/g2 (falls iberall
wohldefiniert), max(gi1, g2), min(gy, g2).

(e) Ist g: Q — S (F,.7)-messbar und h : S — T (., T )-messbar, so ist die
Komposition ho g (F,7)-messbar.

2.4 Definition. Eine Familie (X;);c; von (S;,.7;)-wertigen Zufallsvariablen
heiffit unabhéngig, falls fiir jede beliebige Wahl von A; € . die Familie von
Ereignissen ({X; € A;})ier unabhingig ist.



2.5 Satz. Fs seien (X;)icr eine Familie von Zufallsvariablen mit Werten in
(Si, 7;) und &; N-stabile Erzeuger von ;. Dann ist (X;);cr bereits unabhdngig,
falls ({X; € Ai})ier unabhingig ist fiir beliebige A; € &;.

2.6 Korollar. Es seien X1,..., X, Zufallsvariablen auf (2, #, P).

(a) Hat jedes X Werte in (Sk, P(Sk)) mit abzihlbarem Sy (diskreter Fall),
so sind X1, ..., X, genau dann unabhdngig, wenn gilt

P(X1=51,...,X, =8,) = H P(Xy = sg) fir alle s, € Sk.
k=1

(b) Hat jedes Xy Werte in (R,Br), so sind X1,...,X, genau dann un-
abhdngig, wenn gilt

P(X1<by,..., X, <by) = HP(Xk < by,) fiir alle by, € R
k=1

2.7 Satz. Es sei X = (X1,...,Xy) ein Zufallsvektor auf (?,.%, P) mit Dichte
X R™ - [0,00). Dann gilt

(a) Jedes Xy besitzt eine Dichte, die sogenannte Randdichte
o o0
ka(l'k) = / / f(l’l,...,l‘n)dlbl...dl’k_ldl'k+1...dl'n, T € R.
—0o0 —0o0
(b) Die Zufallsvariablen X1, ..., X, sind genau dann unabhingig, wenn gilt

X (21, .. ) = H Xk (xy,) fir Lebesgue-fast alle 1, ..., x, € R.
k=1

2.8 Definition. Es seien (Q, %y, Px), 1 < k < n, Wahrscheinlichkeitsraume.
Setze ) := Q1 x --- x Q, und definiere {iber 2 die Produkt-o-Algebra

F =T @@ Fn = 0({A1 % X Ap| A1 € P1,..., Ay € F}).

Gilt fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf .#

VAL € P, .., An € F i P(Ar x - x Ay) = [ ] P4,
k=1

so heifit P Produktmaf, Schreibweise P = P, ® -+ - ® P,,.

2.9 Lemma. Ist (1 X -+ X Q,,. %1 ® -+ @ Fp, P ® -+ @ P,) ein
Produkt- Wahrscheinlichkeitsraum, so sind die Koordinatenabbildungen mi,(w) =
(Wi, ... wn) = wg, k= 1,...,n, unabhingige (Q, Fy,)-wertige Zufallsvaria-
blen auf dem Produkt- Wahrscheinlichkeitsraum mit Verteilung P** = P,.



2.10 Definition. Es seien (€2;,.%;, P;)ic1, I beliebige Indexmenge, Wahrschein-
lichkeitsrdume. Setze 2 := [],.; Qs (kartesisches Produkt) und definiere mittels
der Koordinatenprojektionen ; : Q — §; {iber 2 die Produkt-o-Algebra

7 =@ Fi = o (Jlr ' (A) | i € 7)),

i€l i€l

Gilt fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf .
VJ C I endlich, 4; € Z; : P( N W;I(Al-)) =[] P4,
ieJ ieJ
so heiit P Produktmafl, Schreibweise P = @),.; P;.
2.11 Satz. FEin solches Produktmaf$ existiert stets und ist eindeutig.

2.12 Korollar. Zu vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsmafen P; auf (4, .%;),
1 € I, existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Familie unabhdngiger
(Q, F)-wertiger Zufallsvariabler (X;)icr, deren Verteilung P; ist.

2.13 Definition. Es sei (Xj)r>1 eine Folge von Zufallsvariablen auf (2, .#, P)
mit Werten in (S, .#%). Ein Ereignis A € . heifit asymptotisch beziiglich (X}),
falls es fiir alle n > 1 nur von (X, k > n) abhéingt in dem Sinne, dass A € @/
gilt. Hierbei ist die asymptotische o-Algebra @7y definiert als

oy =) 0( U {{Xk € Ay} | Ay € yk}).

n=l1 k>n

2.14 Satz (0-1-Gesetz von Kolmogorov). Es seien (Xj)r>1 unabhdngige Zu-
fallsvariablen auf (Q,.F, P). Dann gilt fir jedes beziiglich (Xy) asymptotische
Ereignis A: P(A) =0 oder P(A) = 1.

2.15 Lemma. Es seien (X;);er eine Familie unabhingiger Zufallsvariablen mit
Werten in (Si,-%;) und I = I; U I eine disjunkte Zerlegung von I. Dann sind
die o-Algebren F1 := 0(U;er, {({Xi € Ai} | Ai € F4}) und T2 := 0 (e, {{Xi €
Ai} | Ai € }) unabhiingig.

2.2 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

2.16 Definition. Eine reellwertige Zufallsvariable X auf (,.%#,P) heifit
einfach, falls sie nur endlich viele Werte annimmt, d.h es folgende Darstellung
gibt:

m
X:ZailAi mit m € N, a; € R, A, e 7.
=1

Fiir eine solche Zufallsvariable definieren wir ihren Erwartungswert als

E[X] := ZaiP(Ai).

2.17 Lemma. Fiir eine einfache Zufallsvariable X auf (Q, F, P) gilt:



(a) E[X] =3 ex(q vP(X = x); insbesondere hingt der Erwartungswert nur
von der Verteilung PX von X ab.

(b) Der Erwartungswert ist linear und monoton: ist Y eine weitere einfache
Zufallsvariable und sind o, 8 € R, so gilt

ElaX + Y] = aE[X]| + SE[Y];
aus X <Y (d.h.Vwe Q: X(w) <Y(w)) folgt E[X] < E[Y].

(c) Falls X und Y wunabhingige einfache Zufallsvariablen sind, so gilt
E[X«Y] =E[X]eE[Y].

(d) Fiir jedes A € .F gilt E[14] = P(A).

2.18 Definition. Es sei X > 0 eine nichtnegative Zufallsvariable. Sind dann
X, einfache nichtnegative Zufallsvariablen mit X, (w) T X (w) fiir n — oo und
alle w € €, so definiere den Erwartungswert

E[X] := lim E[X,] € [0,+0o0]

n—oo

(man kann zeigen, dass dies nicht von der Auswahl der X,, abhéingt).
Betrachte nun auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.%#, P) die Menge der
Zufallsvariablen

L= 210, 7,P) = {X :Q— R messhar| E[|X]|] < co}.

Dann definiere fir X € ¢! mit X, := max(X,0), X_ := max(—X,0) den
Erwartungswert als

E[X] = E[X,] — E[X_] ER.

Man Schreibt auch E[X] = [XdP = [,X(w)P(dw) sowie [, XdP =
Jo X P(dw) fir A € Z#.

2.19 Satz. Fir X € £Y(Q, Z,P) gilt:

(a) E[X] = [p x PX(dz); insbesondere hingt der Erwartungswert nur von der
Verteilung PX von X ab.

(b) Der Erwartungswert ist linear und monoton: ist Y eine weitere Zufalls-
variable in L' und sind o, f € R, so gilt

ElaX + Y] = aE[X] + BE[Y];
aus X <Y folgt E[X] < E[Y].

(c) Falls X, Y € ' unabhingig sind, so gilt XeY € L' und E[XeY] =
E[X]eE[Y].

2.20 Korollar.
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(a) Ist X eine Zufallsvariable mit abzihlbarem Wertebereich X (2) C R, so
gilt X € L' genau dann, wenn zexo|r|P(X = z) endlich ist. In
diesem Fuall gilt fiir den Erwartungswert

EX]= ) 2P(X=ux).
zeX(Q)

(b) Ist X eine Zufallsvariable mit Dichte fX : R — [0,00), so gilt X € L1
genau dann, wenn fR|l’|fX(l') dx endlich ist. In diesem Fall gilt fiir den
Erwartungswert

E[X] = /Rxfx(x) dx.

2.21 Satz. Es seien X ein Zufallsvektor mit Dichte fX : R? — [0,00) sowie
h:RY — R Borel-messbar. Dann gilt:

h(X)e L' — / \h(z)|f¥ (z) dz < oo,
Rd
In diesem Fall erhalten wir
B = [ ho)¥ (@) de

2.22 Definition. Wir sagen, dass eine Zufallsvariable X in ZP liegt fiir p > 0,
falls | X [P € £, also E[| X |P] < oo gilt. Fiir X € .#? und p € N heifit E[X?] das
p-te Moment von X.

2.23 Lemma. Fir0<p<q gilt £ C £P.

2.24 Definition. Fiir eine Zufallsvariable X € %2 bezeichnet
Var(X) := E[(X — E[X])?]

die Varianz von X. o(X) := y/Var(X) heifit Standardabweichung von X.

2.25 Satz (Eigenschaften der Varianz). Fiir X,Y € £? gilt:
(a) Var(X) =0 <— P(X =E[X]) =1;
(b) Ya,b € R: Var(aX + b) = a® Var(X);
(¢c) Var(X) = E[X?] — E[X]%;
(d) Var(X +Y) < 2Var(X) +2Var(Y);
(e) falls X,Y wunabhdngig sind, so gilt Var(X +Y') = Var(X) + Var(Y).

2.26 Satz (Beste lineare Vorhersage). Es seien X,Y Zufallsvariablen in &>
sowie
Lx :={aX +b|a,beR} C &>

11



die Menge der auf linearen Funktionen von X basierenden Zufallsvariablen.
Dann nimmt die mittlere quadratische Abweichung

¢:Lx —[0,00), @(Z):=E[Y —2)’]
thr Minimum bei Z = a*X + b* an mit

«_ E(X-EXDY -EY])] . _ )
at = Var(0) , b* =E[Y] - a*E[X]

(a* beliebig falls Var(X) = 0). Fir Var(X) > 0 gilt p(a*X 4 b*) = Var(Y) —
E[(X - E[X])(Y - E[Y])]?/ Var(X).

2.27 Definition. Fiir Zufallsvariablen X,Y € %2 definiert
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y - E[Y])]
die Kovarianz zwischen X und Y. Falls ¢(X) > 0 und o(Y") > 0 gilt, so heifit

o Cov(X,Y)
PXY) = e )

die Korrelation zwischen X und Y. Falls Cov(X,Y’) = 0 gilt, heiflen X und Y

unkorreliert.

2.28 Satz (Eigenschaften von Kovarianz und Korrelation). Fir X,Y,Z € £?
gilt:

(a) Cov(X,Y) =E[XY]—-E[X]E[Y], Cov(X, X) = Var(X);

(b) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y);

(¢c) Ya,b e R: Cov(aX +b,Y) =aCov(X,Y);

(d) Cov(X +Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z);

(e) falls X,Y unabhdingig sind, so sind X,Y unkorreliert;

(f) |Cov(X,Y)| < o(X)o(Y) und p(X,Y) € [—1,+1].
2.29 Definition. Sind P, Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R,Bg), so ist die
Faltung P * @ definiert als das Wahrscheinlichkeitsmaf(!)
PxQ(B) = /RP(B{QS})Q(d:IJ)7 B € Bp, mit B—{z} ={b—x|be B}.

2.30 Lemma. FEs seien X und Y wunabhdingige reellwertige Zufallsvariablen.
Dann besitzt X +Y die Verteilung PXTY = PX x PY.

2.31 Korollar. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.

2.32 Korollar. Besitzen P und Q Zdhldichten p bzw. q auf Z (auf Ny), so
besitzt Px(QQ die Zdihldichte (pxq)(k) := ", <z p(k—m)q(m) (aufNo: (pxq)(k) =
> omo Pk —m)g(m)).

12



2.33 Satz. FEs seien X undY unabhingige reellwertige Zufallsvariablen und X
besitze eine Dichte fX. Dann besitzt X +Y die Dichte

P = [ P e-n P ), ek,
R
Falls auch 'Y eine Dichte besitzt, so gilt

P @) = X Y (e) = / - W) dy, z€ER.
R

2.3 Mehrdimensionale Normalverteilung

2.34 Definition. Es seien 1 € R? sowie ¥ € R¥? eine symmetrische, positiv
semi-definite Matrix. Ein Zufallsvektor X im R? ist N (y, ¥)-verteilt, falls X =
p + XY2Y gilt mit einem standard-normalverteilten Zufallsvektor ¥ im R
N(1,%) heifit d-dimensionale Normalverteilung mit Mittelwertvektor p und
Kovarianzmatrix X.

2.35 Lemma. Fir einen N (u,X)-verteilten Zufallsvektor X = (Xq,...,Xq)
und 1 < k, < d gilt

E[Xk] = Uk, COV(Xk,Xg) = Zkg.

2.36 Lemma. Ist ¥ € R symmetrisch und strikt positiv definit, so besitzt
die N (u,¥)-Verteilung eine Dichte im R?, namlich

oux(r) = (27) =42 det() Y2 exp ( - %(E_l(m — ), x — ,u)), zeRY.

2.37 Korollar. Sind X,..., X, gemeinsam normalverteilt (d.h. (X1,...,Xy)
ist n-dimensional normalverteilt) und sind X1, ..., X,, (paarweise) unkorreliert,
so sind X1, ..., X, sogar unabhdngig.

2.38 Lemma. Ist O € R¥? eine orthogonale Matriz, so gilt fir einen standard-
normalverteilten Zufallsvektor X im R?, dass auch OX standard-normalverteilt
15t.

2.39 Satz. Ist X ein N(u, X)-verteilter Zufallsvektor im R und ist A € R™*4
eine Matriz, so ist Y = AX ein N(Au, ASAT)-verteilter Zufallsvektor im R™.

2.40 Korollar. Sind X wund Y wunabhingig und gemdf N(ux,c%) bzw.
N(py,0%) verteilt mit ux,py € R, ox,oy > 0, so ist X +Y gemdfs
N(ux + py, 0% + o) verteilt.

3 Einfithrung in statistische Tests

3.1 Hypothesentests

3.1 Definition. Ein statistisches Modell ist ein Tripel (X,.%, (Py)yco) beste-
hend aus einer Menge X mit einer o-Algebra .% (dem Stichprobenraum) und
einer Familie (Py)yeco von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf .#. Die mindestens
zwei-elementige Menge O heifit Parametermenge und jedes ¢ € © Parameter.
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3.2 Definition. Aufbau eines Testverfahrens:
(a) Wabhl eines statistischen Modells (X, #, (Py)gco)

(b) Formulierung von Hypothese und Alternative: © = ©yUO,
¥ € Op: ¥ entspricht der Hypothese Hy
¥ € O1: ¥ entspricht der Alternative H

(c) Wahl eines Irrtumsniveaus o € (0,1) fiir den Fehler erster Art, sich bei
Vorliegen der Hypothese fiir die Alternative zu entscheiden.

(d) Konstruktion eines (randomisierten) Tests ¢ : X — [0, 1] zum Niveau a:
¢(x) = 0: Entscheidung fiir Hy,
¢(z) = 1: Entscheidung fiir Hy,
o(x) € (0,1): Entscheidung mit Wahrscheinlichkeit ¢(z) fiir Hi,
SuPyeo, Evlp] < o

(e) Durchfiihren des Experiments
3.3 Definition. Weitere Begriffsbildungen:
(a) Jede Zufallsvariable ¢ auf X mit Werten in [0, 1] heifit Test.

(b) Gilt ¢(x) € {0,1} fiir alle z € X, so heiit der Test ¢ nicht-randomisiert.

(c) Ist ¢ ein nicht-randomisierter Test, so heifit {zx € X : p(z) = 1}
Ablehnungsbereich oder kritischer Bereich des Tests.

(d) Die Funktion G, : © — [0,1] mit G,(¥) = Ey[p] heifit Giitefunktion
des Tests ¢. Ist ¢ ein Test vom Niveau «, so gilt G, (Jp) < « fiir alle
Yo € Op. Fiir 1 € 01 heifit G, (¥1) die Macht oder Schérfe von ¢ bei
Y1 und B, () = 1 — G,(V1) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit fiir den
Fehler 2. Art der Entscheidung fiir Hy, obwohl ¥1 € ©1 vorliegt.

3.4 Definition.

Ein Test ¢ von Hy : ¥ € Og gegen Hy : ¥ € ©1 heifit gleichmiiBig bester Test
zum Niveau «, falls ¢ ein Test zum Niveau « ist und fiir jeden anderen Test 1)
zum Niveau « gilt:

Vi €O Ei% [90] Z Eﬁl[lﬂ-

3.5 Definition. Der Likelihood-Quotient von P; beziiglich Py ist im diskreten
Fall mit Z&hldichten p;(z) und po(x) gegeben durch

pi(z)/po(x), falls po(z) > 0,
R(z) := ¢ 400, falls po(x) =0,
beliebig, falls po(z) = p1(x) = 0.

Im Fall von Dichten fo(z) und fi(x) im R? ist R(z) entsprechend definiert,
indem pg, p1 jeweils durch fy, f1 ersetzt werden.
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Jeder Test ¢ der Form

1, falls R(z) > ¢,
p(x) =140, falls R(z) <c,
v, falls R(z) =c

mit beliebigem ¢ > 0 und v € [0, 1] heifit ein Neyman-Pearson-Test.

3.6 Satz. Fir das Testen von Hy:19 =0 gegen Hy : 9 =1 gilt:

(a) Ist o* ein Neyman-Pearson-Test, so gilt Eq[o*] = Eq[¢] fiir jeden beliebi-
gen Test ¢ mit Eo[p] < Eo[p*].

(b) Fir jedes Niveau o € (0,1) existiert ein Neyman-Pearson-Test ©* mit
exakt Eg[p*] = a.

(c) Ein (gleichmdfig) bester Test zum Niveau « ist gegeben durch einen
Neyman-Pearson-Test ¢* mit Eg[p*] = a.

3.2 Der Yy?-Anpassungstest

Wir betrachten als statistisches Modell © = {¢ € (0,1)" : ¢ +--- + 0, =
1}, X = {z € {0,...,n}" : 21+ -+ + 2, = n} und Mult(n;Vy,...,9,), die
Multinomialverteilung mit n Versuchen und Wahrscheinlichkeiten 91,..., 4,
fiir die Klassen 1,...,r. Es soll die Hypothese Hy : ¥ = 9 gegen die Alternative
Hy : 9 # 9 getestet werden.

3.7 Definition. Fiir ein beliebiges zusammengesetztes Testproblem Hy : 9 €
Op gegen Hi : ¥ € ©1 auf einem diskreten statistischen Modell heifit jeder Test
@ der Form

1, falls R(z) > ¢,

p(x) =40, falls R(z) < e, mit R(z) =
v, falls R(z) =¢

SUPyeco, pﬁ(l‘)
SUPyeo, Pv(T)

Likelihood-Quotienten-Test. Entsprechendes gilt im Fall von Dichten statt Zahl-
dichten.

3.8 Lemma. Fliir das vorliegende Testproblem gilt

x

log(R(z)) = sz log (m§
i=1

%
%

)~ 4v3@)

mit Pearsons x>-Statistik
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3.9 Satz. Fiir alle v > 0 gilt (mit Kenntlichmachung der Abhingigkeit von n):
2
nh—{gopﬁ Vi, < / fxg ) z,
wobei fy2 die Dichte der x 2(m)-Verteilung bezeichnet. Ebenso gilt

hm P3(2log(R / fx? )

4 Grenzwertsitze

4.1 Gesetze der groflen Zahlen

4.1 Satz (Allgemeine Markov-Ungleichung). FEs sei X eine Zufallsvariable und
¢ :[0,00) — [0,00) monoton wachsend. Dann gilt fir jedes K > 0 mit p(K) >
0:

Elp(1X)]
¢(K)

4.2 Korollar (Tschebyschev-Ungleichung). Ist X eine Zufallsvariable in £2,
so gilt fiir jedes € > 0

P(X| > K) <

Var(X)

P(X —E[X]| > ¢) < —

e

4.3 Satz (schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Es sei (X;)i>1 eine Folge
unkorrelierter Zufallsvariablen in % mit demselben Erwartungswert p € R
und sup; Var(X;) < co. Dann erfillt das arithmetische Mittel

1 n
Iy
n-
=1
fir jedes € > 0
lim P(|4, — p| >¢)=0.
n—oo

4.4 Korollar. (Weierstrafischer Approximationssatz) Zur stetigen Funktion f :
[0,1] — R definiere das zugehirige Bernstein-Polynom n-ten Grades

- éf(z) @””’“(1 —2)" 7t we o).
9(@)].

4.5 Definition. Es seien (X),),>1 und X Zufallsvariablen auf demselben Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2,.%, P). Man sagt, dass X,, stochastisch (oder auch in
P-Wahrscheinlichkeit) gegen X konvergiert fiir n — oo, falls fiir alle € > 0 gilt

Dann gilt limy, oo ||f — fal

lim P(|X — X,,| >¢)=0.
Man sagt, dass X,, P-fast sicher gegen X konvergiert, falls
PH{we Q: lim X,(v) =X (w)}) =1.
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4.6 Satz. Fuast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz, aber
nicht umgekehrt.

4.7 Satz. (starkes Gesetz der groffen Zahlen) Es sei (X;)i>1 eine Folge un-
korrelierter Zufallsvariablen in £? mit demselben Erwartungswert i € R und
sup; Var(X;) < oo. Dann konvergiert das arithmetische Mittel A, = % Yo Xi
fast sicher gegen p.

4.8 Satz (Lévy’s Aquivalenzsatz). Es seien (X;)i>1 eine Folge unabhingiger
Zufallsvariablen und Sy, := ;" | X;, n > 1. Dann sind fir n — co dquivalent:

(a) (Sn)n>1 konvergiert fast sicher.
(b) (Sp)n>1 konvergiert stochastisch.
Andernfalls divergiert (Sy)n>1 mit Wahrscheinlichkeit Eins.

4.9 Lemma (Ottaviani-Ungleichung). Unter den Voraussetzungen des Satzes
gilt fiir a >0

P(|Sn| 2 a)
P i > 2a) < .
(jf}?.)in‘sj‘ a) 1 — maxj—1, n P(|Sn — 5j| > )

4.2 Der zentrale Grenzwertsatz

4.10 Definition. Die Zufallsvariablen (X),>1 konvergieren in Verteilung
gegen die Zufallsvariable X (bzw.: die Verteilungen (P*Xn),>; konvergieren
schwach gegen die Verteilung PX), falls fiir jede stetige beschrinkte Funkti-
on ¢ : R — R gilt

lim E[p(X,)] = E[p(X)].

n—oo
Notation: X, % X bzw. X», % PX, X, 2 X, X, = X.
4.11 Satz. Es sind dquivalent:
(a) X, & X

(b) Die Verteilungsfunktionen erfiillen FX»(x) — FX(x) fir alle x € R, an
denen FX stetig ist (Stetigkeitspunkte von FX).

4.12 Lemma. Stochastische Konvergenz impliziert Konvergenz in Verteilung,
aber nicht umgekehrt.

4.13 Satz. (zentraler Grenzwertsatz) Es sei (X;)i>1 eine Folge unabhdngiger
identisch verteilter Zufallsvariablen in £?. Dann gilt fir die standardisierten
Summen .
1 X; — E[X;
S,;: — Z i [ z] d
\/ﬁ i—1 O'(Xz)

Insbesondere gilt fir a < b also P(a < S} < b) — ®(b) — ®(a) mit der Vertei-
lungsfunktion ® der Standardnormalverteilung N(0,1).

N(0,1).

4.14 Lemma (Continuous mapping theorem). Konvergiert X, gegen X fast
sicher (bzw. stochastisch bzw. in Verteilung) und ist g : R — R stetig, so kon-
vergiert auch g(X,) gegen g(X) fast sicher (bzw. stochastisch bzw. in Vertei-

lung).
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4.3 Asymptotik der empirischen Verteilung

4.15 Definition. Es seien X1, ..., X,, unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
variablen (Beobachtungen) mit Werten in R. Dann heiit das Wahrscheinlich-
keitsmafl p, := %Z?:l 0x, empirische Verteilung oder empirisches Maf so-
wie seine Verteilungsfunktion F,(z) := 377 | 1(_ooq)(Xi), € R, empirische
Verteilungsfunktion.

4.16 Satz. Fir alle x € R gilt lim, o F,(z) = FX(:J:) P-fast sicher mit
FX(z) = P(X; < ). Fiir alle v € R mit FX(x) € (0,1) gilt

Vi(F(z) — FX(z)) L N (0, F¥(2)(1 — F¥X(2))).

4.17 Satz (Glivenko-Cantelli). Die empirische Verteilungsfunktion konvergiert
gleichmdfsig gegen die wahre Verteilungsfunktion:

lim sup |F,(z) — FX(z)]=0 P-fs.

n—00 zeR

5 Einfithrung in die Schéitztheorie

5.1 Definition. Es sei (X,.%, (Py)geco) ein statistisches Modell sowie g : © —
RY. Fiir jedes ¥ € © wird g(0) abgeleiteter Parameter genannt. Jede messbare
Funktion § : X — R heift Schitzer von g(0)). Fiir eine Realisierung (konkrete
Beobachtung, Stichprobe) z € X ist §(z) der zugehorige Schitzwert.

5.2 Definition. Der mittlere quadratische Fehler MSE (mean squared error)
eines Schétzers § von g(19) ist gegeben durch

R(g,9) :=Ey[lg —g()]’], €0
Liegt |g] in L1(Py), so heiBt
B(g,9) :=Ey[g — g(9)], v € 0O, (koordinatenweise Erwartung)

Verzerrung oder Bias von g. Gilt B(g,¥) = 0 fiir alle 9 € O, so ist ¢ ein

erwartungstreuer Schétzer von g(4).

5.3 Lemma (Bias-Varianz-Zerlegung). Fir jeden Schitzer g von g(9) mit
R(g,9) < oo gilt

R(g,0) := |B(3,9)|* + Eg[|g — Eo[g]|?]-

5.4 Satz (Cramer-Rao-Ungleichung). Im  statistischen ~ Modell
(Rd,%Rd,(Pﬂ)ge@) seien © C R offen, g : © — R differenzierbar und §
ein erwartungstreuer Schétzer von g(¥). Weiterhin besitze jedes Py eine Dichte
f9, so dass %fﬁ($) fiir Lebesque-fast alle x € R ezistiert und folgende
Vertauschungen erlaubt sind:

CZ?/Rd h(x)fﬁ(fE) dr = /Rd h(ﬂf)(;%fﬂ(ﬂ?) dr  fir h(x) =1, h(x) — g(x)
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Dann folgt

1(9)2 d oo\ 2
weo: RG> L9 i 1w) =, [(dl}fﬂ) }
b,
sofern die Fisher-Information I(¥) endlich ist.
FEin vollkommen analoges Resultat gilt im Fall von Verteilungen Py mit Zdhl-
dichten py.
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