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1. Ubungsblatt

1. Ist A € R™* dann nennt man B € R**™ eine Moore-Penrose-Inverse von A,
wenn gilt:

¢ ABA= A und BAB = B,
e AB und BA sind symmetrisch.

(a) Sei £ < n und A € R™F* eine Matrix mit vollem Rang k. Zeige, dass
AT A invertierbar ist und dass (ATA)"'AT eine Moore-Penrose-Inverse
von A ist.

(b) Sei A € R™* und b € R™. Sei A* eine Moore-Penrose-Inverse von A.
Zeige: Wenn das Gleichungssystem Az = b 16sbar ist, dann ist A*b eine
Losung und hat unter allen Losungen die kleinste euklidische Norm.

2. Formuliere und beweise den Satz von Gaufl-Markov fiir das lineare Modell mit
allgemeiner Kovarianzmatrix ¥ > 0.

3. Die F-Verteilung mit (m, n) Freiheitsgraden auf (R, BR) ist gegeben durch die
Lebesguedichte

mm/2nn/2 .,L.m/271 X ( )
B(m/2,n)2) (mz + n)m+m/2 R’ ),

() = r € R,

wobei B(z,w) :=I'(2)['(w)/T'(z+w) fiir z, w > 0 die Betafunktion ist. Es seien
U und V unabhingige Zufallsvariablen mit den Lebesguedichten fy; bzw. fi .
Bezeichne fi;; die Lebesguedichte von |U|. Es seien Xi,..., X, Y1,..., Y,
unabhéngige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen. Zeige folgende Aussagen:

(a) Die Zufallsvariable U? hat die Lebesguedichte fy2(z) = fi(vZ)/2v@
fiir x > 0 und frr2(x) = 0 sonst.

(b) Benutze I'(1/2) = /7 und B(z,w) = fol t#~1(1 — t)»~!d¢, um zu zeigen,
dass X = > 1", X2 die Lebesguedichte

m/2—1
a 21pi(x), z€R,

der x?(m)-Verteilung hat.

(c) Die Zufallsvariable W := U/V ist fast sicher definiert und hat die Le-
besguedichte fi (z) = [7 fu(zy)fv(y)lyldy.



(d) Es ist
L AYE X
mmn =
TR

geméB einer F-Verteilung mit (m,n) Freiheitsgraden verteilt.

4. Bei acht Absolventen werden anhand einer Befragung die Studiendauer und
das Einstiegsgehalt (in 1000€) ermittelt:

Studiendauer z; ‘10 9 11 9 11 12 10 11
Einstiegsgehalt Y; ‘ 35 35 34 36 41 39 40 38

(a) Modelliere dies als ein lineares Modell und bestimme die Regressionsge-
rade. Zeichne Messwerte und Regressionsgerade in ein geeignetes Koor-
dinatensystem ein.

(b) Es stellt sich heraus, dass die ersten Vier ein anderes Fach studiert haben
als die anderen Vier. Bestimme die Regressionsgraden fiir beide Studi-
enfécher getrennt und zeichne sie ein.

(c) Wie erkldren Sie die unterschiedlichen Ergebnisse in (a) und (b)?

Abgabe vor der Vorlesung am Freitag, den 23.04.10.
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2. Ubungsblatt

1. Es sei (X,F,(Py)yeco) ein statistisches Experiment sowie 7 eine a-priori-
Verteilung auf (0, Fg), so dass Py < p fiir alle ¥ € O sowie 7 < v gilt
mit o-endlichen Maflen 1 und v und Dichten fyr—y(e) bzw. fr(e). Zeige fiir
(F ® Fo)-messbare Funktionen fx|p: X x © — [0,00), (z,9) — fx|r=9(®):

(a) Fir fx(z) := f@ fxr=o(2) fr(9)v(dd) in (0,00) definiere fr|x—; (V)

et Fxir—o(@)fr(9)
X|T=9\T)JT
—(0) = ,
fT|X— ( ) fX(-r)
und sonst durch frx—.(9) := fr(d), 9 € ©, dann ist frx_,(e) eine
v-Dichte fiir alle x € X.
(b) Es seien X und T Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Verteilung
P(dz,d¥) = Py(dx)n(dd). Die Funktion g : X x © — R sei (F ® Fo)-
messbar. Ist g nichtnegativ oder ist Ez[|g(X,T)[] < oo, dann gilt

9 € 0O,

Baly(X. T = ] = [ 0(e.9) e (0)0(a0)

und speziell [, frix—,(9)v(dV) = Ep[lipe )| X = 2] = P(T € A|X = ).

2. Beweise fiir Entscheidungsregeln p basierend auf einem statistischen Experi-
ment (X, F, (Py)yeo) mit Verlustfunktion I:

(a) Ist p minimax und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere Minimax-Regel
die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zuléssig.

(b) Ist p zuléssig mit konstanter Risikofunktion, so ist p minimax.

(c) Ist p eine Bayesregel (bzgl. 7) und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere
Bayesregel (bzgl. ) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zulissig.

(d) Die Parametermenge © bilde einen metrischen Raum mit Borel-o-Algebra
Fo. Ist p eine Bayesregel (bzgl. 7), so ist p zuléssig, falls (i) Rr(p) < oc;
(ii) fiir jede nichtleere offene Menge U in O gilt 7(U) > 0; (iii) fiir jede
Regel p' mit Rr(p') < Rr(p) ist ¥ — R(¥,p’) stetig.

3. Eine Krankheit kommt bei ca. 0,1% der Bevélkerung vor. Ein Test zur Er-
kennung der Krankheit fithrt bei 97% der Kranken, aber auch bei 2% der
Gesunden zu einer Reaktion. Auf Grund des Tests wird eine Person als krank
bzw. gesund klassifiziert. Mit ¢y > 0 (bzw. ¢; > 0) werde der Verlust bei der
Klassifizierung krank (bzw. gesund) eines gesunden (bzw. kranken) Patienten
bewertet. Formuliere dies als Bayessches Entscheidungsproblem und gib eine
Bayes-optimale Entscheidungsregel in Abhéngigkeit von £y, ¢1 an.



4. Die Beta-Verteilung B(a,b) auf [0, 1] ist gegeben durch die Dichte

I'a+b) .4

— —) 7t 2

fap(z) =

wobei a,b > 0 und I'" die Gamma-Funktion bezeichnet. B(a,b) hat Erwar-

_a . 2 ab
tungswert p,p = ;95 und Varianz o; ), = @ (o)

(a) Skizziere f, fiir (a,b) € {0.5;1;10}? (Computereinsatz gestattet).

(b) Es sei eine Bin(n, p)-verteilte math. Stichprobe X gegeben, wobei n > 1
bekannt ist sowie p gemifl B(a,b) a priori verteilt ist. Zeige, dass die
bedingte Dichte von p gegeben X = z zur Beta-Verteilung B(a + z,b +
n — x) gehort.

(c) Schliee, dass der Bayesschéitzer unter quadratischem Risiko gegeben ist
durch p,p, = %. Bestimme sein quadratisches Risiko als Funktion von

p und sein zugehodriges Bayesrisiko.

Abgabe vor der Vorlesung am Freitag, den 30.04.10.
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3. Ubungsblatt

L. (X, F,(Py)geo), © C TRY sei ein statistischen Experiment mit a-priori-
Verteilung © und p sei eine Bayesregel (bzgl. ) zum quadratischen Risiko
(dh. I(9,a) = |a — 9|?). Zeige: p kann nur dann erwartungstreu sein, wenn
Rx(p) = 0.

2. Gegeben sei das gewoOhnlich lineare Modell Y = X3 4+ ¢ mit der Kovari-
anzmatrix ¥ = 0?E,. In der ridge regression verwendet man den Schitzer
By = (XTX 4 a2E;,)"'XTY. Die a-priori-Verteilung 7 von 3 sei eine zentrier-
te Normalverteilung mit Varianz n?Ej,. Zeige: Fiir quadratisches Risiko ist der
Bayes-optimale Schétzer ﬂAW gleich dem ridge-regression-Schétzer B%

3. Wenn man in die Bayesformel statt einer Dichte fr(1) eine nichtnegative,
messbare Funktion fr () einsetzt und frx—,(¢) weiterhin wohldefiniert ist, so
ergibt sich aus der a-posteriori-Verteilung ein verallgemeinerter Bayesschdtzer.
Es sei nun Xi,...,X,, eine N(u, Ey)-verteilte mathematische Stichprobe mit
p € RY unbekannt.

(a) Zeige: X := %Z?:l X; ist ein verallgemeinerter Bayesschitzer von p
zum quadratischen Risiko bzgl.dem Lebesguemafl als verallgemeinerter
a-priori-Verteilung.

(b) Berechne den verallgemeinerten Bayesschétzer fi,; zum quadratischen
Risiko fiir d = 1 und fr(9) = 1(4)(¢) mit a,b € RU {—o0, 00}. Zeichne
fip,1 fiir n = 1 als Funktion von X.

4. Essei (X, F, (Py)geo) ein statistischen Experiment und p ein o-endliches Mafl
auf (X,F), so dass L'(X,F,u) separabel ist und Py < pu fiir alle 9 € ©.
®={p: X — [0,1]| p messbar} sei die Menge aller Tests.

(a) Schliefle mit dem Satz von Alaoglu aus der Funktionalanalysis, dass ®
schwach folgenkompakt ist, d.h.es gibt zu jeder Folge (pn), C @ eine
Teilfolge (pn, )k und ein p’ € ® mit

/ e (@) (@) a( ) — / J@)f@p(de) Ve LN, Fp).
X X

(b) Fiir ein ¥; € © definiere Oy := ©\{v;}. Es gelte Py, ¢ {Py|J € Op}. Sei
®,, die Menge der a-Niveau-Tests fiir Hy : ¥ € ©g gegen Hy : ¥ = ;.
Dann existiert ein bester a-Niveau Test p, d.h. p € ®, und Ey, [p] =
sup ea,, Ko, (o]



Hinweis: Ist X ein normierter Raum, so ist die Einheitskugel Bx: des Dualraums X’
kompakt beziiglich der schwach-*-Topologie (Satz von Alaoglu). Ist X ein separabler
normierter Raum, so ist die schwach-*-Topologie auf Bys metrisierbar.

Abgabe vor der Vorlesung am Freitag, den 07.05.10.
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4. Ubungsblatt

1. Es sei Xj,...,X, eine N(u, Ey)-verteilte mathematische Stichprobe. Der
James-Stein-Schéitzer mit positivem Gewicht ist definiert als fijg+ = (1 —

n|X|2)

X. Beweise fiir alle d > 3 und p € R? schrittweise folgenden Risikover-

gleich mit dem klassischen James-Stein-Schétzer:

(a)
(b)

()

Eullftrs+ — N|2] <Eu[lftss — M’Q]-

Die Abschétzung ist korrekt fiir 4 = 0.

Die Abschéitzung folgt aus der Ungleichung Eu[uiyi]G\l{G@}] > 0 fur

G=1- \Xlz und alle ¢ = 1,...,d mit p; # 0.

Fiir @ > 0 und p; # 0 gilt E, [ X | (X:)? = a?] = ap, tanh(nap;) >
0. Dies ergibt die Ungleichung in (b) durch Einfiigen einer auf
(X1)?%,...,(Xq)?) bedingten Erwartung.

2. Gegeben sei X ~ N(u,0%E;) mit ¢ > 0 bekannt und p € R% unbekannt.

(a)

(b)

()

Zeige: Soll in einem statistischen Experiment g(1) € R durch § geschiitzt
werden, so gilt die Bias-Varianz-Zerlegung:

Esllg — 9(9)1] = |Es[g] — g(9)* + Eg[lg — Ey[g]]*]

Berechne die Bias- Varianz Zerlegung fiir i, = aX, o € R, und zeige,

dass aorakel := 1 — das quadratische Risiko minimiert, falls p der

\u\2+02d
wahre Parameter ist.

Wihle R > 0. Weise nach, dass |X|? ein erwartungstreuer Schiitzer von
|u|? + o%d ist und setze & := 1 — &“é SchlieBe durch Berechnen von
Var(| X|?), dass Ve > 03K > 0 :
K
>

P = —
it 7
Weise nach, dass Ve > 03K’ > 0:

X|? |ul*+0%d
o2d o2d

)ée, Vd >1VYu € R mit |u| <R

Pu(|& — aorakel] > K'd"Y?) <6, ¥d >1Vu e R mit [u| <R

Folgere, dass insbesondere fir |u| < R die Normen |&—aorakel| fiir d — oo
stochastisch gegen 0 konvergieren.



3. Es sei Xq,...,X, eine N(u,1)-verteilte mathematische Stichprobe mit p € R
unbekannt.

(a) Gib das zugehorige statistische Experiment auf X = R" an und zeige,
dass es vom Produktma$i N(0,1)®" dominiert wird.

(b) Bestimme die Likelihoodfunktion fiir das dominierende Maf in (a). Wel-
cher Wert i € R maximiert die Likelihoodfunktion zu gegebenem x € R"
(dies ist der Maximum-Likelihood-Schétzer bei Beobachtung X = x)?

4. Beweise oder widerlege die Aussage, dass folgende Verteilungen Exponential-
familien bilden. Bestimme gegebenenfalls den natiirlichen Parameterraum.

(a) Multinomialverteilung (M (po, - - -, Ps; 1)) o<p<1,5 p=1;
(b) Poissonverteilung (Poiss(A))x>0;
(c) Gleichmafige Verteilung (U ([0, 9]))y>0;

)

(d) Gammaverteilung (I'(a, b)) 4 p>0-

Abgabe vor der Vorlesung am Freitag, den 14.05.10.
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5. Ubungsblatt

1. Ein Physiker untersucht die Radioaktivitit bei zwei verschiedenen Préparaten.
Die unabhéingig gemessene Zahl der Zerfélle in einer Zeiteinheit bei Praparat 1
sei X1,...,Xm, (m1 Messungen), bei Priaparat 2 Y7, ..., Y,,, (ma Messungen).
Gib eine verniinftige Regel an, um zu entscheiden, welches Priparat stirker
radioaktiv ist. Begriinde dazu, weshalb die Annahme einer Poissonverteilung
gerechtfertigt ist, und gib ein Suffizienzargument.

2. Beweise: Es sei (Py)gez eine Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameter-
raum Z C R¥ und Darstellung

dPy
W(fﬂ) = C(O)h(z) exp((9, T (x))) = h(x) exp((, T(x)) — A(9)),

wobei A(9) = log ( [ h(z)exp((d,T(z)))u(dz)). Ist ¥ ein innerer Punkt von
Z, so ist die erzeugende Funktion von T v5(s) = Ej[eT®], s € R*, in ei-
ner Umgebung der Null wohldefiniert und beliebig oft differenzierbar. Es gilt
Pg(s) = exp(A(D+s) — A(0)) fiir alle s mit Y +s € Z. Fiir i,j = 1,..., k folgt

E[Ti] = %4 (9) und Covy (T}, Ty) = %&(ﬁ)-

3. Eine suffiziente Statistik 7™ heifit minimalsuffizient, wenn es zu jeder suffizi-
enten Statistik 7" eine messbare Funktion h gibt, so dass T* = h(T') Py-f.s. fiir
alle ¥ € O gilt. Beweise, dass jede R%wertige, suffiziente und vollstéindige Sta-
tistik minimalsuffizient ist, sofern eine minimalsuffiziente Statistik tiberhaupt
existiert. Gilt die Umkehrung fiir R%wertige Statistiken?

Hinweis: Man kann zeigen, dass minimalsuffiziente Statistiken fiir dominierte
Experimente auf separablen Messriumen (wie (R, ZRa)) stets existieren.



4. Es sei (B, t > 0) eine Brownsche Bewegung. Es wird X; := 0B, +at mit o > 0
unbekannt und a € R unbekannt zu den n Zeitpunkten h, 2h,...,T := nh mit
h > 0 beobachtet.

(a) Bestimme die gemeinsame Verteilung der AX}, := Xgp — Xp—1yp, k €
{1,...,n}.

(b) P, .2 bezeichne die Verteilung von (AX1,AXy,...,AX,) mit X; :=
0By +at. Bestimme die Likelihoodfunktion beziiglich P 1 und weise nach,
dass (X7, p_;(AXy)?) eine suffiziente Statistik ist.

2

(c) Berechne das quadratische Risiko von a = Xp/T und 6° =
> h_1(AX})?/T und diskutiere jeweils das Verhalten fiir T — oo bei
festem h und fiir h — 0 bei festem 7.

(*d) Simuliere 1000 Realisierungen von X; = B; sowie X; = 0.5B;+4t auf dem
Intervall [0, 1] und bestimme 62 jeweils fiir A € {0.1, 0.01, 10~*} anhand
der Beobachtungen Xj, Xop,..., X;. Stelle in jedem der sechs Fille die
Verteilung des Schiitzfehlers & — o in einem Histogramm dar. AuBere eine
Vermutung gegen welche Verteilung 6 — o bei richtiger Skalierung fiir
h — 0 konvergiert.

Hinweis: Eine Brownsche Bewegung (B, t > 0) ist durch folgende Eigenschaften
charakterisiert:

(i) es gilt By =0 und B; ~ N(0,t), t > 0;

(ii) die Inkremente sind stationdr und unabhéngig: fiir 0 < tg <1 < -+ < t,, gilt
(Bt, = By, - -+, Bt,, = Bt,,, 1) ~ N(0,diag(ty — to, ..., tm — tm—1));

(iii) B hat stetige Pfade.

Abgabe der Aufgaben 1-3 vor der Vorlesung am Freitag, den 21.05.10,
Abgabe von Aufgabe 4 am Freitag, den 28.05.10.

(+4P)
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6. Ubungsblatt

1. Bestimme die Fisher-Informationsmatrix fiir eine N (u, 0%)-verteilte mathema-
tische Stichprobe X7, ... X,, mit unbekannten Werten u € R und o > 0 sowie
fiir X ~ Bin(n,p) mit p € (0,1) unbekannt und n bekannt. Finde jeweils einen
erwartungstreuen Schétzer fiir g und fiir p, der die Cramér-Rao-Schranke er-
reicht. Finde einen erwartungstreuen Schiétzer fiir o2 bei m > 2 Beobachtun-
gen der zumindest asymptotisch fiir m — oo die Cramér-Rao-Schranke erreicht
(bei Reskalierung mit m).

2. Weise die Bedingungen der Cramér-Rao-Ungleichung fiir eine mathematische

Stichprobe Xi,...,X,, der Doppelexponentialverteilung mit Lebesguedichte
%e"””—“l, © € R unbekannt, und den Schétzer [iy := %22:1 X von p nach.
Bestimme die Fisher-Information und {iberpriife, ob Gleichheit in der Cramér-
Rao-Schranke fiir i1 gilt.
Zeige, dass der Stichprobenmedian fio den Wert p ebenfalls erwartungstreu
schétzt. Simuliere 11 und fis in 1000 Monte-Carlo-Iterationen fiir n = 100
Beobachtungen zum Wert p = 0 und vergleiche die Monte-Carlo-Varianzen
von ji; und fio.

Abgabe vor der Ubung am Freitag, den 28.05.10.
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7. Ubungsblatt

1. Es sei Xi,..., X, eine mathematische Stichprobe mit Werten in R. Es seien
99 € 60,9:0 — Rund k € N, so dass Varyg,(XF) endlich ist und o(¥) :=
Ey[XYF] fiir alle ¥ € © endlich ist. Es gebe eine Borel-messbare Funktion G :
©(0) — g(©) mit G o p = g. Zeige fiir einen inneren Punkt ¢(dg) von p(O):

(a) % Y X ¥ liegt beziiglich Py, fiir n — oo mit gegen Eins gehender Wahr-
scheinlichkeit in ¢(©). Ist G stetig in ¢(Jy), dann konvergiert der Mo-
menentenschitzer g, = G(= > | XF) Py,-f.s. gegen g(dp).

(b) Ist G in (W) differenzierbar mit o2 := Varg, (XF)(G'(¢0(9)))? > 0,
dann ist g, unter Py, asymptotisch normalverteilt mit asymptotischer

Varianz o2

Vi(gn — 9(90)) L N(0,02).

2. Es seien Xi,...,X,, ~ Exp(\) eine mathematische Stichprobe mit A > 0
unbekannt. Zeige:

(a) Fiir £ € N ist der Momentenschétzer von A gegeben durch

1/k
5 k!
kn =\ T<—n vk :
(31 >ic1 Xf)

(b) Die Momentenschétzer S\kn sind asymptotisch normalverteilt mit asym-
ptotischer Varianz of = A2k~2((2k)!/(k!)> —1). Fiir welches k € N ist die
asymptotische Varianz minimal?

Abgabe vor der Vorlesung am Freitag, den 04.06.10.
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1. (a) Zeige, dass f : (0,00) — R,z — xlog(x) konvex ist, und schliele (benutze
dP = 45dQ)

KL(P|Q) >0 und KL(P|Q) =0<=P=0Q.
Finde zwei dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafie P und Q mit
KL(P | Q) # KL(Q | P).
(b) Beweise fiir Produktmafe:

KL(P1 ® Py | Q; ®Qy) = KL(Py | Q) + KL(P2 | Q).

2. (a) Zeige: Bildet (Py)yeco eine natiirliche Exponentialfamilien und ist Jy in-
nerer Punkt von O, so gilt KL(Py, | Py) = A(Y) —A(Jo) + (A(Y0), Jo—1).
Folgere

KL(Py, | Py)lg=sy = I(D0)-
(b) Finde allgemeine Voraussetzungen, so dass folgende Gleichungen gelten:

KL(Py, | By)| =0, KL(Py, |IP’19)‘19 L= —/Z(ﬁo)dmo.

=vo =vo

3. (a) Zeige fiir eine mathematische Stichprobe X7, ..., X,, bei zugrundeliegen-
der Lebesguedichte f,,(z) = %e"x_m‘, z € R, mit m € R unbekannt, dass
der Stichproben-Median ein Maximum-Likelihood-Schétzer von m ist.

(b) Es sei Xi,...,X, eine U([0,J])-verteilte mathematische Stichprobe mit

¥ > 0 unbekannt. Weise nach, dass ¢, := max; X; ein Maximum-
Likelihood-Schitzer fiir ¢ ist und n(9 — J,) LA Exp(1/9) fiir n — oo
gilt.

4. Betrachte eine mathematische Stichprobe Xi,..., X, mit Lebesguedichte
fuo(@)=0c"1f((x —p)/o), f € CLR), mit (u,0) € © C R x RT (Lokations-
Skalen-Familie). Bestimme die Fisher-Information fiir die Fille, dass (a) f
bekannt und px, o unbekannt sowie (b) f, o bekannt und g unbekannt sind.
Welche Annahmen garantieren, dass die jeweiligen MLE asymptotisch normal-
verteilt sind?

Abgabe vor der Vorlesung am Freitag, den 11.06.10.
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1. Ein Teich enthélt eine unbekannte Anzahl ¢ von Karpfen. Zur Schitzung von
¥ werden zunéchst w Fische gefangen, markiert und wieder freigelassen. Wenn
sich die markierten Fische wieder gut verteilt haben, werden n Fische gefan-
gen, von denen x markiert sind.

Modelliere die Schitzung des Fischbestandes ¥ durch ein statistisches Experi-
ment mit hypergeometrischen Verteilungen und bestimme einen MLE, disku-
tiere dabei den Fall z = ( separat.

2. Sei Xq,...,X, eine mathematische Stichprobe beziiglich der Lebesguedichte

11— lz—9\" ¥
o) =Lt (1= 0+ S,

wobei ¥ € [0,1] und ¢ : [0,1] — [0,1] eine stetige, fallende Funktion mit
©(0) =1und 0 < p(¥) < 1 -9 fir ¥ € (0,1) ist. Ziel ist es fiir geeignetes ¢
zu sehen, dass fiir alle ¥ € [0, 1] jeder MLE fast sicher gegen Eins konvergiert
und insbesondere inkonsistent ist. Zeige:

(a) Bs existiert ein Maximum-Likelihood-Schiitzer 0,,.

(b) Fiir ¥ < 1ist fyg(x) < 1/p(¥) 4+ 1/2 und daraus folgt, dass fiir die Logli-
kelihoodfunktion £,, bei n Beobachtungen und fiir jedes o < 1

ma En(ﬁ)<10 L —1—1 < 00
Ogﬂga n o & ola) 2

gilt. Um zu beweisen, dass lim,_,o ¥, = 1 f.s. fiir alle ¥ € [0, 1], reicht es
maxo<y<i In(V)/n — oo f.s. zu zeigen.

(c) Mit X,y = max{Xy,..., X} gilt

e @) n=1 (X 1 (1= Xy
X > — — .
09I N n & 2 n & ‘P(X(n))

(d) Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt n'/*(1 — X)) — 0 fs. fiir
¥ = 0 und auch fiir alle ¥ € [0, 1]. Mit p(9) := (1 —9) exp(—(1—=09) "4 +1)
folgt liminf,, oo (1/n)log((1 — X(,))/¢(Xn))) = oo f.s. und damit die

gewiinschte Aussage.



3. BEs sei © C R* kompakt sowie (X, (1), ¥ € ©),>1 und (X(9), ¥ € O) stetige
Prozesse mit X,,(19) LN X () fiir n — oo fiir alle ¥ € ©. Beweise:

(a) V0 > 03Us C © endlich: supyeg infyep, [ — 9| < 4.
(b) Mit dem Stetigkeitsmodul ws(f) := supjy, _g,|<slf (V1) — f(J2)] gilt

sup| X, (1) — X ()] < ws(Xn) + ws(X) + max| X, (9) — X (9)].
€O 9€eUs

(c) Es gilt maxyey,| Xn(9) — X(0)] 50 fiir n — oo sowie ws(X) — 0 fast
sicher fiir § — 0.

Schliefle daraus, dass aus der Straffheitsbedingung

Ve,n>036 > 0: limsupP(ws(Xy,) =€) <n

n—oo

die gleichmiBige Konvergenz supyeg| Xy, (9) — X (V)| 20 fiir n — oo folgt.

4. Im nichtlinearen Regressionsmodell der Beobachtungen
Y, = gﬁ(z/n) +ei, 1=1,...,n, g9 € C([Oa 1])7 (EZ)1<Z<” iid,

mit Elg;] = 0, Var(e;) = o2, E[e}] < oo, 0 > 0 betrachte den Kleinste-
Quadrate-Schétzer 9, = argmingeg Y (Yi—gu(i/n))?. Gib Voraussetzungen
fiir die Parametrisierung 9 — gy an, um auf die asymptotische Normalitéit von

Uy, fiir n — 0o zu schlieBen und bestimme die asymptotische Varianz.

Abgabe vor der Vorlesung am Freitag, den 18.06.10.
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10. Ubungsblatt

Im linearen Regressionsmodell der Beobachtungen
Y; =g19<i/n)+6i, 1=1,....,n, (5i)1<z<n iid,

mit gy(x) = Zle 9 91(z), g1 € C([0,1]), k < n, E[e;] =0, Var(g;) = 0%, 0 > 0
wird ¥ € © = RF geschiitzt.

(a) Schreibe dies unter einer Rangbedingung als ein gewthnliches lineares
Modell und bezeichne mit ¥ den Kleinste-Quadrate-Schétzer.

(b) Unter dem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmafl P gilt allerdings
Y; = g(i/n) + ; mit einer Funktion g € C([0,1]). Bestimme g;(i/n) und
das quadratische Risiko Ep[[|g; — qll2].

In Aufgabe 1 setze (i) gg(z) = Yo + 912 bzw. (i) gg(z) = ¥ + V12 + J22? und
n = 10,100, 1.000, 10.000. Die Beobachtungen seien wie in Aufgabe 1(b) mit
g(x) = sin(mx/2), e; ~ N(0,1) iid, verteilt.

(a) Zeichne jeweils ein Diagramm mit einer Realisierung von Y, g5 und g.
(b) Bestimme jeweils das quadratische Monte-Carlo-Risiko, aufgeteilt nach
Bias- und Varianzanteil, bei 10.000 Iterationen.

Es sei (Y, Z) geméa$ der Dichte f(y, z,7), ¢ € O, beziiglich p®v verteilt, wobei
p und v g-endliche Mafle seien. Nur Y wird beobachtet. Der EM-Algorithmus
zur Berechnung eines MLE besteht aus der Wahl eines Startwertes 9y mit
L(99) = fy(y,9) > 0 und aus der Wiederholung fiir j = 0,1,... der Schrit-
te (1) und (2):

(1) Berechne

J(9,9;) = Ey, [log (M) ‘ Y = y] )

(2) Setze ¥j41 = argmaxy J (¥, Y;).

Zeige die Gleichung

fY(y,ﬁjH)) (fZ|Y:y(2719j+1)
fY(ya 19]) +/ log fZ|Y:y(Z719j)

und folgere, dass im EM-Algorithmus L(¥;41) > L(¥;) gilt.

0y01.05) = o ) Sz d2)



4. Betrachte eine mathematische Stichprobe Y7, ..., Y, die gemif einer Mischung
zweier Normalverteilungen verteilt ist: Gegeben Z; = 0 ist ¥; ~ N(a, 1) und
gegeben Z; = 1 ist Y; ~ N(b, 1), wobei Py ,(Z; = 0) = Pop(Z; = 1) = 1/2
und (Y1,21),. .., (Yn, Z,) unabhéngig. u sei das Lebesguemaf auf R™ und v
sei gegeben durch v({z}) = 1/2" fiir alle z € {0, 1}".

(a) Bestimme fy(y,a,b) fiir n = 1 und zeige fiir beliebige n

x

- 2
foria.d) = [Tt —a)oli=0)",  mit (o) = e (-2).

(b) Zeige: Es gilt im EM-Algorithmus

> it (1= 7i)ys

AR SN Ry

wobei 7; := @(yi — b;)/((yi — az) + ©(yi — bj))-

(c*) Simuliere einen numerischen MLE und den EM-Algorithmus fiir a = 1,
b =2, n = 100 und fiir verschiedene Werte von j . Konvergiert v; fiir
j — oo gegen den numerischen MLE?

doiiTi

und bj+1 =

Abgabe vor der Vorlesung am Freitag, den 25.06.10.
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1. Seien © C R¥ beschrinkt und 9y € ©. Definiere g := supycg | — Vo[- © heiBt
e-Netz von ©, wenn ©’ C O und supyeg infycer |0 —19'| < e gilt. Zeige: Fiir alle
J € Ny gibt es 2_jg—Netze @j mit Oy = {190}, @j - @j+1 und |@J| < 012jk,
wobei C'; > 0 unabhéngig von j und p ist.

2. Es sei (Ag,9 € ©) mit © C RF beschrinkt ein stetiger Prozess und es moge
die Ungleichung

V9,9 € © :P(|Ay — Agr| > 7|9 =) < Cr7P, re(0,0),

mit einer Potenz p > k und einer Konstanten C > 0 gelten. Beweise, dass es
fir ¥9 € © eine Konstante C' gibt, so dass mit p := supyeg|? — Jo| gilt:

P(sup|Ay — Agy| =1p) < Cr7P, 1€ (0,00).
Y€

3. Im Gaufschen linearen Regressionsmodell der Beobachtungen
Y = go(i/n) + &, i=1,...,n, €~ N(0,0°E,),

mit gg(z) = S5 Yalx), g € C(0,1]), n > k, o > 0 wird 9 €
© = RF geschitzt. Die (g;) seien orthonormal beziiglich (f, f), :=
(1/n) 325y f(i/n) f'(i/n).

(a) Zeige, dass im falsch spezifizierten Modell die Darstellung |lg; — g2 =
infyee |lgo—gl2+Z mit Z :=n Yy (e, g1)2 gilt und dass ((g, gi)n)i=1,.. &
unabhiingige N (0,02 /n)-verteilten Zufallsvariablen sind.

(b) SchlieBe, dass U := (1/0%)Z eine x?(k)-verteilt Zufallsvariable ist, und
berechne E[e?V] fiir o < 1/2.

(c) Setze § = 1/2 — o und zeige fiir 6 € (0,1/2) mit der verallgemeinerten
Tschebyschew-Ungleichung P(Z > x) < (26) %2 exp(—(1/2 — 6)k/0?),
K> 0.

(d*) Bestimme numerisch oder analytisch den Wert von P(Z > k) und ver-
gleiche mit der Schranke.



4. Es soll getestet werden, ob ein Wahrsager verdeckt liegende Karten erkennen
kann. Dem Wahrsager wird n; = 20 Mal rein zufillig entweder die Kreuz-Dame
oder der Kreuz-Konig vorgelegt und er soll jeweils nur bei einer Kreuz-Dame
die Karte aufdecken.

(a) Gib ein statistisches Modell mittels einer Binomialverteilung Bin(n;, p)
an und zeige, dass ¢1 = 1y, ;) mit ¢g = 15 ein nichtrandomisierter
Test von Hy : p=1/2 gegen H; : p > 1/2 zum Niveau a = 0, 05 ist.

(b) Zeige, dass die erste Vermutung, bei no = 40 miisse der Wahrsager ent-
sprechend mindestens 30 Karten korrekt erkennen, falsch ist. Bestimme
dazu einen Test w3 = 1y, . n,} zum Niveau a = 0,05 mit minimalem cs.

(c) Skizziere die Giitefunktionen Gy, (p) = Eylp;], p € [1/2,1], j € {1,2}, der
beiden Tests.

Abgabe vor der Vorlesung am Freitag, den 02.07.10.
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12. Ubungsblatt

Ist (X,.7,(Py)yco) ein statistisches Experiment, so ist ein Konfidenzbereich
S zum Niveau 1 — « eine Abbildung S : X — £(0©), so dass die Ereignisse
{zx € X|¥ € S(x)} messbar sind und Py(9 € S) > 1 — « fiir alle ¥ € O gilt.
Zeige: jeder Konfidenzbereich S zum Niveau 1 — a generiert durch ¢y, (x) =
1 — 1g(;)(¥0) einen nichtrandomisierten Test auf Hy : ¢ = ¥y zum Niveau «,
und jede Familie (¢y,)g,c0 von nichtrandomisierten Tests auf Hy : ¥ = vy
zum Niveau « generiert einen Konfidenzbereich zum Niveau 1 — «.

. Betrachte fiir ein binéres statistisches Modell (X, F, (Py)yco) mit © = {0, 1}

das Testproblem Hy : 9 = 0 gegen Hjp : 9 = 1. Zeige:

(a) Im Neyman-Pearson-Lemma gilt auch die Umkehrung: Jeder gleichméBig
beste Test ¢ fiir Hy : ¥ = 0 gegen H; : ¥ = 1 zum Niveau Eg[p] € (0,1)
besitzt fast sicher die Form eines Neyman-Pearson-Tests.

(b) Bei einem Minimax-Test beziiglich 0-1-Verlust sind Fehler 1. und 2. Art
gleich: Eg[p] =1 — Eq[p].

(c) Fiir einen Test ¢ mit Eg[p] € (0, 1) sind dquivalent:

e ¢ ist ein Minimax-Test beziiglich 0-1-Verlust.

e ¢ besitz fast sicher die Form eines Neyman-Pearson-Tests und es gilt
Eolp] =1 —Eq[gp].

Hinweis: (b) kann indirekt durch betrachten von Tests der Form ¢ := xp bzw.
@ = xp+ (1 —x) mit x € (0,1) bewiesen werden.

. Es sei Xj,..., X, eine Exp(¥})-verteilte mathematische Stichprobe mit ¢ > 0

unbekannt. Konstruiere einen gleichmifiig besten Test zum Niveau « € (0,1)
fiir das Testproblem Hp : 9 < 1 gegen Hy : ¥ > 1. Gib fiir n = 1 den kritischen
Wert k explizit an und zeichne die Giitefunktion fiir o = 0, 05.

. Beweise das verallgemeinerte Neyman-Pearson-Lemma aus der Vorlesung.

Es sei X1,..., X, eine U([0,?])-verteilte mathematische Stichprobe mit ¢ > 0
unbekannt. Setze X = (Xi,...,X,,). Zeige: Fiir das Testproblem Hy : ¥ < 9y
gegen Hy : 9 > ¢ mit festem g ist jeder Test ¢ mit Ey, [¢(X)] = a,
Ey[p(X)] < a fiir alle ¥ < Jp und ¢(X) = 1 fir max(Xy,...,X,) > 9 ein
gleichméBig bester Test zum Niveau a € (0, 1).



6.* Esseien Xy, ..., X, eine Exp(¢¥)-verteilte mathematische Stichprobe mit ¢ > 0
unbekannt sowie ¥y > 0. Konstruiere einen gleichméfig besten unverfilschten
Test zum Niveau « € (0, 1) fiir das zweiseitige Testproblem Hy : ¢ = ¥y gegen
Hj : 9 # vy. Berechne (zumindest approximativ) die kritischen Werte im Fall
Y=1,n=5 a=0,05.

7.* Es werden die zwei mathematischen Stichproben Xj,..., X, ~ Bin(1,p;) und
Yi1,...,Y, ~ Bin(1, p2) mit p1,ps € (0,1) unabhéngig beobachtet. Konstruiere
einen gleichméfBig besten unverfilschten Test vom Niveau o € (0,1) fiir das
Testproblem Hy : p1 = po gegen Hy : p1 # po.

Abgabe vor der Vorlesung am Freitag, den 09.07.10. Die mit * gekennzeichneten
Aufgaben werden nur zum Erreichen des 50% Kriteriums korrigiert und kénnen bis
Mittwoch, den 14.07.10 abgegen werden.



