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Liebe Freume der M.-I'h. Korrespondenz!

-" ~

'. Sie finden zunächst die Einladung zur /llllthematisch-Astronomischen Schulungs-

.. woche, die in Dor~ch vom 27. Oktober bis 3.!I!ovember stattfinden wird. Der

Bericht der vorjährigen Herbstschulungswoche erschien in der Weihnachtsnum-

mer unserer Korrespondenz. ( Der Bericht von der Hocr~chulwoche nach Ostern

ging Ihnen von der Sektion zu. Für die bereits eintrerfenden Unkostenbeiträge

sei auch an dieser Stelle gedankt.)

Wir bringen in dieser Nummer den Beginn einer Arbeit von Franz Kaiser, welche
versucht, in die unabsehbare Fülle der Formen freier Kurven - ich möchte sagen -

eine metamorphosische Ordnung zu bringen. (Der IIerausl~eber bittet, einige Un-

einhei tlichkei ten in der Bezeichnung zu entschuldiBen. Durch die immer lang-

samer werdende Post waren Rückfragen währerrl der DrucklegUng nicht mehr ~g-

lich.) Wir fUgen am Ende der Arbeit ein Blatt mit derverkleir~rten Wiedergabe

einer Ges(lmt~bersicht der F'ormen von Kurven fünfter Ordnung bei, wie sie mir
Herr Kaiser noch vor dem Aufsatz in einem Brief mitgeteilt lli;lt. llerr Kaiser

scllrieb, daß er dur.cb das ProgranUll unserer Ostertagung angeregt war, sich gleich-

zeitig mit seinen eigenen früherer. Ansätzen auf diesem j;3ld zu bescb2Stigen. Kan
möchte wünschen, daß iihnliche Ini tiutiven öfter ergriffen werden - und ebenso

fruchtbar seien!.

Professor Gershom Scholem ist der Al tmeis ter fUr \lesen uoo Geschichte der
jüdischen f~stik ~ spielt eine bedeutende Rolle 'im Geistesleben des heu-

tigen Israel. Ich durfte ihn Anfa~ Dezember vergangenen Jahres kurz aui'..

suchen, wobei er auch auf seine ~Jünchener Zeit, ca. 1917, als Student (ur-

sprünglich der fJatilematik) zu sprechen kam. Er ist dort dem Wirken Rudolf

Steiners begegnet und hatte auch Aufsätze von Carl Ungervon j6ner Zeit in

Erinnerung - was durch die Namensgleichheitdem Gespräch die Wendung gab.

Einen Sonderdruck der Zeitschrift "Commentary", den ich erhielt, erlaube ich

mir im Faksimile beizufügen. Ich bin überzeugt, daß> die geistvollen Ausfüh-
rungen über die Analogie Computer - Golem Thr allergrößtes Interesse fin-

den wird.

G.U.
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MATHEMATISCH-ASTRONOMISCHE SEKTION 1

Interne Schulungswoche für Mathematiker und Studenten

von Sonntag, 27. Okt. 1968 bis Sonntag, 3. Nov. 1968

Antworten auf die Neue Mathematik

Erüben eines lebendigen Denkens und Vorstellens in geometrischen Verwandlungen

Sonntag i Montag Samstag onntag
Zeit 27.10. : 28.10. 2.11. 3.11.

8.15 -
9.15 Eu r y t h m i e

Uhr

9.30 -
10.30 . F. Zauner: Liniengeometrie

Uhr

11.00 - Glöckler: Berührungstransformationen Abs

12.00 i nach Sophus Lie "-
Uhr ! ..-"

15.30 - A. Bernhard: Polareuklidische Pe~

16.30 Geometrie
Uhr von

17.00 - 16.30 Uhr Fortset Albert
I18.00 Eurythm A. Bernhard: Ubungen zum Kurs Weg-Ku Steffen

Uhr Dr.G.Un

Gemeinsame Lektüre und Aussprachen E~hmie

Die Arbeitsweise der früheren Schulungswochen 8011 intensiviert werden: Bekann-

tes erlebnismäßig zu vertiefen und weniger Bekanntes gemeinsam zu erüben. Im

besonderen soll die Beschäftigung mit den Lie'schen Gruppen das Denken beweg-
lich mach&n, um das Lebendige besser zu erfassen. Es folgen kurzgefaßte Anga-

ben über die Kurse.

Dr. F. Zauner:

Die Liniengeometrie im Raum zeigt zwar gewisse Entsprechungen zur Punktgeometrie

im vierdimensionalen Raum, sie nimmt aber aus zwei Gründen einen anderen Charak-

ter an. Die Plückersche Bedingung, der ihre Elemente unterliegen, ist vom zweiten

Grade; außerdem erfüllt eine lineare Mannigfaltigkeit bereits bei zwei Parametern

den gesamten Punktraum. Diese besondere Eigenart des Strahlenraumes im Gegensatz

zum Punkt- oder Ebenenraum findet bis in die analytische Behandlung hinein ihren

Ausdruck. So kann man an Bekanntes anknüpfend in neue und fruchtbare Gebiete der
geometrischen Anschauung vordringen.

G. Glöckler:

Sophus Lie hat kontinuierliche geometrische Transformationen untersucht (zu ihnen

,~ehören Dilatation, Fußpunkttransformation, Polarreziprozität u.a.). Ihr Studium
bietet eine gute Grundlage, um später die "stetige Vermittlung von Korrelationen"

von Locher-Ern5t zu erarbeiten. Im besonderen soll der Begriff der Berührungs-

transformation eingeführt und an Beispielen geometrisch und differential-geome-

trisch behandelt werden.
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A. Bernhard:
Vor einem Jahr wurden die Grundbegriffe der polar-affinen Geometrie durchgenommen. Dieses
Jahr sollen neu hinzutreten die Grundbegriffe der polar-euklidischen Geometrie, re~te
Stre~e, Winkelkreis, Sclillbung usw. Ubungen sollen dazu verhelfen, diese ~griffe selb-
stiindig handhaben zu lernen, so daß man mit der Geometrie im Gegenraum wirklich vertraut
werden kann.

Dr. G. Unger:
In der Hochschulwoche vom 20.-- 25. April 1965 wurden Metamorphosen aus Transformations-
gruppen ber~ndel t (Sektionsbericht 1965 s.u.). Jetzt soll in den Kursstunden besonders
geübt werden, die "Weg-Kurven" und bestillDDte "Schmiegflächen" konstruktiv und rechnerisch
von den Elementen Aufbauend ZU beherrschen.

Es wird den Teilnehmern nshegelegt, den Bericht von der letzten Hochschulwoche zu lesen;
, so können wir an das Erreichte ohne großen Zeitverlust fruchtbar anknllpfen (r;lJ.thematisch-

Physikalische Korrespondenz, N~. 64, Januar 1968, erhältlich bei Mathematisch-Physikalisches
Institut, Oberer Zielweg 34, ebe~,so Sektionsbericht 1965.)

Anmeldungen: an ~latl~matisch-Astronomi~1cl1e Sektion erbeten.

Kursbeitrag: Fr. 3o,~ (studierende die Hälfte. SurythmieauffUhrung und
"Pestalozzi f\ zu halben Preisen.)

~uartierbestellung: bitte an das Wohnungsbüro richten.

BEI'1RAG ZUR SYSTr>u.TIK DEI{ FREI~ KURV~

Franz Kaiser, Wien

1. Es gibt eine Lehre von den ele~ntaren Umformungen ebener Kurven auf der projektiven
Ebene, die in sich ebenso polar aufgebaut ist, wie die projektive Geometrie. Die Auf-
lösung von Doppelpunkten und Doppeltangenten, wie sie Wieleitner und Locher vortragen,
sind aus solcher Sicht schon Operationen höherer Ordnung.

2. Das Studiwn der "SchleifenkUrven", die außer Doppelpunkten und Doppel tangenten keine
Singularitäten aufweisen und die immer gerader Ordnung und Klasse sind, bildet die

Grundlage einer Systematik der freien Kurven.

3. Für die Gliederung des Punk~feldes durch eine Kurve haben die Wendetangenten, für die
Gliederung des Stra111~nfeldet; die Spitzp\mkt~, die gleiche Bedeutung wie die Kurventeile.

4. Es gibt, so\'10hl im Hinblick auf die Gliederung des Punktfeldes wie im Hinblick auf die
des Stralllenfeldes zwei rrypen von Kurven, je nachdem, ob P-g+F . 1 oder 2 ist. (Siehe

Seite 10 ob~n d.s folgenden Auf~tzes)

5. Die Eilinie stellt in bezug auf ihren Typ eine Ausna.hme dieser Regel d~r. Sie it;t vom
Typ 2 trotzdem P-g+F = 1.

6. ~ne Kurve ungerader Ordnung kann nur de~, 'Typ 1 bez~~~h des Punktfeldes, eine Kurve
ungeriider Klasse nur dem Typ 1 bezüglich lies Strahlenfeldes angehören.

7. Eine Kurve mit mindestens 1 Wendetangente kann nur dsn Typ 1 bezüglich des Punktfeldes,
eine Kurve mit mindestens 1 Spitzpunkt nur dem 'fyp 1 bezüglich des Strurllenfeldes an-

gehören.
8. Die 1.uflös~ eines mehrfachen Punktes oder einer mehrfachen Tangente durch J.useinander..

drücken der Bögen ändert den Kurventyp nicht.
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EINLEITUNG

Die angestrebte und in ihren vier AufgabGnstellur.gen am Ende dieser Einleitung näher

, gekeIUlZei chnete Untersuchung führt die BetrachtUDB weiter, welche von Prof. Locher in

seinsn Buch "Einf~ in die freie Geometrie ebener Kurven"begoMen wurde (Birk-

häuser Verlag, Basel, 1952). Entwicklungen, Beweise, Forl!lu1ierUDBen und J3eneMungen,

die dort ausgeführt sind, werden vortiusgesetzt.

Inhal t der UntersuchUDB sind die elementaren ebenen Kurven, die Wendeetellen, Dorn-

spitzen und Schnabelspitzen als Singularitäten erster Art und Doppel- und mehrfache

Punkte und Tangenten als Singulari täten zweiter Art aufweisen köMen und die im End-

lichen oder über die unendlich ferne Gerade der Darstellungsebene in sich geschlossen

sioo.

Darstellungaebene ist die projektive Ebene als Punktfeld und als Strahlenfeld. Kein

Punkt und kein Strahl, auch nicht die unendlich ferne Gerade, sind von vornherein aus-

,gezeichnet. Jede Kurve wird gleichzeitig als Punktreihe uM als StruhlenbUschel höherer

Ordnung aufgefaßt und stet~ wird ihr Verhältnis sowohl zum Punktfeld als auch zum Strah-

lenfeld betrachtet.

Daher wird nie das Bewußtsein von der Doppelnatur der gesamten so betriebenen Geometrie

verloren. Zu jeder Kurve gibt es eine polare Form, die zum Strahlenfeld ebenso OTientiert
ist wie die erste Kurve zum Punktfeld. W'endestellen werden dabei durch Dornspitzen ersetzt,

mehrfache Purlkte durch mehrfache Tangenten usw. Selbst daM, wenn dia polare Forn. iden-
tisch ist mit der Ausgangskurve, können Form und polare "Gegenform" voneinander unter-

schieden werden.

~letrische und projektive !;~ßbestimmungen werden nicht beachtet. Daher können auch keine

imaginären Elemente erfaiJt werden. Dies ist die Wurzel für viele Unterschiede der freien

Geometrie der Kurven zur Geometrie algebraischer Kurven. In jener sind z.B. KUrven mit

abzähl bar unendlich vielen Wendestellen möglich, die deMoch nur höchstens vier Sclmitt-

punkte mit einer Geraden hAben, also vierter Ordnung sind. Die Zusammenfassung der Kurven

nach Ordnung und Klasse hat deshalb in der freien Geometrie nicht die gleiche tiefgreifende

Berechtigung wie in der Geometrie algebraiscr~r Kurven. DeMoch soll sie im folgenden ange-
wa~t werden. (Ordnung der Kurve: gegeben durch die höchste Zahl von Schnittpunkten der

Kurve mit mindestens einer Geraden des Strahlenfeldes; Klasse der Kurve: gegeben durch die

höchste Zahl von Tangenten an die Kurve aus mindestens einem Punkt des Punktfeldes.)
Die Methode der Untersuchung soll darin bestehen, daß vornehmlich nicht einzelne Kurven

oder engbegrenzte Kurventypen - etwa die Kurven einer bestimmten Ordnung oder Klasse -
ins Auge gefaßt werden, sondern die unter festgelegten Voraussetzungen möglichen Kurven-

transformationen. Jede Kurve ist nur Ausschnitt aus einer Folge von Kurven, die ineinan-

der durch Formwandlung übergeführt werden können. Wie jeder Kurveni'orm eine Gegenform

polar entspricht, so auch jeder Transformation eine dazu polare. So stehen z.B. polar

zueinander das Eindreh~n einer Wendest elle und das Ausziehen einer Dornspitze, das Ein-

ebnen ("Eingeraden" wäre wohl sachgemäßer) zweier benuchbarter Wendestellen und das Zu-

sammenziehen in einen Punkt zweier benachbarter Dornspitzen usw.

Wenn alles in steter Bewegung gedacht wird, woran sollen dann'"gleiche" Kurven als solche
erkannt werden'? Sie müssen sicher nicht auf den ersten Blick "gleich aussehen", weil ihrer

Lage zur unendlich fernen Gerade keine Bedeutung beigemessen wird. Im hier gemeinten Sinn

müßten z.B. K.1'eis, Ellipse, Parabel und Hyperbel, aber auch Eilinie in jeder möglichen

Proportion als "gleiche Kurve" b~l ten.
Jede Kurve gliedert das Punktfeld und das Strahlenfeld in verschiedene, voneinander durch

Kurvenstücke oder Weooetangenten bzw. Spitllpunkte getrennte Punktgebiete und Strahlenbe-

reic!:Ie. Alle Punkte eines bestimmten Gebietes entsenden keine oder die gleiche Anzahl 'fan-

genten an die Kurve, alle Punkte eines benachbarten Gebietes eine andere Anllahl. Alle Ge-

raden eines bestimmten ~reiches haben keine oder die gleiche Anzahl Schnittpunkte mit der

Kurve, alle Geraden eines benachbarten Bereiches eine andere Anzal11. Diese jeweilige Anzahl

an 'l'angenten bzw. Sclmittpunkten qe "Wert" des betreffenden Gebietes oder Bereiches genannt

sein. Der höchste auftretende Wert bestimmt die Ordnung bzw. Klasse der Kurve. Jedes Gebiet
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und jeder Bereich ist charakterisiert durch seinen Wert, die Art seiner Umrandung
(Kurvenbögen, Wendetangenten bzw. Spitzpunkte) und durch seine Nachbarschaften. Zwei

Kurven gelten als gleich, wenn die von ihnen hervorgerufenen Gliederungen des Punkt- bzw.

S~ra!llenfeldes gleich sind. Dann stimmen sie auch nach Klasse, OrdnUDg, Anzahl um Anord-

nung ihrer Singulari täten erster und zweiter Art überein. (Diese Aussagenfolge ist nicht
umkehrbar.)
Es ergibt sich nicht nur die Gliederung der Fläche in Plinktgebiete und Strahlenbereiche
aus der Kurve, sondern es ist auch die Kurve als Grenzgebilde, das sich aus einer be-
stimmten Fläcllengliederung ergibt, zu betrachten. Es wird daher die Auswirkung jeder
Transformation auf die Flächengliederung aber auch die Auswirkung jeder Änderung der
Flächengliederung auf die Kurve zu beachten sein.

Jede Änderung der Flächengliederung ist gleichzeitig der t~er~dng zu einer anderen Kurve.
Zwei Kurven sind "benechbart", wenn ~ Ärderung der Flächengliederung genügt, um von

einer zur anderen zu kommen. Es ist möglich, daß mehrere nacheinander ausgeführte Ände-

C rungen der Fliichengliederung zu einer Kurve führen, die bei Durchführung ~ Änderung

ebenfalls erreicht wUrde. Ist ein solcher Ubergang aber nicht möglich, dann sind Ausgangs-
um Endkurve "getrennt" von einemer durch die "dazwischenliegenden" Kurven. Eine L~er-
sicht über die Vielfalt der Kurven zu gewinnen, ist gleichbedeutend damit, einen Einblick

- in die struktur dieser Nachbarschaften um Nicht-Nachbarschaften innerhal b des topologi-
schen "Raumes" der Kurven zu bekommen.

Innerrlalb dieses Raumes gibt es zu jeder Kurve bestimmter OrdnUDg und Klasse ihre Gegen-
form, bei welcher Ordnung um Klasse vertauscht sind. Eine rrlittelzone bilden diejenigen
Kurven, für die Ordnung und Klasse gleich ist. Innerhalb dieser liegt als Kerngebiet das-
jenige der Kurven, die zu sich selbst polar sind. Durch zwei zueinander polare Transforma-
tionen k~nn jede Wendestelle um jede Dornspitze in je eine Scrlleife übergefUhrt weTden.
Jede beliebige Kurve mit derartigen Singularittiten kann in ebensovielen Schritten, wie die-
se Sil~ari täten vorhanden sind, in eine Kurve verwandelt werden, die nur Doppelpunkte
und Doppel tangenten aufweist. Es hundel t sich dabei stets um Kurven gerader Ordnung um
Klasse. Die Lehre von diesen "Schleifenkurven" bildet das Rückgrat eirer Strukturlehre
des Kurvenr'aumes. Sind ihre Gesetze bekannt, dann lassen sich die der Kurven mit Wende-
stellen um mit Dornspitzen unschwer daraus ableiten.

Daulit zeichnen sich einige konkrete Aufgaben ab:

Studium der Kurventransformationen. Aufzeigen von Elementartrarlsformationen, aus
denen andere, kompliziert_re aul'gebaut werden können. Aufstellen einer Systematik
der Elementartransformationen.

Studium der Flüchengliederungen. Allgemeine Eigenschaften derselben. Auswirkung
der Elementartransformationen.

Studium der Schleifenkurven, ihrer Traneformationen und ihrer Flächengliederungen.
Bedingungen der Transformationen, die zu Kurven mit Wendestellen, Dornspitzen und
Schnabelspi tzen fUhren.

Studium der Struktur des Raumes aller Kurven.

ELF)IENrE DER UlI;FORMUNG

Jede Kurve kann in einzelnen Abschnitten oder über ihre gesamte Ausdehnung in kleineren
und ffrößeren Schritten verformt werden. Wird eine konkrete Reihe von ineinander überge-
führten Formen betrachtet, so können die Ausgangsform, die Endform und alle Zwischen-
formen arlgeschaut werden. Haben alle die gleichen Eigenschaften in be~ug auf Singulari-
täten, deren Anzahl, Anordnung usw. auch in bezUg auf die Gliederung von Punkt- um Strah-
lenl'eld, dann sei der Vorgang dieser Formwaoolung "I"ormänderung" genennt. Sind Ausgangs-
form und Bndform verschieden und gibt es nur eine Zwischenform, die weder mit der Ausgangs-
form noch mit der Bndform völlig gleiche ßigensclnften aufweist, dann sei der Vorgang dieser
1!'ormwandlung "Umf'ormung" oder "einfache Umformung" genannt. "fi,ehrfache Umf'ormUDg" liegt dann
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vor, ~lenn der gesamte VorBSng der Formwandlung von der Ausgangsform zur Endform so unter-

teilt werden kann, daß jeder 'reilvorgang eine "einfache Umformung" darstellt. Die Endform

eines Teilvorganges ist d,~bei identisch mit der Ausgangsform des darauffolgenden Teilvor-

'ganges. Es gibt dann mehr als eine Zwischenform, die weder mit der Ausgangsform noch mit

der Endform gleiche Eigenschaften hat.

Bei jeder einfachen Umformung gibt es unter den Zwischenformen eine "Uberga~sform", die

nicht mehr in allen Eigenschaften gleich ist der Ausgangsform und noch nicht gleich ist

der Endform. Genau genolmnen ist dia Formwandlung bis zur L'bergangsform "Formärrlerung",

nur das Hinwegfilllren über die Vberga~sform "Umformung" und die weitere Formwandlung wie-

der "Formänder~". Da es aber keine letzte Form gibt, die mit der Ausgangsform, um kaim
erste Form, die mit der Endform gleiche Eigenschaften hut, sei die Grenze nicht so scharf

gezogen.

Bei "mehrfacher Umformung" werden mehrere th>erg~sformen durchlaufen. Bei jeder tJber-

sc!~eitung einer Übergangsform WiI~ nur eine bestimmte Gruppe von Eigenschaften der KUr-

ve geändert. Werden bei Uberschreitung ~ Ubergangsform mehrere Gruppen von J!:igenschaf-
ten geändert, dann liegt nur scheinbar eine einfache Umformung vor, tatsächlich aber eine

mer~fache Umformung. Dabei ist das Wort Gruppe nicht im Sinne der Gruppentheorie angewandt,
sondenn soll wenige aber ilmner zusammengehörige Eigenschaften kennzeichnen, z.B.: Verlust

zweier Doppel tangenten bei Gewinn zweier Doppelpunkte oder gleichzeitiger Gewinn eines'

Doppelpunktes und einer Werxietangente.

Eine tJbergangsform unterscheidet sich von einer sonstigen Form dadurch wesentlich, daß es .

mindestens ein Paar an der gleichen Gruppe von Eigenschaften ansetzerxie Formwandlungen gibt,

die unmi ttel bar zu einer Form mit neuen Eigenschaften führt. Bei allen anderen Formen wird

in jedem Fall yor dem eigent~ichen Akt aer Umformung eine Reihe von Formen durchlaufen, die

die mit der Ausgangsform gleiche Eigenschaften haben. Dessen ungeachtet kann auch jede Uber-

gangsform beliebigen F6rmänderungen unterworfen werden und können auch Umformungen durchge-

führt werden, die, wie im allgemeinen Fall, mit vorheriger und naclilieriger Formänderung ver-

burxien sind.

Jede Formwandlung kann n1lch beiden Richtungen hin durchgeführt werden: von der Ausgangsform

zur Endform, aber auch von der Endform, die dann Ausgangsform wird, zur Ausga~sfonQ, die

dann Errlform wird. Daher kann der Uberga~ über die Übergangsform nach zwei Richtu~en er-

folgen. Setzt die Formwandlung an der L~ergangsform als Ausgangsform ein, dann ergeben sich

die zwei voneinander verschiedenenUmwandl~en, die oben als das "eine Paar" der Formwand-

l~en mit unmittelbarer Umwandlung bezeichnet wurden.

Jede Urnformu~ lindert das Gefüge der Flächenteilung des Punkt- und Strahlenfeldes. Es müssen
in irßendeiner wei~e Punktgebiete und Strahlenbereiche entstehen oder vergehen. Die L~er-

gangsform enthält diese keimenden oder schwindenden Gebiete urxi Bereiche als Punkte oder Ge-

rade. Im einfacr~ten Fall handelt es sich um Berührungspunkte (BerU~~tangenten), zweier

einfacher BogenstUcke der Kurve. Eines der BogenstUcke 1= durch eine Wendeta~ente oder

einen Spitzpunkt ersetzt werden. Eine andere Möglichkeit ist ein dreifacher Punkt oder eine

dreifache Tangente. Eine wichtige Grenzsituation ist das Auszeichnen eines Punktes der Kurve

derart, daß alle sejne Strarllenzur Kurve, gehören werden oder einer Tangente so, duß alle' illI'e

Punkte Kurvenpunkte werden. Hingegen erweist sich die Auflösung von Doppelpunkten urxi Doppel-

tangenten in der Art, wie dies von Locher in seinem Buch "Einf'ührung in die freie Geometrie

ebeller Kurven" (fur ulgebraische Kurven von Wieleitner in "Algebraische Kurven") entwickelt

wird, als bereits recht komplizierte, nicht mehr lils elementare Umformung.

Zwei Bögen können einander von außen berühr~l, dann ist jeder Bogen für den anderen ein

äußerer, oder einlinder von innen berühren, dann liegt einer innerhalb des arIderen. In je-

dem Fall sitJd je vier voneinander wesentlich verscrJiedene Umformungen möglich; Trennen,

DUl"chstoßen.. Teilen und tJ~erkreuzen.

Anstelle ausfill1rlicher Beschreibung mögen die Bilder 1 und 2 treten, die mit nac}u"0Igerid8lli

SC!Jettla zu verbinden sind.
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Z Bild l'u. 2 Doppel tangenten

i
Trennen

Berührung von außen

2 Dorn- Berührungs:- 2 Weme-

spitzen punkt stellen

+ .-<c Teilen + -- tJberkreuzen - ;.. +

1 Doppel- Berührungs- 1 Doppel-

tangente tan~te punkt

I

Durchstoßen

I

'V

2 Doppelpunkte

- -. -

Zu Bild 2; Keine Sirlg\tlari täten

i

Trennen

I

Berührung von innen

2 SchDabel- Berili1rUn(Ispunkt 1 Doppelpunkt

spitzen

T ' 1 -
+ th-

kr ' +< eJ. en _.';, - UQer euzen-, ;>

Be~stangente 1 Doppel tangente

I
Durchstoßen

t

2 Doppelpunkte

+

2 Doppel tangenten

Beide BerlihruDgsfälle sind zu sich selbst polar. Ausgehend von der äußeren BertihruDg sim

die Umformungen Trennen-Durchstoßen und Teilen-tJberkreuzen zueinander pOlar ebenso wie die

dadurch entstehenden Formen. Ausgehend von der inneren Berührung sind alle Umformungen

und die dadurch entstehenden Formen jeweils zu sich selbst polar.

Ein äußerer Bogen kann zu einer Geraden, ein innerer zu einem Punkt entarten. Die Umformun-

gen Teilen und tJoerkreuzen sind dann nicht möglich, sondern nur! Teilen und Durchstoßen.

Ist die Gerade eine \iendetangente oder ist ein Punkt ein Spitzenpunkt, dann hsben diese Ele-

mente eine Orientierung, so daß zwei verschiedenen Lagen des Bogens zu Tangente bzw. Punkt

unterschieden werden können. Wieder mögen die Zeic}mungen 3 um 4 eine ausführliche Be-

schrei bung ersetzen. Zu jeder Lage und jeder Umformung in Zusammenhang mit der Wendetan-
gente gibt es eine polare Lage um pollire Umformung in Zusanunenhang mit dem Spitz punkt.

Drei einfache Bögen können in zwei verschiedenen Arten durch einen (dreifachen) Punkt ge-

hen oder eine (dreifache) Tangente haben. Aus jeder dieser Lagen sim zwei Umfo~~en mög-

lich. Zu jeder Lage der drei Bogoxmtücko um zu jeder Umformung in Zusammenhang mit dem

dreifachen Punkt gibt es eine polare Luge und eine polare Umformung in Zusammenhang mit

der dreifachen Tangente. Um diese acht Umformungen in ihren wesentlichen Merkmalen zu

charakterisieren, bedarf es des Studiums d~r Flächenteilung. Deshalb sei zunächst nur auf
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Bild 5 und 6 verwiesen, aber durauf aufmerkG:~' ge~cht, daß nur die Auflösung des drei-
fachen Punktes eine echte Umformung d",rstell t, die zueirulIrler poluren Formwandlunisen
nicht Gleichwertig sind in bezug auf das Punktfeld der Ebene.

"'. -
Betraclltet sei ein einfacher Bogen mit dem AnfIlI~"'Selement Da und dem Endelement Bb als

il.us sc lmi tt aUs einer beliebigen Kurve. 3in &ement Cc zwischen Anfa~s- uzld F.IJdelement
werue ausgezeichnet derart: Das Kurvenelement Xx durchliiuft (durchdreht) den Bogen, aus-
gelLend von AA zunächst bis Cc. Dunn

durchdreht ,die Kurventangente x bei fest- durchläuft der Kurvenpunkt X bei fest-

gehul tenem Kurvenpurlkt X=C ohne ~\nderung gehal tener Kurventungente x=c ohne Ände,..
des Sinnes des Drehens das ganze Strah- rung des Sinnes des Fortscnreitens die

lenbüschel C bis die Kurventa~ente wie- ganze Punktreihe c bis der Kurvenpunkt

~er bei c angelangt ist. wieder bei C angelangt ist.

Von da an durchläuft (durchdreht) das Kurvenelement das restliche Bogerlstück von Cc bis

ßb.

Ist an einer beliebigen Kurve an einer beliebigen Stelle eines einfachen Bogens derselben
in der oben geschilderten Art ein Kurvenpunkt als Strahlenbüscheloder eine Kurventangente
als Punktreihe ausgezeicllnet, dann stellt dies eine wichtige Ubergangsform dar. Nach einer
Richtung führt die Umformung dahin, daß die Auszeichnung verschwindet, nach der anderen
Richtung entsteht im einf'uchsten Fall eine Schleife (Bild 7) in anderen Fällen ein Kurven-
teil mit mehreren Dornspitzen bzw. ndt mehreren \iendestellen (Bild 8, frei herausg'egriffene

Einzelbeispiele).
Wie die beiden .\usgangssi tustionen: ausgezeichneter Punkt - ausgezeichnete Gerade sind auch
die jeweils daran angreifenden Umformungen zueinander polar, auch \ienn in den beiden ein-
fuckJSten Fällen eine Schleife nd t einem Doppelpunkt und einer Doppel ta~ente entsteht. Vom
Pwikt ausgehend hat die Schleife doppelt so viele weitere Doppel taIlgenten mit der Kurve als
von diesEln pUnkt aus T~ngenten gingen, von der Geraden aus;;;ehend hat die Schleife doppelt
so viele weitere Doppelpunkte mit der Kurve als die Gerade Schnittpunkte hatte.

) ,

- . -
Abgesehen von dßn letzten Umformungen, wo aus pUnkten oder Geraden heraus neue Kurventeile
geboren werden, handelte es sich stets durum, vor~ndene Kurventeile, zu denen auch ~Iende-
tangenten bzw. Spitzpunkte gehören, dw'ch FOl'miinderung in Lagen zueirumder zu bri~~n, die
neue Eigenschaften für die Kurven entstehen lassen. Dazu müssen diese Kurventeile unter Um-
stäzlden weit gegenüber den anderen verscllOben werden. Hier kanrl noch der Blick uuf ein Ele-
ment der ?'ormänderung gelerlkt werden, das dabei gewissermaßen als "Gelenk" in irgendeiner

Form immer wieder aufsclleint: die Ein- oder Auswicklung eines Spiral bogens.

\ierden von einem einl'achen Bogen das Anfangselement Aa und die Endtungente b festgehalten,
während der Endpunkt die Punktreihe b durchläuft, so entsteht eine Form\iandlung, bei welcher
als erste Übergangs form vom einfachen Bogen zum SpiralbQgen ein C-Bogen auf'scheint. Dies ge-

schieht, weIlIl der Endpunkt B erstmals den Schnittpunkt ab von der Anfa~stangente mit der

~Imta~ente erreicht. Ab nun liegt ein Spiralbogen vor, der umso mehr \iindungen hat, je öfter

B diesen Schnittpunkt äb überschreitet. Genau derselbe Vorgang kann auch polar besclJrieben
werden: Endelement Bb und der Anfangspunkt A werden f:estgehal ten und die Anfangstangente a
dreht sich durch das Strahlenbüschel A. Jedesrnal, wenn a durch B geht, liegt eine llbergangs-

form, vor. 'Die erste als C-Bo.~en: L~ergang vom einfachen Bogen zum Spiral bogen, alle weiteren

als L'bergangsformen zu Spiral bögen höherer Ordnung und Klasse.

- . -
Eine recht eigenarti(,e mehrfache Uml'ormung erzibt sich, wenn zwei ineinanderliegende Bögen

an mehreren Stellen Uber BerUt~ von innen her zur Durchstoßung gefüllTt \ierden. r~n könnte
sie "Vez'flechtung" nennen. (Bild 9)
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ANFÄNGE EINER LBHBI: UREi DU GLIEDBRtmG DER EBENE DURCH EINE EBJi1"B KURVE

Aus der Sache selbst heraus müßte eine tiefergreifende Darstellung zwei Merkmale tragen,
die in folgenier Skizze nicht erfUlI t sein werden. Erstens müßte jedem Satz, der für die
Ebene als Punktfeld ausi;esprochen wird, sofort der polare Satz für die Ebene als Strab-
lenfeld gegenübergestellt werden. Dar&ui' wird verzichtet, um den Text einl'acher zu ge-
sta! ten, wissend, daS damit ein bedeutender Verlu?t erkauft wird. Dieser kann \iett ge-
macht werden, wenn der Leser die fehlende Ergänzung durch den jeweiligen Aufbau des po-
laren Sachverhaltes vornimmt. Zweitens wird nicht danach gestrebt, in den Formulierungen
konsequent anzuknüpfen an die Begriffe der Mengenlehre und Topologie. Dies, weil sie mir
zu ~Ienig geläufig sind. Damit verliert die Darstellung an Tiefe. Dies schließt aber nicht
aus, daß später durch andere oder durch mich dieser !~el aufgehoben wird.

Jede ebene Kurve gliedert das Punkt- und Strahlenfeld der Ebene in voneinander deutlich
geschiedene Punktgebiete und Strahlenbereiche, die jeweils Punkte bzw. Strarllen enthal-

ten, welche mit der Kurve eine bestimmte Anzahl Tangenten bzw. Schnittpunkte gemeinsam
haben. Sind zwei Kurven polar zueinander, dann entspricht die Gliederung des Punktfeldes
durch die eine Kurve, derjenigen der Gliederung des Strar~enfeldes durch die polare Kurve.
Die Gliederung eines Struhlenfeldes ist unserem "Punktbewußtsein" schwer vorstellbar, wes-
wegen es leichter ist, wenn die Gliederung des Strahlenfeldes durch eins Kurve untersu.cht
werden soll, die Gliederung des Punktfeldes durch die poJ,are Kurve ins f.uge zu fassen.
Durch die im ersten Absatz erwiihnte Darstellungsbeschrilnkung auf das Punktfeld wird also
nur ein - allerdings bedeutender - methodischer r~angel gesetzt, aber keine Gesetzmäßigkeit

des Strahlenfeldes übersehen.

Jedes Punktgebiet mi t Punkten einer bestimmten Anzahl Tangenten an die Kurve wird durch
Kurvenbögen oder/und Wendetangenten begrenzt. Jede Uberschreitung solcher Grenzen ver...

lindert die Anzahl der möglichen Tangenten an die Kurve um 2. (Dies folgt z.B. aus dem

"Hauptsutz" in der Formulierung 17 A im Buch von Prof. Locher "&inführung in die freie

Geometrie ebener Kurven".) In Kurven-Doppelpunkten und Schnittpunkten von Wemetangenten
ndteinander cxier lI1it der Kurve stoßen mehrere (3 oder 4) Gebiete verschiedener Tangenten-
anzahl aneinander, an mehrfachen Punkten und mehrfachen Schnittpunkten der genannten Art

) noch mehr' Gebiete. Solche mehrfaclJe Punkte seierl in der folgenden Eetrllclitung gruMstitz-
lich ausgeschlossen {z.D. indem die Kurverläste urid \:Jende~enten gegeneinander soweit

verschoben werden, daß nur einfache Doppelpunkte vorkommen).

Geht man von irgendeinem Punkt aus, ohne einen "ji;ckpunkt" - einen Schnittpunkt zweier
KurvenstUcke, zweier Wendetangenten oder eines KurvenstUckes mit einer Wendetangente -
zu treffen, längs irgendeines Weges über mindestens eine Grenze und bis wieder zum Ausgangs-
punkt, dann hat man mindestens eine zweite, stets eine gerade Anzahl Grenzüberschreitungen
vorgenommen. Dies trifft selbstverständlich auch zu, wenn der Weg eine Gerade ist. Nennt
man die Anzalti der Tangenten, die von jedem Punkt eines Punktgebietes aus an die Kurve
möglich sim, den "Wert" des Punktgebietes, dann trifft man auf jedem Weg, der GrenzUber-
sc~eitungen aufweist, auf Punktgebiete verscrdedenen Wertes. Bei jeder Grenzüberscl~ei tung

steigt oder fällt der Wert um 2. Ist der Weg in sich geschlossen, dann endet er bei dem

gleichen ,Jert. Es müssen dann ebensoviele GrenzUberschreitungen mi t aufsteigendem wie mit

absteigendem Wert vorgekommen sein. Die Anzahl der Grenzüberscl~eitungen muß ein Vielfaches

von 2, also eine gerade Zahl sein.

Als Weg kann auch eine von jenen Geraden ge\1ählt werden, welche di~ höchstmögliche Anzahl
Schni ttpunkte mit der Kurve gemeinswn hat und damit die "Ordnung" der Kurve bestillUnt. Die
"Ordnung" kann ge~dzahlig oder ungeradzahlig sein, die Anzahl der GrenzUberschrei tur~en

muß aber geradzahlig sein. DeJ~r muß eine Kurve ungerader Ordnung mimestens eine, auf jeden

F~ll eine ungerade Anzahl Welliletangenten besitzen (dementsprechend eine Kurve ungerader Klasse

mindestens eine, auf jeden Fall eine ungerade Anzahl Dornspitzen). Eine Ku ve geradzahliger

Ordnung (Klasse) hat keine oder eine gerade An~lhl Wendetangenten (Dornspitzan).

Die Punktgebiete werder, von Kurvenbogen-5tUcken oder \iendetangenten-Strecken begrenzt um
huben in Doppelpunkten oder Schnittpunkten ihre Ecken. Ecken, Grenzen und Gebiete bilden
eine \!Katte" im Sinne der Topologie. Die Anzahl der "Ecken" (in diesem l"all) jeder Doppel-~
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punkt und Scrrni t tpunkt nur einmul I.~ezähl t) minus die J.nzahl der BogenstUcke und Wendetan-
gentenstrecken plus die Anzahl der Punktgebiete kann 1 oder 2 sein. Damit scheiden sich
die Kurven in zwei Typen, nämlich jene, wo dieser Wert 1 um jene wo er 2 ist und es $chei-
d'en sich die Umformungen ebenso in zwei Typen, nämlich jene, welche die Kurventype nicht
lindern, und jene, welche die Kurve in eine der anderen Type umwandeln. Die Flächen der
~~tgebiete sind beim Typ 2 orientierbar, beim Typ 1 nicht.

Ohne Beweis sei hier angefUhrt: Gibt es mindestens eine Gerade, die als Punktreihe nur
Punkte ein und desselben Punktgebietes enthält, also keine Grenze Uberschreitet oder berilllrt.
dann ist die Kurve von Typ 2 ansonsten vom Typ 1.

Daß es nur ein derartiges Ful1ktgebiet geben kann,ist leicht einzusehen, denn gäbe es zwei,
dann könnte in jedes dieser Gebiete eine Gerade gele,~t werden. Der notwendi&~ Scru1ittpunkt
dieser Geraden geh<irte dann jedem der bei den Gebiete an. Dies ist nur möglich, wenn die bei-

den Gebiete dieselben sini.

Ha,t die Kurve auch nur eine \/endetangente, dann gibt es keine Gerade, die ganz in einem Punkt-
gebiet bestimmter Klasse liegen kaIU1, weil jede Gerade mit der Wende tangente einen Punkt ge-
meinsam hat und daher mindestens 1 GrenzUbergang stattfindet. Eine Kurve ungerader Ordnung
kann daher nur dem Typ 1 angehören, bei welchem AnzatJI der Ecken - Anz8ill der Granzabschni tte +
Anzahl der Gebiete = 1 ist. und die Fllichen nicht orientiert werden können. Dem anderen Typ ~2)
kann nur eine Kurve gerader Ordnung ohne Wendetangente ungehoren. Aber nicht alle Kurven ge-
rader Ordnung ohne Wendetangenten haben diese ~igenschaften. Es können beide Typen bei diesen
Kurven vor~o=en.

Die Zalll, welche die "Klässe der Kurve" angibt, ist identisch mit dem höchsten vorkornlilenden

Wert der Punktgebiete. llindestens ein Gebiet hat den niedrigsten vorkoIlDnenden Wert. Er muß

nicht "r.~ll" sein. Eine Einteilung der Kurven nach dem htichsten vorkoIlDnenden Wert der Punkt-
gebiete allein. wie dies Ublich ist, :j.st daher nicht ganz sllc!Jgemäß.

Der Unterschied zwisclJen dem htichsten und dem niedrigsten vorkoIlDnenden Wert der Punktgebiete

ist immer eine gerade Zahl.

PUr jedes Punktgebiet läßt sich eindeutig bestimmen: ein es begrenzender Bogen liegt konkav
)zu ihm, begrenzt es konkav, wenn die Punkte des Gebietes innere sind in bezug auf den Grenz-

bogen; er liegt konvex zu ihm, begrenzt es konvex, wenn die Punkte des Gebietes liußere sind
in bezUl; auf den Grenzbo(1;en. Verläßt man das Punkt8'ebiet iiber einen konkav begrenzenden Bogen,
dann koIlDnt mun in ein Gebiet höheren Wertes, verläßt man es über einen konkav begrenzenden
B06en, dann koIlDnt man in ein Gebiet niederen Wertes.

Diese Charakterisierung kann auch auf die Wende tangente ausgedehnt werden. In jeder Umgebung
.jedes Punktes der iiendetangente gibt es solche Punkte, die kei ne Tangente an die Kurveniiste
der Wendestelle entsenden, quasi innere Punkte, um solche, die 2 Tangenten an die Kurveniiste
der ,lendesteIle entsenien, quasi äußere Punkte.

Daher kann der Begriff der konvexen und konkaven Grenze erweitert werden: koIlDnt man beim Uber-
scru'ei ten einer ,.endetarJgente in ein Gebiet htiherel' Klasse, dann gelte sie als konkav liegend,
kommt ~n in ein Gebiet niederer Klasse, dann gel te sie als konvex liegend zum Ausgangsgebiet.

Die AJizahl der Schnittpunkte einer ',iendetangente mit der KUlve und den anderen Wendetangenten
einschließlich dem \iendepunkt serbst ist gleich der Anzatll der Grenzabsc!lni tte, in die die
\iendetangente gegliedert wird. Ähnlich bei der Kurve, die ebenfalls in sich geschlossen ist,
wie eine Gerade. Die Anzahl der Doppelpunkte und Sc!lnittpunkte mit den Wendetangenten, zu denen
auch die Wendepunkte gehtiren, ist gleich der Anzahl der Grenzabschnitte, in die die Kurve ge-
gliedert wird. Dubei werden zunächst alle Punkte doppelt geziihlt, die Doppelpunkte einmal als
Punkte des einen, dann als Punkte des anderen Bogens, die Schnittpunkte mit den Wendetangenten
einmal als Punkte der Kurve, dann als Punkte der Wendetangente, die Schnittpunkte zweier Wende-
tangenten einmal als Punkte der einen, dann als Punkte der aIrleren Tangente. Da aber im Sinne
frliherer Ausf~en alle diese Punkte als "Eckpunkte" nur einmal gezählt werden sollen, ist
clie Anza)il der "Grenz bögen" oder "Grenzstrecken" doppelt so groß, wie die der Schnittpunkte
der I:;enannten drei Arten.

.Ji~3e Relution bleibt auch erhalten, l~enrJ man die Spitz punkte als ßck~e betrachtet und
demgemäß die beiderseits derselben anschließenden Btigen als zwei verschiedene zählen muß.
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Wegen P - g + F . 1 oder 2 und g = 2p ergibt sich die Anzahl der Punktgebiete je nach Typ
der Kurve~' s p + 1 (Typ 1) oder F = P + 2 (Typ 2).

Ein Gebiet, das nur konkav begrenzt ist, hat jenseits aller Grenzen Gebiete höheren Wertes,

es sei, um einen bildhaften Ausdruck zu haben "Senke" genannt. Ein Gebiet, das nur konvex

begrenzt ist, hat jenseits aller Grenzen Gebiete niederen Wertes, es sei "Kuppen genannt.

Alle anderen Gebiete mit sowohl konkaven, als auch konvexen Grenzen seien "Ubergangsgebiete".

Sie können den Charakter eines "F.anges" eines "Sattels" oder eines "mehrfachen Sattels" haben.

In jeder Flächengliederung gibt es unter den p + 1 oder p + 2 Gebieten mindestens eine Kuppe

und mindestens eine Senke. Sind mel~ere vorhanden, dann können sie gleichen oder verschiedenen

iiert haben. Es können nie zwei Kuppen oder zwei Senl<en aneinander grenzen. Es müßte dazu die
Grenze zwischen beiden konvex oder konkav nach beiden Seiten sein, was nicht möglich ist.

Die einfachste Flächengliederung, bestehend aus hur einer Kuppe und einer Senke, wird durch

die Eilinie hervorgerufen. Sie hat keinen Eckpunkt, einen Bogen und 2 Gebiete. Sie hat ein

Gebiet - die Kuppe - in dem Gerade liegen können, ihre Flächen sind orientierbar. Sie sind
daher vom Typ 2 trotzdem f-g+F = 0-1+2 a 1 ist und nicht 2. llier liegt eine bedeutsame Aus-
nahme zu der oben genannten (noch nicht bewiesenen) Itegel vor.

~s gibt auch eine Flächengliederung, bestehend nur aus einer Kuppe und einer Senke, vom Ty~ 1.
Sie wird von der zu sich selbst polaren Kurve 3. Ordnung 3. Klasse mit einer Wendestelle. und

einer Dornspitze hervorgerufen, l~t kein Gebiet, in dem eine Gerade liegen könnte und ihre

Flächen sind nicht orientierbar. Je nachdem, ob man den Spitz punkt als Eckpunkt zählen möchte

oder nicht, ergibt sich fiiI' P - g + F = 2 - 3 + 2 . 1 - 2 + 2 . 1.

Mrill kann die elementaren UmformUXlo~n vom Gesichtspunkt der Flächengliederung aus betrachten.

Zur Erleichterung dessen sind in den Bildern 1 bis 6 die Punktfelder betont und durch unter-
schiedliche Schraffierung die verschiedenen Werte der einzelnen Gebiete gekennzeichnet. Es

handel t sich um relative Wertunterschiede, die an jeder Grenze "2" betragen, nicht um abso-

lute Werte, da diese vom Verlauf der ganzen Ubrigen Kurve ab~ingen.

Aui' den ersten 13lick ist durch die Darstellung zu erkennen, daß alle Bilder 1, 2, 3 und 4

sowie die jeweils linken Bilder 4 und 5 echte Umformungen zeigen, solche, bei denen die
Gliederung des Punktfeldes verändert wird. Bei den rechten Bildern 4 und 5 scheint kei~

echte Umformung vorzuliegen. Dies stimmt aber nur, solange einseitig das Verhältnis der
KuI~e zum Punktfeld betrachtet wird. Bedenkt man die zueinander polare Situation der jeweils
linken und rechten Einzelzeichnung in Bild 4 und 5, dann erkennt man:

Die Aui'lösung eines dreifachen Punktes hat Die Auflösung einer dreifachen Tangente hat
nur Einfluß auf die Gliede~ des Punkt~ nur Einfluß auf die Gliede~5 des Strahlen-

feldes und damit evtl.auf die Klasse der feldes und damit evtl. auf die Ordnung der

Kurve, nicht auf die Gliederung des Strah- Kurve, nicht auf die Glieder~{ des Punkt-

lenfeldes und damit nicht auf die Ordnuoog feldes und damit nicht auf die Klasse der

der Kurve. Kurve.

Auch die rechten Bilder 4 und 5 geben echte Umformungen der Kurve wieder, aber solche, die

sich nur im Strahlenfeld auswirken, wie sich die linken Bilder 5 und ~ nur im Punktfeld aus-

wirken. Im Gegensatz dazu wirken sich alle Umformungen der Bilder 1 bis 4 in beiden Feldern

gleichzeitig entsprecllend polar aus.

Bei den bisherigen Uberlegungen, außer bei der Betrachtung von Bild 4 und 5, wurde angenommen

daß keine mehrfachen Punkte vorhaooen sioo. In die folgenden BetrachtUIlgen soll jeder Punkt durch
den zwei und mehr eigentliche oder uneigentliche Kurvenbögen gehen, eingeschlossen sein. Unter

uneigentlichen Kurvenbögen werden die quasikonkaven bzw. quasikonvexen iJendetangenten verstanden.

Die allgemeine Regel vom geschlossenen lieg durch das gegliederte Punktfeld gilt auch dann, wenn

dieser Weg eine ~~linie um einen mehr1'achen Punkt ist, die so gelegt wird, daß außer diesem

mehrfachen Punkt kein weiterer mehrfacher Punkt innerer Punkt dieser Eilinie ist.

Lfings dieses Weges muß es eine gerade Anzahl GrenzUberschrei tungen geben, von denen ebensoviele
über konkav liegende wie über konvex liegende Bögen fill~en. Und zwar sind es doppelt soviele
Grenzüberschrei tungen als durch den Punkt Bögen gehen. Es muß mindestens eine Kuppe und eine
Senke angetroffen werden, und diese liegen immer einander gegenUber. Zwischen einer Kuppe und
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einer Senke liegen entweder nur Übergungs{,~biete oder eine ~le icre Anzahl von Kuppen und
::ienken lilit oder ohne Ubergangsgebiete. Duraus ergeben sich bei mehrfachen Bögen: Es kännen
,nie zwei Kuppen oder SeI1k.eIl .mein~ergrenzen, sie können auch nicht nur durch Ubergangs-
gebiete voneinander getrennt sein, sondern zwischen zwei Kuppen muß mindestens eine, aber
judenfalls eine ungerade Anzahl von Senken liegen ebenso wie ~iischen zwei Senken eine un-
gerade Anzahl von Kuppen liegen muß. Ubergangsgebiete, die auch immer einander gegenüber-
liegen müssen, können trotzdem in beliebiger Anzahl an beliebigen Stellen hinzutreten.

Aus diesem Grund ist es nicht leicht zu sagen, wieviele verschiedene Fl~chengliederungen
rings um eiTlen mehrfachen Punkt durch verschiedene Anordnung der Bögen möglich sind. Beim

zweifachen Punkt ist es nur eine mit (K-U-S-U) Kuppe - Ubergangsgebiet - Senke - t~ergangs-

gebiet. Beim dreifachen Punkt gibt es die beiden in Bild 5 und 6 darges tell ten Möglichkeiten

K-S-K-S-K..S und K-U-U-S-tJ-tJ.

Beim vierfacheh Punkt gibt es aber auch nur zwei ~öglicllkeiten, erst beim fUnffachen Punkt
vier,~ beim sechsfachenPunkt fünf, beim siebenfachen Punkt sieben usw.

Einen l~erbiick über die Vielz"al t der ~:öglichkei ten bei einem mehrfachen Punkt mit n Bögen

könnte man sich folgendermaßen verschaffen: Die Gesamtzahl der Gebiete rings um den Punkt

ist 2n. Davon können 2 einander gegenüberliegende als 1 Kuppe und eine Senke herausgegrif-

fen werden. Die restlichen 2(n - 1) Gebiete sind dann Ubergangsgebiete. Es können auch
2 x 3 ~aarweise einander ffegenUberliegende Gebiete in der Folge K-S-K-5-K-5 herausffegriifen .
werden und die verbliebenen 2(n - 3) als Über~angsgebiete beliebig d~zwisc1~ngelegt werden.
Wei ter 'können 2 x 5 Gebiete in der Folge K-S-K-5-K-3-1~-S-K-5 herausgegriffen tierden und die
restlichen 2(n - 5) verteilt werden und so fort ...

. p(n - 1) n(n - 1)

Löst man den mehrfuchen Punkt uuf J.n 2 Doppelpunkte, dann entstehen 2 - 1
Punkte, n(n - 2) Grenzbögen und ~ + 1 Flächen neu. In diesem Zustand der Kurve geJten
die schon angegebenen Beziehungen g = 2p f. p + 1 oder p + 2. r'ür jeden mehrfachen Punkt
muß sie entsprechend obiger Formeln modifiziert werden.

Da I~TJl- 1J - n(n - 2) +~!!!~ + 1J = 0 ist, iirIlert die Auflösung des mehrfachen
Punktes nicht die Type der FlächenteJ.lung.

- . -

Zum Abschluß noch ein praktischer Hinweis für das Studium von Flächengliederungen vorgegebener

Kurven. r~n geht am besten fol&'endermaßen vor:

1. Man ergänzt die Kurve durch ihre Wendetangenten.

2. t-lan markiert sich am 'Rand des Zeichenfeldes nach "IeIcher Riehtung die
J

Wendetangente als konkav gilt.

3. toJan bestimmt für irgend einen Punkt des Zeichenbereiches die Anzahl
der 'rnngenten an die Kurve Und schreibt den Wert ein.

4. ~;an wandert nun von diesem Punktgebiet aus nach allen Richtungen
über die Grenzen und schreibt je nachdem, ob man eine konkave oder
konvexe Grenze überschreitet ins nächste Gebiet einen um 2 höheren
oder niedrigeren~ert ein.

Das Verfahren ist uuch antlendbar, \ienn die Kurve nicht in sich ge3chlossen ist, sorrlern ein

JIonfu.Jl[(Selement A.a und ein fi:ndelement B.b hat. Man behandelt Anf~1s- und E:ndelement wie

eine 'ilendetangente mit dem Untersctded, daß der i'lertzuwachs (bzw. die Wertabnahnle) bei Über-

schreitu~ nur 1 beträgt.
- . -

Es sei noch darauf. hingewiesen, daß, ebenso wie jedem Punktgebiet, auch jedesr. Grenzbogen \UKl
;jede!i1 i!;ckpunkt ein Wert zugeordnet tierdenkAnn: die Zahl der TaJlgenten liUS einem Punkt des

i,ogeoo bzw. aus dem I::ckpunkt.
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THE GOLEM OF PRAGUE
AN D TH E GOLEM

OF REHOVOTH

Gershom Schalem

When, 11 )'ellr aga, Gershom Ihe C.olem was alive-i( you can a destructive power on its own.

Schalem, the {oremost authont)' o{ call such a slate alive. For the Wilh a last elforl he slrelched out ,

Dur da)' on ]ewi.sh m)'.stici.sm, heard Golem could wort and do lhe bid- his arm and lore Ihe Holy Name
that the Wei%mann Institute at ding o( his master and per(orm all out o( lhe Golem's lnoulh, where-

Rehovoth in I.srael had comPleted kinds o( chores (or hirn, helping upon lhe Golem (eIl to the ground .

the huilding o{ a new computer, he hit!! and the Jews o( Prague in and lurned into a mass of lifeless

told Dr. Chaim Pekern, who many ways. Bul lhe pool crealure clay.

"fathered" the computer, that, in hi.s could not speak. He could respond In anolher version o( the same
oI'inion, the most apt>ropriate to orders and he could sorl lhem legend, which is recounled of a

name for it ljiould be Golem, No. 1 out, but no more Ihan lhal. greal Rabbi in l6lh-cenlury Poland,

("Q9/em Ä.leph"). Dr. Pekeri.s lhe Rabbi IS success(ul in stopping

~t<I~,it.t hut onl)' on ALL THIS went very weIl for a time; Ihe Golem, bul Ihe heap of day
co.-ilition thaI Professor Schalem the Golem was even given his dar falls upon and kills hirn. However,

lIIould dedicate the computer and o( fest on tbc Sabbath, when God's the most (amous version in Jewish

explain wh)' it should be so nllmed. crealures are not supposed to do lore of the idea of the Golem as

what tol/ows are Prote.r.sor Schol- any work. Every Sabbalh the Rabbi a human cre;lture on d subhuman

ern's dedicatory remarks, which would remove the slip o( paper plane is the ODe involving Rabbi

were delivered at the Wei%mann wilh Ihe Name o( God on il, and Loew. It is only appropriale lO

Institute on June 17. 1965.-ED. the Golem would become inani- mention Ihat Rabbi Loew was not

male fOT the dar, nothing hut a only Ihe spiritual, hut also Ihe

ONCE upon a time Ihere was a massive conglomerate o( dar cells actual, ancestor of Ihe great malhe-

great Rabbi in Prague. His name (in Ihose days Ihey were not yel matician Theodor von Karman

was Rabbi jehuda Loew hen speaking o( "litlle gray cells"). One who, I recall, was extremely proud

Beulel and he is known in jewish Friday a(ternoon, however, Rabbi o( this anceSlor o( his in whom he

tradition as the Maharal o( Prague. Loew forgot to remove Ihe Name saw the first genius of applied

A (amous scholar and mystic, he is (rom Ihe Golem's moulh and went mathematics in his (amily. BUl we

credited by jewish popular lradi- to Ihe G~eat Synagogue f!( Prague may sa(ely say ~at Rabbi Loew

clon wilh Ihe creation o( a Golem lO pray wlth the commurnty and to was also Ihe spiritual ancestor o(

-a creature produced by the magi- receive the Sabbalh. The dar bad two other departed Jews-I mean

tal power of man and taking on barely drawn to a dose and Ihe John von Neumann and Norbert

human shape. Rabbi Loew's robot people welf getting ready (or the Wiener-who contributed more

was made o( clay and given a son ushering in o( Ihe holy dar, when lhan anyone else lO Ihe magic thal

of lire by heing in(used with Ihe the Golem began to get restive. He has produced Ihe modern Golem.

concernrated power o( the Rabbi's grew in stature and, like one mad, It is Ihe lalest embodiment o( Ibis

mind. This great human power is, began tearing about in the Ghetto, magic which we are privileged to

however, nothing but a reftection of threatening to destroy everylhing. dedicate today, the Golem of

God's own creauve power, and The people did not know how to Rehovolh. And, indeed, Ihe Golem

there(ore, after having gone through stop hirn (rom running amok. A of Rehovolh can weil compele Wilh

an the necessary procedures in report of the panic soon reached lhe Golem o( Prague.

building his Golem, llie Rabbi the Alt-Neuschul where Rabbi
finally put a slip o( paper into its Loew was praying. The Rabbi Now, THIS WEA o( Ihe Golem is

mouth wirb the mystic and ineffable rushed out into Ihe street to con- deeply ingrained in the thinking

Name o( God written on it. So long front bis own creature which seemed o( Ihe J ewish mystics o( the Middle

ilS lhis seal remained in his mouth, to have outgrown hiiJ1 and become Ages known as the Kabbalists. I
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want 10 give you at least an inkling language of the -Y'almud. the tell you a parable. An architect
of what lies behind the idea. It academic colleagues are denoted by built many hauses. cities, and
mav be rar removed from what the the same word that is used (or ma- squares, hut no ODe could copy his

m~ern electronic engineer and ap- gicians: quite a nice ambiguity. art and compete with hirn in knowl-

plied mathematician have in mind Just as the human mind remains edge and skill until two rnen per"

when they concoct their own species infinitely inferior to the all-encom- suaded hirn to teach thent the secret

of (:'olem-and yet, all theological passing divine intelligence of God, of the art. When they bad learned
Irappings notwithstanding, there is so does the Golem's intelligence how to do everything in the fight

a straight line linking the two de- lag behind the human-thai is to war. they began to anger hirn with

lIelopments. SOlY. it lacks that spontaneity wh ich ward!. Finally, they broke with

As a matter o( (act, the {'.olem- alone makes Man whal he iso But hirn and became architects on lheir
a creatllre created by human intel- still, even on a subhuman plane, own. excepl that what he charged
liKence and concentration, which is there is in the Golem a repl~senta- a guinea for, they did tor len shil-

controlled by iL~ creator and per- tion of Man's creatille power The lings. When people noti(;~d this,

forms tasks set by hirn, bUl which universe, so the Kabbalists tell us, they ceased honoring the artisl and

al the same time may halle a dan- is built essentially on the prime instead gave their commissions to

gerous tendency to outgrow that elements of numbers and leIters, be- his renegade pupils. So (;otl has
rontrol and develop destructive cause lhe letters of God's language made you in His image anti in His

polentialities-is nothing bUl a reßected in human language are shape and form. But now that you

. replica of Adam, the /irsl Man him- nolhing hut concentrations of His have crealed a man like Him,

self. God could create Man from a crealive energy. "I-bus, by assem- people will say: There is no God

heap of clay and invest hirn with bling these elements in all their pos- in lhe world beside these two!

a spark of His divine life force and sible combinations and pernillta- Then Jeremiah said: "What solu.

intelligence (this, in the last tions, the Kabbalist who contem- tion is therer' He said: "Write the

analysis. is the "dilline image" in plales the mysteries of Creation alphabets backward with intense
which Man was creatal), Without radiales same of lhis elementary concentration on the earth. Only

this intelligence and the sponta- power into the Golem. "The cre- do not meditate in the sense of

neous creativilY of the human ation of a Golem is then in same building up. as you did before, but

mind, Adam would have been way an affirmalion of the produc- the other war around," So they did,

nothing hut a Golem-as, indeed, tive and creative power of Man. and the man became dust and ashes
he is called in same of the old rab- It repeau, on however small a scale, before their eyes,
binic stories interpreting the Bibli- the work of creation. Il is indeed significant that

cal account. When there was only Nietzsche's famous cry, "God is

Ihe combination and culmination BUT THERE JS a more sinister side dead," shollid have gone up first
of natural and malerial forces, and to this too. According to one o( the in a Kabbalistic text warning

before thaI all-important divine first texts we have on the Golem, against the making of a Golem and

spark was breathed into hirn. Adam the prophet Jeremiah was busying linking the death of God to the

was nothing hut a C,olem. Only himself alone with the Selcr Yetsirah realizalion of the idea of the Golem,

when a ti ny bit of (;oo's creative ("The Book o( Creation"') when In the development of this con-
power was passed on did he be. a heavenly voice went forth and ception the Golem hat always ex-

come Man, in the image of God. said: "Take a t,umpanion," Jere- isted on two quite separate planes,

Is it, then, any wandeT lhat Man rniah, obeying, chose his son Sira, The one was the plane of ecstatic

shollid try to do in his own small and they studied Ihe book together experience where the ligure of day,

war whal God did in the begin- tor three years. Aflerward, they set infused with all those radiations of

ning? about combining the alphabets in lhe human mind which are the
There is, however, ahitch: Man accordance with the Kabbalistic combinations oE the alphabet, be-

can assemble the forces of nalure- principles of combination, group- came alive tor the ßeeting moment

identi/ied by hirn as the basic forces ing, and ward formation, and a of ecstasy, but not beyond it, The

of malerial creation-and combine man was created to them, on whose other was the legendary plane

them into a semblance of the hu- forehead stood the letten, YHWH where Jewish folk tradition, having

man pattern. But there is one thing Elohim Emeth, meaning: God the heard of the Kabbalistic specula.

he cannot give to his product: Lord is Truth, But Ibis newly tions on the spiritual plane, trans-
speech, which to the Biblical mind created man bad a kniEe in his lated them into down-to-earth tales

is identical with reason and intui- hand, with which he erased the and traditions like the ones I

tion, The Talmud teils a little letter al~ph from the word emt!lh quoted at the beginning. The

story: "Rabha crealed a man and ("truth"'); there remained the ward Golem, instead of being aspiritual

sent hirn to Rabbi Zera. The Rabbi melh ("dead"'), Then ,Ieremiah experience o( man, became a tech-

spoke to hirn but he did not an- rent hisgarments (because of the nical servant of man's needs, con-
swer. Whereupon the Rabbi said: blasphemy, God is dead, now im- trolled by hirn in an uneasy and

You must have teen made by my plied in the inscription) and said: precarious equilibrium,

colleagues of the academy; return "Why have you erased the al~ph
to your dust," In Aramaic, the from emethr' He replied: "1 will THIS IS WHI:U we may weil ask
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some questions, comparing the are optical illusions and deceit, and (;olem are found to be sadly
Golem of Prague with that of thaI wbat count!, after all, is lJte lacking. Ellerybody speculates about

Reholloth, the work of Rabbi mind at work. And hefe the Golem what is to become of the more au-

Jehuda Loew with the work of Pro- of Rehovoth rnay be at an advan- vanced [arms of the Golem. ßut it

fessor-or should I say, Rabbi?- tage. Extemal beauty hat been de- seems that rar the time heinI( anti

Chaim Pekeris. nied to hirn. What kind of spiritual for quite some time to come, we

1. Have they a basic conception beauties lurk inside, we shalliearn are saddled with a Golem that will

in common? 1 should say, yes. The in due time, I hope. only do what he is told. There is

old Golem was based on a myslical 4. Can the new Golem grow in still a lang, lang stretch ahead to

rombination of the 22 letters of the stature and productivity? He cer- that Utopian figure of a Golem,

Hcbrew alphabet, which are the tainly can, although with growing about whom the famous cartoon

elements and building-stones of the productivity we rather expect the in the New Yorkerspoke. It showed

world. The new Golem is based on Golem of Rehovoth to shrink in two sci~ntist! standing in great em.

a simpler, and at Ihe same time size and to take on a more attrac- barrassment before this entI-of-<1ays

more intricate, system. Instead of tive and becoming exterior, Golem as they scanned the tape

22 elements, it knows only o( two, Whether the Golem of Prague could giving OUt his latest information.

the two numbers 0 and I, con.. correct his mistakes, I doubt. -nIe The caption read: "The damned

stituting the binary system of new Golem seems to be ahle, in thing says: Cogito, ergo sum."

representation. Everylhing can be some ways, to leam and to improve 6. And this brings me lO my last

translaled, or tTansposed, into these hirnself. This makes the modern question: Can the Golem lalle? In

two basic signs. and what cannot Kabbalist! more successful than the an old book, we read same sayinRs .

be so expTessed c~nnot be red as ancient ones, and I may congratu- about the Golem altributetl to the ,
information to the Golem. I daTe- late them on this score. There i. Rabbi o[ Prague. Here is one of ~

say the old Kabbalists would have even more to it. The old Golem, them: "The Golem was neller ill, ; I

been glad to learn of this simplifica- we learn, seTved his malteT by fOT he was immune tO every impulse

tion of theiT own system. -"his is bringing wateT co the hause 'rhe lO do evil, from which all illness
progress. new ODe serves his Rabbi, Chaim sterns. And the Golem had tO be

2. What ma).es the Golem work? Pekeris, by calcuiating the move- created without the sexual urge;
In both cases it i$ energy. In lhe meßt of the ocean tides-a some- fOT, if he had had thaI instinct,

old Golem it WH the energy of what more progressive type of no woman would halle been safe

speech, in the new on~ it is elec- activity, so far as water is con- from him." Now I have to leave it

tronic energy. .In the case of che cerned. to you to answer lhis query. For

Kabbalists it wa:. the Shem ha- 5. What about memory and the .I am really at a loss what to think.
MephoTash, the fully-interpreted faculty of speech? As for memory,

and expressed and differentiated we don't know how the otd Golem
name of God. Now, it is still diller- scored. The new ODe certainly shows ALL MY DAYS I have been complaiD.

entiation according to a given ßYS- a great improvement-although he ing that the Weizmann .Institute

tem and interpretation of signs and has, I am sorry to say, occasional has not mobilized the funds to

ciphers which makes the Golem lapses of memory and other mo- build up the Institute tor Experi-

work. memary weaknesses which cause mental Demonology and Magic

8. What about human shape? trouble to his makers. The prog- which I have for so long proposed

Here I must admit to SOlDe qualms. reIS of the new Golem is thus to establish there. They preferred

Certainly the Prague Golem was linked tO a certain r~ession from what they call Applied Mathe-
never very attractive as a human the previous state. Adam never fell matics and its sinister possibilities
being, hut he seems to have borne ill, acrording to the Rabbis, and to my more direct magical ap-

some resemblance to the human the same goes tor the old Golem of proach. Little did they know, when

countenance-which, I am souy to the Kabbalists. The new one, alas, they preferred Chaim Pekeris to

state, cannot be said of OUT present shows a deplorable propensity in me, what they were letting them-

Golem of Reholloth. It still hai a this direction. And as rar speech, se.lles in for. So I resign myself and

lang war to go, to be moulded into and all that it implies-I m~an say to the Golem and its creator:

an acceptable shape. You can say, the spontaneity of int~lligence develop peacefully and don't des-

of course, that these external shapes -both the old and the new troy the world. Shalom.
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