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11.1 Das Problem der Volumendefinition

Einleitend wollen wir uns mit der Frage beschéiftigen, ob man fiir jede Teilmenge A C
R™ ein n-dimensionales Volumen p(A) definieren kann, das eine Reihe von verniinftigen
Eigenschaften erfiillt? Zum Beispiel soll das Volumen einer klassischen Fliche im R? ihr
geometrischer Flicheninhalt sein und das Volumen eines “klassischer Korpers” im R3 sein
geometrisches Volumen. Wir stellen auflerdem folgende “verniinftige” Forderungen an eine
Volumenfunktion p: p sei eine Funktion mit nicht negativen Werten

p:ACR" — pu(A) = Volumen von A € [0,+00] := [0,400) U {400}
mit den folgenden Eigenschaften:
1. Ist A C B, so gilt p(A) < u(B) (Monotonie).
2. p ist translationsinvariant, d.h. fiir g € R™ gilt u(A + zo) = p(A).

3. Ist W = [a1, b1 X. . .X[an, by] C R™ ein Quader, so ist u(W) das geometrische Volumen,
d.h.

p(W) =T —a))
j=1
4. Sind Ay, As, ... abzdhlbar viele disjunkte Teilmengen des R™, so gilt

u( G An> = i w(Ay) (o — Additivitit).
n=1 n=1

Erstaunlicherweise kann man sich sehr schnell davon iiberzeugen, dass eine solche Volumen-
funktion fiir kein n € N existieren kann. Alle Beispiele und Beweise, die dies zeigen, benutzen

das Auswahlaxiom. Wir setzen dessen Giiltigkeit in diesem Analysis-Grundkurs voraus.

Satz 11.1. Es ewistiert keine Funktion p : P(R™) — [0,00] mit den FEigenschaften (1)-(4),
d.h. ein n-dimensionales Volumen kann nicht fir alle Teilmengen des R™ definiert werden.

Beweis: Angenommen g : P(R") — [0, +00] wiire eine Abbildung mit den Eigenschaften
(1)-(4). Wir betrachten auf [0,1]" C R™ folgende Aquivalenzrelation:

r~y<—=z—yecqQ.

Sei A C [0,1]™ eine Teilmenge, die aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element enthélt.
Wir betrachten die Menge

B:= |J A+{}

re[—1,1]»nQ~

Da Q™" abziahlbar ist, ist B die Vereinigung abzahlbar vieler Mengen. Des Weiteren gilt

1. B ist eine disjunkte Vereinigung: Sei r1 # r2. Angenommen, a + r; = a + ro fiir
a,a € A. Dann folgt a —a =ro — 71 € Q7, d.h. a ~ a, also a = a. Somit wére r, = ro,
was im Widerspruch zur Annahme steht.

2. Wir betrachten u(B). Nach Definition ist

[0,1]" c B C [-1,2]".



Aus der Monotonie von p folgt 1 < u(B) < 3™. Wegen der o-Additivitit und der

Translationsinvarianz von p gilt dann auch

1< ) pA+A{r}) <3"
re[—1,1]"NQ —u(A)
w(B)

Um p(B) zu erhalten, wird p(A) unendlich oft addiert. Dies bleibt aber nicht
beschrinkt, da u(A) > 0. Damit haben wir einen Widerspruch erhalten. H

Auch wenn man die Forderungen an das Volumen etwas abschwicht und z.B. an Stelle der
o-Additivitdt nur noch die Additivitiat fordert, bekommt man Probleme. Wir wollen dies
hier an zwei paradox erscheinenden Eigenschaften von Kugeln erliutern. Eine Ausarbeitung

von T. Neukirchner zu diesen Paradoxien findet man im Anhang 11.8.

Das Banach-Tarski-Paradox:

Sei B3 = {x € R?|||z|| < 7} C R3 die Vollkugel im R? vom Radius . Man kann die Kugel
B? in Mengen Ay, ..., A, und die Kugel B3 in Mengen A, ..., Ay, zerlegen, so dass jede
Menge A; kongruent zu :4: ist, wobei ¢« = 1,...,m. Kongruenz bedeutet hier, dass eine
Euklidische Bewegung T; existiert, die A; in Awl iiberfithrt. Als 2. Kugel kénnte man auch
eine von beliebig grofem Radius nehmen. Man kann also die Kugel B} beliebig vergrofiern,

indem man sie geeignet zerschneidet, die einzelnen Teile bewegt und wieder zusammenfiigt.

Das Hausdorff-Paradox:
Die punktierte Einheitskugel Bf\{0} C R?® kann man derart in 3 zueinander kongruente
Teilmengen A;, A, A3 zerlegen, dass auch A; U As kongruent zu Aj ist.

Es kann also keine Funktion geben, die jeder Teilmenge des R™ ein “n-dimensionales Volu-
men” zuordnet. Man mochte aber natiirlich ein Volumen fiir Teilmengen haben. Der Ausweg
besteht darin, ein Vulumen nicht fiir alle Teilmengen, sondern nur fiir eine bestimmte Aus-

wahl von Teilmengen zu definieren. Die wichtigsten Konstruktionen im R™ sind dafiir

1. Das Jordansche Volumen

w(A) wird fiir bestimmte beschriinkte Teilmengen A definiert. Man approximiert dazu
A von innen und von auflen durch Wiirfel und fordert, dass das Supremum der inneren
Wiirfelvolumen gleich dem Infimum der dufleren Wiirfelvolumen ist. Ist dies der Fall,
so nennt man die entstehende Zahl das Jordan-Volumen von A. Dies fiihrt auf die
Verallgemeinerung des Riemann-Integrals fiir Funktionen mehrerer Variablen. (Das
wurde in Kapitel 8 der Vorlesung Analyis IIla vom WS 2007/08 behandelt, hier aber

nicht vorausgesetzt).

2. Das Lebesgue-Maf3
Dabei wird das Volumens fiir eine groflere Klasse von Teilmengen als in 1. definiert,

z.B. auch fiir unbeschrénkte Teilmengen. Dies wird in dieser Vorlesung behandelt und
fiihrt auf die Definition des Lebesgue-Integrals.

Das Ziel von Kapitel 11 der Vorlesung besteht in folgendem:



1. Wir wollen den Begriff des Volumens (Mafles) fiir Teilmengen einer beliebigen nicht-
leeren Menge X mathematisch prizisieren. Wir benétigen dazu 3 Objekte (X, A, pn):
X ist eine nichtleere Menge
A C P(X) beschreibt diejenigen Teilmengen von X, deren “Grofie” wir messen wollen
(“meBbare Mengen”)

w: A— [0,00] ist eine Vorschrift, die jeder mebaren Menge ihre Grofle zuordnet
(MaB)

2. Wir wollen eine Integrationstheorie fiir Abbildungen auf einem Mafiraum (X, A, )
herleiten. Jeder “mefibaren” Abbildung f: X — R wollen wir dabei einen "Mittelwert

bezgl. 1’ zuordnen, d.h. ein Integral

)Zfdu: ?

Dieses Integral soll das Riemann-Integral aus Analysis I (Kapitel 7) und Analysis
ITa (Kapitel 8) verallgemeinern und das Mafl p beschreiben: Ist A € A eine mefibare
Menge und y 4 die charakteristische Funktion von A

1xzeA
XA(‘T):{O rd A’

so soll gelten

n(A) = / xadp

X

Ist insbesondere A = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, so soll fiir ein geeignetes Mafl

w auf R das Riemann-Integral entstehen, d.h.

i(A) = Linge(4) = R — / xa(x)dz
A

Anwendungen der Mafltheorie findet man z.B. in der

e Analysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten

Wir werden in Kapitel 11 insbesondere das Lebesgue-Integral fiir Funktionen f : R® —
R definieren. Die Differential- und Integralrechnung auf Mannigfaltigkeiten (lokal Eu-
klidische Réume) fiihrt man auf die Differential- und Integralrechnung im R™ zuriick
(siehe Kapitel 9 von Analyis ITIa) und die Vorlesungen zur Differentialgeometrie (Ana-

lysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten).

e Funktionalanalysis

Ein zentrales Thema der Funktionalanalyis ist die Untersuchung des Spektrum von
selbstadjungierten Operatoren in Hilbertrdumen. Ein wesentliches Hilfsmittel dazu
sind Spektralmafe.

e Stochastik
Die Stochastik baut wesentlich auf der Mafitheorie auf. Zur mathematischen Model-

lierung zufilliger Prozesse werden Wahrscheinlichkeitsrdume benutzt, d.h. Mafirdume
(X, A, 1) mit pu(X) = 1.



11.2 o0-Algebren und Mafle

11.2.1 Definition und Beispiele

Wir beschreiben zunéchst diejenigen Mengen, die wir messen wollen.
Sei X eine nichtleere Menge und P(X) ihre Potenzmenge, d.h. die Menge aller Teilmengen

von X.

Definition: Ein nichtleeres Mengensystem S C P(X) heifit
e Ring, falls fiir alle A,B € S gilt AUB €S und A\B € S.
e Algebra, falls fiir alle A, Be Sgilt AUB €S und X\A € S.

e o-Algebra, falls die Vereinigung abzéhlbar vieler Mengen aus S ebenfalls in S liegt
und mit A € S auch X\ A4 € S gilt.

Satz 11.2. Ringe, Algebren und o-Algebren haben folgende Eigenschaften:
1. Ist R C P(X) ein Ring, so gilt
e DR

« ABER= ANBER.
° Al,...AmER:> UA17
;=1

K2

K2

A, eR.
=1

2. Ist A C P(X) eine Algebra, so gilt
o ), X €A
o A ist ein Ring.
3. Ist R C P(X) ein Ring mit X € R, so ist R ist eine Algebra.

4. Sei A eine o-Algebra. Sind Ay, As, As, ... abzdhlbar viele Mengen aus A, dann gilt
ﬂ A € A.
k=1

5. Der Durchschnitt beliebig vieler o-Algebren ist eine o-Algebra.

Beweis: 1. Sei R ein Ring.
e Da R nicht leer ist, gibt es eine Menge A € R. Folglich ist () = A\A € R.
e ABER=ANB=A\(A\B)€eR.

e Die dritte Aussage beweist man durch Induktion
2. Sei A eine Algebra.
e Ac A= X\Ac A= X =AU(X\4) € A
e ) =X\X € A
e Seien A, B € A. Dann gilt
A\B =AN(X\B) = (X\(X\A4)N(X\B)=X\((X\A)uB)e A .
———
cA

Den Rest beweist man analog. [ |



Beispiele
1. A ={X,¢} und Ay =P(X) sind o-Algebren.
2. Sei £ C P(X) ein beliebiges nichtleeres Mengensystem. Dann ist
LE= ) A

ECA
A o-Algebra

eine o-Algebra, die man die von &£ erzeugte o-Algebra nennt. Dies ist die kleinste o-
Algebra, die £ enthélt.

3. Sei f: X — Y eine Abbildung und A eine o-Algebra auf X. Dann ist

fLA={BcCY| fB)ecA

eine o-Algebra auf Y (die durch f induzierte o-Algebra). (Ubungsaufgabe 11.1)

4. Sei X eine unendliche Menge und A := {4 C X | A endlich oder X\ A endlich}.
A ist eine Algebra, aber keine o-Algebra.

5. Sei X =R"™.
Mengen der Form W = [a1,b1) X ... X [an,b,) C R™ nennen wir halboffene Quader.
Eine Menge A C R™, die die Vereinigung endlich vieler paarweise disjunkter halboffener
Quader ist, nennen wir Figur.
Im folgenden bezeichne &, die Menge der halboffenen Quader im R™ und
Ry :={0} U{A C R™ | A ist eine Figur im R"} die Menge der Figuren.
R, ist ein Ring, aber keine Algebra (Ubungsaufgabe 11.3).

6. Sei (X, d) ein metrischer (oder topologischer) Raum und bezeichne
O(X) die Familie der offenen Teilmengen,
F(X) die Familie der abgeschlossenen Teilmengen,
K(X) die Familie der kompakten Teilmengen von X.

Das Mengensystem B(X) := A, (O(X)) heifit Borelsche o-Algebra auf X.

Eine Teilmenge A € B(X) nennt man eine Borelmenge des metrischen Rauems (X, d).

Es gilt (Ubungsaufgabe 11.4):

(a) B(X) = A;(O(X)) = As(F(X)).
(b) Ist X = R™ mit der Euklidischen Metrik. Dann gilt:

B(Rn) = AU(O(R")) = AG(]:(RTL)) = AU(IC(R")) = AU(Sn) = AU(Rn)

Definition: Ein Paar (X, .A), wobei X eine nichtleere Menge und A C P(X) eine o-Algebra

ist, heiffit mefbarer Raum.
Definition: Sei R ein Ring auf X und p: R — [0, 00] := [0, 00) U {o0} eine Funktion.
w heiflt Inhalt auf R, falls

1. u(@) =0 und
2. p ist additiv, d.h. fiir alle disjunkten Mengen A, B € R gilt u(AUB) = pu(A) + u(B) .



1 heilt g-Inhalt auf R, falls

1. u(¢) =0 und
2. p ist g-additiv, d.h. sind Ay, As, As, ..., abzihlbar viele, paarweise disjunkte Ringele-

mente mit |J Ap € R, so gilt
k=1

o oo

p(J Ar) =D n(Ap).
k=1 k=1
Ein o-Inhalt p : A — [0, 00] auf einer o-Algebra A heifit Ma8 auf A

Ein Tripel (X,.A, 1) aus einer nichtleeren Menge X, einer o-Algebra A und einem Maf
p auf A heift Mafraum. Die Mengen aus A heiflen meflbare Mengen des Mafiraumes
(X, A, p). Die Mengen A € A mit p(A) = 0 heiflen Nullmengen des Mafiraumes.

Satz 11.3 (Eigenschaften von Inhalten). Sei R ein Ring, pn: R — [0, 00] ein Inhalt auf
R und A,B € R.

1. Ist A C B, so gilt 1(A) < u(B) (Monotonie).
Ist zusdtzlich pu(A) < oo, so gilt f(B\A) = u(B) — u(A).

2. W(AU B) + (AN B) = u(A) + pu(B)

8. Sind Ay, As, ..., Ay € R so gilt

4. Seien Ay, Ay ... abzihlbar viele paarweise disjunkte Mengen aus R mit |J A; € R.
i=1
Dann gqilt

iu(fli) < N(DAi) :

Beweis:
1. B ist die disjunkte Vereinigung B = A U (B\A). Aus der Additivitdt von u folgt dann

w(B) = u(A) + n(B\A) = p(A).
2. AU B stellen wir als disjunkte Vereinigung AU B = AU (B\A) dar. Dann folgt

H(AU B) = ju(A) + u(B\A). (%)
B ist die disjunkte Vereinigung B = (A N B) U (B\A). Deshalb ist
u(B) = (A0 B) + u(B\A). (+5)
Ist u(B\A) < 00, so erhilt man aus (*) und (**)
u(AU B) + (AN B) = p(A) + n(B\A) + u(B) — p(B\A).
Ist u(B\A) = o0, so folgt die Behauptung, da u(B) = u(A U B) = cc.

3. Seien Ay, ..., A, € R. Wir definieren paarweise disjunkte Mengen By, ..., B,, € R durch

Bl = A1 und B,’ = AZ\(Aluqu_l) 222,,7’71



Dann gilt wegen der Additivitdt und der Monotonie von p:
M( U Ai) = u( U Bi) = ZM(Bz') < ZM(Ai) .
i=1 i=1 i=1 i=1

4. Seien A; € R, i =1,2,..., abzéhlbar viele paarweise disjunkte Mengen aus R mit |J A4;.
i=1
Aus der Monotonie folgt

iN(Ai) = u<£J1Ai> < M(Qf%) .

i=1

Dann folgt die Behauptung, indem wir den Grenzwert lim bilden. [

n—oo

Satz 11.4 (Eigenschaften von o-Inhalten). Sei R C P(X) ein Ring auf X und p: R —
[0, 0] ein o-Inhalt.

1. Sind Ay, Az, As, ... abzihlbar viele Ringelemente mit |J A; € R, so gilt
i=1

1=
oo

w(U 4;) < > u(A;) (o-Halbadditivitit)
1 i=1

1=

2. Stetigkeit von unten:

Sei Ay C Ay C ... C A, C Apy1 C ... eine monoton wachsende Folge von Ringele-
o0

menten mit |J A; € R. Dann gilt
i=1

tim u(A,) = (0 A9

n—oo

3. Stetigkeit von oben:

SeiB1 D By D...D By, D Bpt1 D ... eine monoton fallende Folge von Ringelementen
mit (| B; € R und pu(B1) < oo. Dann gilt
i=1

lim (B) = (1 B)

n—o0o

Beweis:

1. Wir definieren abzéhlbar viele paarweise disjunkte Mengen F; € R, ¢ =1,2,..., durch
B, = A und E,:=A\A 1 U...UA;_1) i>1.
Dann gilt
[j A; = G E,eR
i=1 i=1

und wegen der o-Additivitdt und der Monotonie von p

M(U A;) = M(U E;) = Z#(Ez) < ZH(Ai)

2. Wir definieren abzahlbar viele paarweise disjunkte Mengen F; € R, i=1,2,..., durch
o= A und F; = Ai\Ai—l 1> 1.

Dann gilt



und

Aus der o-Additivitdt von pu folgt
Tim p(An) =Y u(F) = p(lJ F) = ([ A0
i=1 i=1 i=1

3. Da B,, D Bjn41, gilt fir jedes n € N, dass (| B; C B, C Bj. Folglich sind alle Mafe
i=1
endlich:

w([() Bi) < u(Bn) < p(By) < o0
Wir betrachten die monoton wachsende Folge der Mengen
Ci = Bl\Bz C CiJrl = Bl\BiJrl 1= 1, 2,3,...

Die Mengen C; liegen im Ring R und es gilt

Uc U (Bi\B;) =B\ (B e R
i=1 =1
€ER

Die Folge (C;)ien erfiillt somit die Voraussetzung von 2. und es gilt wegen pu(By) < 00
1(Cr) = w(B1\Bx) = u(B1) — p(Bk) -

Daraus erhilt man

oo

Ck>: ( Bl\ﬂBk —/J,ﬂB)
i=1 k=1

kllrgo w(By) = (B1)— hm ,U(Clc) = N(Bl) (

EC8

Definition: Ein Inhalt 4 : R — [0,00] auf einem Ring R iiber X heifit g-endlich, falls

eine monoton wachsende Folge von Ringelementen X; C Xo C X3 C ... existiert mit
o0

X = U X, und /*L(Xn) < 0.
n=1

(D.h. man kann X durch eine monoton wachsende Folge mefibarer Mengen von endlichem

Maf ausschopfen).

Definition: Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Das Mafl pu : A — [0, 00] heiit vollstéindig, falls
jede Teilmenge einer Nullmenge selbst mefibar ist, d.h. ist A € A eine Menge vom Maf3
u(A)=0und B C A, so gilt B € A.

Beispiele:

1. Das Zahlmaf
Das Z&hlma$ z&hlt die Anzahl der Elemente einer Menge. Wir definieren i : P(X) —
[0, 00] durch
card(A) falls A endlich
u(A) = { “
+00 sonst

w ist genau dann o-endlich, wenn X abzéhlbar ist. p ist vollstindig (da A = P (X))

10



2. Das Dirac-Maf}
Sei p € X ein fixierter Punkt. Das Dirac-Maf§ entscheidet, ob p in einer Menge liegt
oder nicht. Wir definieren ¢, : P(X) — [0, 0o] durch

5,(A) = 1 fallspe A
PPl 0 fallsp g A

dp ist ein vollstdndiges, o-endliches Maf.

3. Sei (z,,)22, eine Folge im R"™ ohne Haufungspunkte und f : N — [0,00) eine “Ge-
wichtsfunktion”. Wir definieren py : P(R™) — [0, 00] durch

pi(A) = > f(n).
T, €A
oy ist ein vollstdndiges, o-endliches Mafl. Die o-Endlichkeit folgt, da man R™ durch
kompakte Kugeln ausschopfen kann, die jeweils nur endlich viele Folgenglieder z,

enthalten konnen, da (x,)%2 ; keinen Hiufungspunkt hat.

4. Sei X = R” und R,, der Ring der Figuren aus Beispiel 5, Kapitel 11.2.1. Fiir einen

Quader @ = [a1,b1) X ... X [an, by,) betrachten wir sein geometrisches Volumen

n

vol(Q) = [ J(bi — av).
i=1
Wir definieren den Inhalt einer Figur als Summe der Volumen der Quader, deren
disjunkte Vereinigung die Figur bildet. D.h. v, : R,, — [0, 00) ist definiert durch

Yovol(Q;) falls A= | Qi , Q; € &, paarweise disjunkt
i=1 i=1

0 falls A =0

vp(4) =

v, (A) hédngt nicht von der Zerlegung von A ab.
vy, ist ein o-endlicher o-Inhalt (Ubungsaufgabe 11.3).

11.2.2 Konstruktion von Mafirdiumen nach Caratheodory

In diesem Abschnitt lernen wir ein Verfahren kennen, mit dem man Mafiriume konstruieren
kann. Diese Konstruktion stammt von Caratheodory.
Wir gehen von einem Ring R und einem Inhalt 1 : R — [0, 00] aus. Dies ist oft einfach an-

zugeben. Wir wollen (R, 1) zu einem Mafiraum (X, A, i) erweitern mit R C A und fi|g = p.

Definition: Eine Abbildung p* : P(X) — [0, 0c] heifit duBeres Mafl auf X, falls

L. p*(0) =0.
2. AC B=p*( *(B) (Monotonie).

(A;) (o-Halbadditivitét)

A)<p
3. w( UlAn) < ;u*

n=

Bemerkung: Jedes Mafl auf P(X) ist ein duBleres Mafl (Satz 11.4), aber es existieren
duBere Mafe, die keine MafBle sind (Ubungsaufgabe 11.6).

11



Definition: (Caratheordory)
Sei p* ein dufleres Mafl auf P(X). Eine Teilmenge A C X heifit p*-mefbar, falls fiir alle
Teilmengen E C X gilt

W(E) = i (ENA) +p*(EN(X\A) ().

D.h. A zerlegt jedes E C X in 2 disjunkte Teilmengen, auf denen p* additiv ist. Da u*
o-halbadditiv ist, geniigt es in (x) > fiir alle £ C X mit u(F) < oo zu fordern.

’ N\ NS
\ \

N}

N(X\A) EoA

Die Menge aller p*-mefibaren Teilmengen von X bezeichnen wir mit A,

Bemerkungen: Es gilt (siche Ubungsaufgabe 11.7)

e 0, X € A, (nach Definition).
o Ist A C X mit pu*(A4) =0soist A y*-mefibar.
e Sind BC AC X und p*(A) =0 so ist B p*-mefbar.

Satz 11.5 (Caratheodory). Sei p* : P(X) — [0,00] ein duferes Mafs.
Dann ist (X, Ay, ¥ 4,.) ein vollstindiger Mafiraum.

Beweis:
1. Wir zeigen zuerst, dass A,- eine Algebra ist:
Da die Definition von A« symmetrisch in 4 und X\ A4 ist, gilt A € A,- genau dann, wenn
X\A € A,-. Seien A, B € A,~. Dann ist zu zeigen, dass AU B € A,-. Sei dazu E C X
beliebig und Fy := EN(AUB). Da A € A,-, gilt p*(E1) = p*(E1 NA) + p*(E1 N (X\A))
und somit

p(EN(AUB))=p"(ENA) +u" (ENBN(X\A4)) (11.1)

Wir setzen nun Ey := EN(X\A). Da B € A+, gilt p(Es) = p*(E2NB) + p*(E2N(X\B))

und somit
i (B0 (X\A)) = 5*(E 1 B (X\A)) + 4" (BN (X\(AU B)) (11.2)

Wir betrachten zunéchst den Fall p*(E N BN (X\A)) < co. In diesem Fall erhalten wir

wi(B) "L (BN A) (B0 (X\A)
ULV (BN (AUB)) — if(EN BN (X\A)) + u*(EN (X\A))
UL (BN BN (X\A) + (BN (X\(AUB)))
p(EN(AUB)) —p"(ENBN(X\A)) .
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Folglich ist AUB € A-.
Ist andererseits p*(E N BN (X\A)) = co. Dann folgt aus (11.1) p*(E N (AU B)) =
Wegen der Monotonie ist u*(FE) = co. Das zeigt ebenfalls, dass AU B € A,-

2. Wir zeigen nun, dass A,- eine g-Algebra ist:
Seien A, B € A~ disjunkt, d.h. B C X\ A. Aus (11.1) folgt dann

W (EN(AUB))=p"(ENA)+u" (ENB).

Durch Induktion erhélt man: Sind Ay, ..., A, € A,- paarweise disjunkt, so ist

n
U Ai S 'AM*
=1

und . .
pw(EN(JA) =D u(ENA) (11.3)

i=1 i=1
Seien nun Bi, Bo,... € A« abzéhlbar viele p*-meBbare Mengen. Wir miissen zeigen, dass

U B; € A,~. Dazu betrachten wir die folgende Folge paarweise disjunkter Mengen:

i=1
A1 = B1
Ai = BZ\(B1UUBZ_1) 1>1.

Die Mengen A; sind p*-mefibar und es gilt | 4; = U B;.
i=1 i=1
Aus (11.3) folgt fiir alle F C X

n

pi(B) = p(EnJB)+u (En(X\|JB)) = D> (EnA)+p (En X\ B))
=1 =1 =1 =1

> YW (ENA) + (BN (X\ | B)

Bilden wir den Grenzwert fiir n — oo, so folgt

w( zi (ENMA)+p" (En( X\UB >u*(EﬂGA¢)+u*(Eﬂ(X\©B¢))

i=1 i=1
?il B
oo
Damit gilt |J B; € A~.
i=1

3. Es ist noch zu zeigen, dass p*|4,. ein Maf ist. Nach Definition gilt x*(()) = 0. Es bleibt
also zu zeigen, dass '“*|Au* o-additiv ist. Seien dazu A, As,... € A,- paarweise disjunkte
w*-mefbare Mengen. Fiir alle E C X gilt:

p(E) = p*(EN (U Ai)) +p (BN (XN U A)) = pr(EN (A
= M*(O(Eﬁ A =Y zn:ll*(Eﬁ A;)
i=1 i=1
Fiir n — oo folgt daraus
pH(E) =Y pt(ENA;) (11.4)



Setzt man in (11.4) E = U A;, so folgt

=1

Somit ist u* ein Mafl auf A,,-

4. Die Vollstandigkeit von p* folgt nach obiger Bemerkung (Ubungsaufgabe 11.7). [

Wie erhélt man duflere Mafle? Wir geben hier eine Konstruktion an, die von einem Ring mit
Inhalt ausgeht. Andere Konstruktionen fiir metrische Raume (X, d) werden in der Ubung
behandelt (metrische duBere Mafle, Hausdorff-Mafle; man findet sie auch im Buch von J.
Elstrodt!).

Satz 11.6. Sei p : R — [0,00] ein Inhalt auf einem Ring R diber X. Wir definieren
w*: P(X) — [0,00] durch

. inf{ > u(Ayn) | wobei E C |J An, und A, € R Vn}

1% (E) = n=1 n=1

400, falls E nicht in einer abzdhlbaren Vereinigung von Mengen aus R liegt
Dann gilt:

1. p* ist ein duferes Maf$ auf X (das von p erzeugte dufSere Maf).

2. RC A
3. Ist p ein o-Inhalt, so gilt p = p*|g.

Man kann also jeden Pramafiraum (X, R, u) zu einem vollstéindigen Mafiraum (X, A,-, 1*)
fortsetzen, wobei p* das von p erzeugte duflere Mafl ist. Ein Tripel (X, R, u) nennt man

Pramafiraum, wenn g ein o-Inhalt auf dem Ring R {iber X ist.

Beweis:

1. p* ist ein duBeres Maf:

Da § € R und u(d) = 0, folgt u*(@) = 0. Wir zeigen als niichstes die Monotonie von
w*. Sei dazu A C B. Ist u*(B) = oo, so gilt die Behauptung. Wir setzen deshalb vor-
aus, dass p*(B) < oo. Sei € > 0. Nach Definition des Infimums existieren Ringelemente

A1, Ay Az, ..., mit BC |J Ay, so dass

n=1

S (A < 1 (B) + = .
n=1

DaACBC U Ay, folgt p*(A) < Z w(Ay) < p*(B) +e. Mit € — 0 folgt die Monotonie.

Es bleibt die o- Halbaddltlwtat zu bewelsen Sei (C,)5; eine Folge von Teilmengen von X.

(| C) <317 (Cn)

1J. Elstrodt: MaB-und Integrationstheorie, Springer 1998

Zu zeigen ist, dass
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OBdA kénnen wir voraussetzen, dass p*(Cy,) < oo fiir alle n € N. Sei ¢ > 0. Nach Definition
von p* existieren Mengen A, € R,k =1,2,... mit C,, C |J Ank und

k=1
o0
Z (A Cn) + 27
k=1
o0 o0
Da |J C, C |J Ap folgt nach Definition von p*
n=1 n,k=1
U Co) DD nl(Ank) <D (W (Co) +5) =D 1 (Ca) e ) o
n=1 n=1k=1 n=1 n=1 n=1

Mit € — 0 folgt die Behauptung.

2.RC Ay
Sei A € R. Zu zeigen ist, dass A p*-meBbar ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir alle
E C X mit p*(E) < oo gilt

W (E) = p*(ENA) + ' (BN (X\A)) .

Wir wahlen dazu A, € R,n=1,2,... mit £ C U A,. Es gilt:

n=1

A= (A nA)J (X\A) N4,
N—_—— ——
ER =(A,\A) N A,
N————’

ER

Da p ein Inhalt ist, folgt p(A,) = p(ANA,) + p(A4, N(X\A)) fir alle n € N und somit

DoalAn) =D AN A) + ) u(Aan(X\A) (%)

n=1 n=1

DaENAcC J(A,NA) und EN(X\A) C U (A, N (X\A)), folgt weiterhin

n=1 n=1

p(ENA) + p*(EN(X\A))

e (

IA
C8

(Ann A)) + (| (An n (X\A))  (Monotonie)
n=1

n=1

Mg

(A, N A) + Z/‘* (A, N (X\A)) (o- halbadditiv)

n=1

3
Il
_

Mg

(A, NA) + Z (A, N(X\A)) (daA,NA€eR)

3
Il
-

1=
M8
=

(An) ()

I
—

n

Wir bilden in (**) das Infimum iiber alle Mengen-Folgen (A,,)2° ; und erhalten

pH(ENA) +p* (BN (X\A)) < p*(E).

Also gilt: A€ A,-
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3. Sei p ein o-Inhalt. Wir zeigen nun, dass p*|gr = p: Fiir alle A € R gilt p*(A) < p(4). Zu
zeigen bleibt p(A) < p*(A). Wir wihlen dazu Mengen A, e R,n=1,2,... mit AC |J A,

n=1
und zerlegen A in paarweise disjunkte Mengen C,, aus R:

Ci = AnNA;eR
Cp = (ANAN(ANANU...UANA,1))ER n>1.

o0
Dann ist A = |J C, und aus der o-Additivitdt und der Monotonie von p folgt

Bilden wir nun das Infimum iiber alle solche Folgen (A,,), so erhalten wir p(A) < p*(A). Il

Das eben in Satz 11.6 definierte duflere Mafl hat eine zusétzliche Eigenschaft, die wir jetzt

definieren.

Definition: Ein dufieres Mafl p* : P(X) — [0, 0c] heifit regulir, falls fiir jede Menge £ C X
eine p*-mefibare Obermenge A D E mit p*(E) = p*(A) existiert.

Das in Satz 11.6 definierte duflere Maf ist regulidr. Man kann die Obermenge A sogar aus
der kleinsten von R erzeugten o-Algebra A,(R) C A, wihlen. (Ubungsaufgabe 11.8).

Sei (X, R, u) ein Pramafiraum. A, (R) ist die kleinste o-Algebra, die R enthilt, also gilt
As(R) C Aps. (X, A5(R), ¥ 4, (r)) ist die “kleinste” Fortsetzung des Pramafiraumes zu
einem Mafiraum und evtl. kleiner als der vollsténdige Mafiraum (X, Ay, %[ 4,,. )-

Wie verhalten sich diese Mafiriume zueinander?

Dazu fiihren wir den Begriff der Vervollstindigung eines Mafiraumes ein und zeigen, dass
im Falle o-endlichen Inhalts die o-Algebra A« die Vervollstdndigung von A, (R) ist.

Sei (X, A, u) ein Mafiraum. Wir bezeichnen im folgenden mit
A= (N € A | p(N) = 0}
die Menge der Nullmengen von (X, A, ). Desweiteren definieren wir
A ={ECX|E=AUN; Ac A, NC Ny c A%}

sowie
i AF — [0, 00]
E=AUN +— a(E) := u(A)
(@i ist korrekt definiert: Ubungsaufgabe 11.9)
Bemerkung: Nach Definition ist A C A*. Ist p vollstindig, so gilt A = A*. Ist nimlich

E=AUNecA* Ac A, NC Ny € A°, so ist auf Grund der Vollstéindigkeit N € A und
somit E € A.

Satz 11.7. Sei (X, A,u) ein Mafraum. Dann ist (X, A", i) ein vollstindiger Mafraum
( “Vervollstindigung von (X, A, u)”).
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Beweis:
1. A* ist eine o-Algebra:
Seien E; € A* i=1,2,.... Wir miissen zeigen, dass U E; € A"

Sei B; = A;UN;, A; € A, N; C N;, € A. Dann gilt Wegen der o-Halbadditivitidt von

GEﬁ:GAlLJ[OJNl und [OJNZ'CDNZ‘OEAO
1=1 =1 =1 =1 =1
€A

Also gilt: U E; € A"

=1
Sei E € A*. Zu zeigen ist, dass X\E € A"
Sei E=AUN,A€ Aund N C Ny € A°. Dann gilt
X\E=(X\A)NX\N) , X\NgCX\N
und folglich

X\E = (X\A) N [(X\No) U (XAN)\(X\No))] = [(X\A) N (X\No)] U [(X\A) N (No\N)]

N()\N cA CNo

Somit gilt X\ E € A~.

2. [i ist ein o-Inhalt. () = p(@) = 0 folgt aus der Definition. Seien E; € A* i = 1,2,...,
paarweise disjunkte Mengen und E; = A; U N;, N; C N;, € A%, A; € A. Die Mengen A;,i =
1,2,..., sind dann ebenfalls paarweise disjunkt, |J A4; € Aund J N; ¢ U N;, € A%

i=1 i=1 =1

Ue=4auvln™,

Damit gilt fiir

dass

U 2 40 = 340 = 3

[ ist also o-additiv.

3. AbschlieBend zeigen wir die Vollstindigkeit von fi. Sei E € A* fi(E) = 0 und F C E.
Wir miissen zeigen, dass F € A*. Sei dazu E = AU N, wobei A € A,N C Ny € A°. Da
i(E) = u(A) =0, folgt A € A° und somit F € E=AUN C AUN, € A°. Nach Definition
ist dann F € A", [

Satz 11.8. Sei R ein Ring auf X mit o-endlichem o-Inhalt 1 : R — [0, 00|, sei p* das von
w definierte dupere Map und fi := p*| 4, (). Dann gilt

AR = A,

Beweis: ) )
1. Wir zeigen zunéichst, dass A,(R)" C A+ Sei dazu E € A, (R)H Dann gilt

E=AUN, mitA€A,(R)C A, N CNpeA,(R).

Da u*(Ny) = ji(No) = 0 und N C Ny, folgt aus der Vollstéindigkeit von p* (Ubungsaufgabe
11.7), dass N € A,-. Somit gilt E=AUN € A,-
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2. Wir zeigen nun, dass A,« C A, (R)ﬁ Sei dazu E € Ay-. u* ist ein reguldres dufleres Maf3.
D.h. es existiert eine Menge A € A,(R) mit E C A und p*(E) = p*(A) (Ubungsaufgabe
11.8). Analog findet man ein B € A,(R) mit A\E C B und p*(B) = p*(A\E). Wir
betrachten zunéchst den Fall, dass u*(F) < co. Da A € A,(R) C A, gilt A\E € A,-
und
[i(B) = p*(B) = p*(A\E) = p*(A) — p*(E) = 0.
Wir zerlegen nun E in eine Menge aus A, (R) und eine Teilmenge der Nullmenge B: Wegen
E C Aund A\E C B gilt:
E = (A\B)U(EN B).

Da A,B € A,(R) gilt A\B € A;(R). AuBerdem ist ENB C B € A,(R)°. Folglich ist E €
AU(R)H. Sei nun p*(E) = co. Da p ein o-endlicher Inhalt ist, existiert eine Ausschépfung
von X durch Mengen von endlichem Maf, d.h.

E= U (ENX,) ,wobei X, €R und u(X,) < occ.
n=1
Folglich ist
P (ENXy) < pf(Xn) < p(Xn) < oo

Wir wenden die ebend fiir Mengen von endlichem &ufleren Mafl bewiesene Behauptung auf
ENX, € A, an und erhalten EN X, € .AU(R)’L. Da AU(R)’L eine o-Algebra ist, folgt
E=U,(ENnX,) e A, (R)". [

Wir zeigen abschlieend die Eindeutigkeit der Fortsetzung eines o-endlichen o-Inhaltes p :
R — [0, 00] auf die o-Algebra A,(R).

Satz 11.9 (Hahnscher Fortsetzungssatz). Sei y ein o-endlicher o-Inhalt auf einem Ring
R. Dann existiert genau ein Maf i auf As(R), welches p fortsetzt, d.h. fir das ilr = p
gilt. Dieses Mafs i ist o-endlich.

Beweis:

Die Existenz von fi folgt aus der Caratheordory-Konstruktion (Satz 11.6). Wir miissen noch
die Eindeutigkeit zeigen. Sei o ein weiteres Mafl auf A, (R), das u fortsetzt. Da p o-endlich
ist, 148t sich X durch eine monoton wachsende Folge (X,)$2; von Ringelementen mit end-
lichem Inhalt ausschopfen, d.h.

(@

X = Xn, Xpn€R, pX,)<oo, X,CX,4 VYn

n=1

Sei nun F € A,(R). Dann hat man auch eine monoton wachsende Ausschépfung von E:

E =

(@

(ENX,)

n=1

Da Mafle unterhalb stetig sind, folgt

o(E)= lim o(ENX,) und A(E)= lim g(ENX,).

n—oo n—00
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Es geniigt also zu zeigen, dass o(E N X,,) = G(E N X,,) gilt. Wir zeigen etwas allgemeiner
die folgende Behauptung: Sei A € R eine Menge von endlichem Mafl und Y € A, (R) eine
Teilmenge von A. Dann gilt o(Y) = fi(Y): Nach Definition ist

——

AY)=p (V) =inf¢ > p(d,) | Yl 4, 4 eR
n=1 n
=o(An)

Es gilt:
o(V) < oA < D o4 = 3 u(4n)
n n=1 n=1

Wir bilden das Infimum iiber alle derartigen Folgen (A,)%2; und erhalten o(Y) < p*(Y) =
(Y). Analog erhilt man o(A\Y) < i(A\Y). Damit ergibt sich

i(A) = 0(A) = 5(A\Y) + o (Y) < i(A\Y) + (V) = ji(A)

D.h. in der letzten Kette gilt iiberall die Gleichheit. Insbesondere ist demnach o(Y") = a(Y).
[

Wir fassen abschliefend die in Abschnitt 11.2. dargestellte Konstruktion in dem folgenden

Diagramm zusammen.

(X, R, 1) (X, P(X), %)
Pramafiraum Aufleres Maf3

|

(X7 -AM* ) M* |A,‘,* )

(X, As(R), it := p*| 4, (r))

minimale Fortsetzung Vervollst. o
. ——— | vollsténdige Fortsetzung
zu einem Mafiraum; po-endl.

zu einem Maflraum.

eindeutig falls p o-endlich.

Im néchsten Abschnitt wenden wir diese Konstruktion auf den folgenden Pramafiraum an:
X =R", R =R, = Ring der Figuren im R", u = v,, = elementargeometrisches Volumen
der Figuren (siehe Abschnitt 11.2.1)

11.2.3 Das Lebesgue-Mafl im R"

Fiir die Integrationstheorie im R™ benutzt man das “Lebesgue-Maf}”, das jetzt definiert
wird. Seien X = R", R,, der Ring der Figuren des R"

Ro={0tU{ACR"| A= U Q;, Q; paarweise disjunkte halboffene Quader}
i=1

und v, : R — [0,00) das elementargeometrische Volumen der Figuren

0 falls A =0
vol(Q;) falls A= Q; .
: =

i=1 i

3

vp(A) =
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(R™, R, v,) ist ein o-endlicher PrimaBraum. (Ubungsaufgabe 11.3)

Definition: Sei Af : P(R™) — [0,00] das von v, : R, — [0,00) erzeugte duflere Maf.

o \* heiflit dufleres Lebesgue-Mafl im R™.

L(R™) := Ax: € P(R") heifit o-Algebra der Lebesgue-(meBbaren) Mengen

An = Nl z@ny  LR™) — [0, 00] heifit Lebesgue-Maf} im R™.

B(R") = A,(R,) heiBt o-Algebra der Borel-Mengen des R" (Ubungsaufgabe 11.4).

An = A,y : B(R™) — [0, 00] heifit Borel-Lebesgue-Maf im R™.

Aus Kapitel 11.2.2 wissen wir:

L B(R") = A;(O(R")) = A (F(R")) = A, (K(R™)) C L(R™).
. (R™ L(R™), A,) ist ein vollstdndiger Mafiraum mit A\, |z, = Vy.

CBRY = L(RY),

. Das Borel-Lebesgue-Maf ist nicht vollsténdig (siehe unten).

(O B S GV N}

. LR™) ¢ P(R™), d.h. es existieren Mengen, die nicht Lebesgue-mefibar sind. (Beweis
fiir n = 1 siehe Satz 10.1.).

6. A, ist translationsinvariant, d.h. ist A € L(R™) und 2o € R", so gilt A + z¢ € L(R")
und A(A) = AM(A + z¢). (Ubungsaufgabe 11.11).

Die néchsten beiden Sétze geben eine Charakterisierung Lebesgue-mefibarer Mengen durch
offene bzw. abgeschlossene Mengen.
Satz 11.10. Sei A € L(R™). Dann gilt

1. Zu jedem ¢ > 0 existiert eine offene Menge U. C R™ mit A C Ue und A\, (U\A) <e.

2. Zu jedem € > 0 existiert eine abgeschlossene Menge F. C R™ mit F. C A und
A (A\F;) <e.

D.h. man kann Lebesgue-mefSbare Mengen beliebig gut durch offene bzw. abgeschlossene Men-

gen approrimieren.

Beweis:
1. 1. Fall: Sei A € L(R™) und A\, (A) = A\ (A) < co. Wir fixieren ein € > 0. Nach Definition

oo
von \! existiert eine Folge von Figuren A, As, As,... € R, mit A C |J Ak und
k=1

NG

N ™

> vn(Ar) < Mn(A) +
k=1

Jede Figur ist die disjunkte Vereinigung endlich vieler halboffener Quader. Wir nummerieren

alle diese Quader fortlaufend und bezeichnen sie mit W7, W5, W3, . ... Dann erhalten wir

U 4=
k=1

(@

Wy und Y wn(Ap) =) vol(Wi) (%)
! k=1 =1

1
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Wir vergrossern nun die Quader W, etwas: Seien W; Quader mit W; C intW; und

oo

> volli) < 3 (vl + )
= Z::VOI(VVZ) + g (3 * %)

Wir setzen U := [J;°, intW; C R™. Dann ist U offen und es gilt A C U. Da \,(4) < oo ist,
folgt

An(U\A) = M (U) — Zun 1ntVVl Zun An(A)

(%)

(**)(***)
Zun A4+ = = M(A) < X(A) +e— N (A) = ¢

Also gilt A, (U\A) < e

2. Fall: Sei A\,(A) = oo. Wir fiihren dies auf den 1. Fall zuriick: Sei Wy, = [k, k)" C R”
und Ag := AN Wy. Dann gilt A\, (Ax) < A ((Wy) = vol(Wy) = (2k)™ < co. Dann benutzt
man den 1. Fall fiir A und schlieffit damit auf A.

2. Sei A € LR™) und € > 0. Da dann auch X\ A € L(R"™), existiert nach 1) eine offene
Menge U C R™ mit X\A C U und A\, (U\(X\A4)) = A\, (UN A) < ¢. Die Menge F' := X\U
ist abgeschlossen. Es gilt ¥ C A und

A (A\F) = M (A\(X\U)) = M(ANU) < &

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 11.10:

Satz 11.11 (Charakterisierung von Lebesgue-Mengen). Sei A C R™ eine nichtleere
Menge. Gelte (mindestens) eine der beiden Bedingungen:

1. Zu jedem € > 0 existiert eine offene Menge U D A mit A\, (U\A) < ¢
2. Zu jedem £ > 0 existiert eine abgeschlossene Menge FF C A mit A, (A\F) <e

Dann ist A Lebesgue-mefibar.

Beweis:
1. Es gelte 1). Wir wéhlen ¢ = l mit k € N. Seien Uy, offene Mengen mit A C Uy und
A (UR\A) < +. Wir setzen B : ﬂ Ui. Dann gilt A C B und B € B(R™) C L(R") (Satz

11.2). Fiir die Dlﬁerenzmenge N = B\A gilt dann N C Ui\ A fiir alle k& € N. Folglich ist
A (N) < X5 (Uk\A) < 4 fiir alle k und deshalb A (N) = 0. Da A}, vollsténdig ist, erhalten
wir N € Ax- = L(R"). Somit ist A = B\N € L(R").

2. Es gelte 2). Wir wiihlen ¢ = ,16 mit k& € N. Dann existieren abgeschlossene Mengen Fj, C A
mit AL (A\Fy) < +. Sei B : U F, € B(R") ¢ L(R™). Dann gilt A = B U (A\B) und
A\B = A\ (U;2, Fx) C A\F},. Aus der Monotonie des #ueren MaBes folgt A (A\B) <

fir alle k¥ € N und somit A} (A\B) = 0. Wiederum aus der Vollstdndigkeit des auBeren
MaSBes folgt A\B € L(R™). Wir erhalten damit A € L(R™). |

21



Folgerung 1: Ist A € L(R™), so gilt fiir das Lebesgue-Maf$

An(A) inf{\,(U) | U offen, A C U}

sup{A\,(F) | F abgeschlossen, F C A}

Weiterhin gilt

e Fine Menge A C R"™ ist genau dann Lebesque-meflbar, wenn sie sich in der Form
A= (U,:';l Fk) UN darstellen ldsst, wobei Fy, C R™ abgeschlossene Mengen sind und
N C R" eine Lebesguesche Nullmenge ist.

e Fine Menge A C R" ist genau dann Lebesgue-meflbar, wenn es eine Darstellung der
Form AUN = Mrey Uk gibt, wobei N eine Lebesguesche Nullmenge ist und U C R™
offene Menge sind.

o Fine Teilmenge N C R™ ist genau dann eine Lebesquesche Nullmenge, wenn es zu
jedem € > 0 eine Folge von Wiirfeln Wy, Wo, W3, ... im R™ gibt, so dass

N C U intW, und Zvol(Wi) <e.
i=1 i=1

Beispiele fiir Lebesgue-Mengen:
1. Sei W ein halboffener Quader: Dann ist der Abschlufl clW und das Innere intW von W
Borel-mef3bar und es gilt

An (€lW) = A, (intW) = vol(W) .

2. Jede abzihlbare Teilmenge A C R™ ist Borel- und folglich Lebesgue-meibar und vom
Maf§ Null. Sei némlich A = |J,c{q}. Jede 1-punktige Menge {¢} C R™ ist abgeschlossen,
also Borel-mefibar. Folglich ist A € B(R™) C L(R™) und es gilt

An(A) = Z)‘n({Q}) =0.

qgeA

3.Sei E = P+ W"! C R" eine Hyperebene im R”. Die Menge E ist Borel(Lebesgue)-
mefbar, da sie abgeschlossen ist und hat das Ma Null (Ubungsaufgabe 11.12).

4. Das Cantorsche Diskontinuum C.

Das Cantorsche Diskontinuum ist eine iiberabzihlbare Borelsche Nullmenge. Wir erinnern

nochmals an die Definition dieser Menge.
e Aus [0,1] entfernt man das offene Intervall I1; = (3, 2) (mittleres Drittel)

e Aus [0,1]\I1; entfernt man ebenfalls die mittleren Drittel der beiden verbleibenden

Intervalle d.h. L 9 v 8
Li=(52) wd L= (52
2= \grg) M 2 (9 9
So fihrt man fort und erhilt die Menge
C .= [0,1]\([11 U(Igl UIQQ)U (131 U...U134) U)
N~

abg :=Uoffen
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Dann gilt:
e (' ist eine kompakte Borel-Menge.

e Nach einem Satz von Cantor gibt es eine Bijektion zwischen C' und dem Intervall [0, 1].
Folglich gilt card C = card R.

e (' ist eine Borelsche Nullmenge: Es gilt:

1
)\I(Ill) - g
)\1(I21) = )\1(122) = =
1 et 12y
ML) = 57 §=1...2"7" dh Al(Inlu...uIn2n_1)_§(§) .
Folglich ist A\ (U) = Z(%)” 323 (3)" =1 und damit

||3

=0
A(C) = A ([0,1NU) = M [07 1]) =\ (U) = 0.
e Da )\; vollstdndig ist, ist jede Teilmenge von C' Lebesgue-mefbar. Folglich gilt
card L(R?) > 2card B Es existieren also wesentlich mehr Lebesgue-Mengen als Borel-

Mengen.

Lebesgue hat bereits in seiner Promotion gezeigt, dass fiir jede Dimension n gilt:
card B(R") —card R und card E(Rn) — QCard R )

5. Jede Jordan-meflbare Menge ist Lebesgue-mefibar. Die Jordan-mef3baren Mengen werden

in den Ubungen behandelt.

Als néchstes beschéftigen wir uns mit der Bewegungsinvarianz des Lebesgue-MafBes.
Die Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Mafles:

Wir wissen bereits, dass das Lebesgue-Maf translationsinvariant ist. Es ist das einzigste
translationsinvariante Mafl auf den Lebesgue-Mengen L£(R"), das dem Wiirfel der Kan-
tenlinge 1 das MaB 1 zuordnet (sieche Ubungsaufgabe 11.12).

Wir wollen nun noch untersuchen, wie sich das Lebesgue-Mafl bei linearen Abbildungen
verhélt. Zunéchst betrachten wir Nullmengen. Zur Information bemerken wir: Bei stetigen
Abbildungen kénnen Nullmengen in Mengen vom positiven Mafl abgebildet werden. Ein
Beispiel dafiir ist die Cantorfunktion (siche J.Elstrodt II, §8)), eine von Cantor definierte
stetige, monoton wachsende reelle Funktion, die die Cantormenge C surjekiv auf [0,1]
abbildet.

Wir beweisen jetzt, dass dies bei C''-Abbildungen nicht auftreten kann.

Satz 11.12. Sei T : U C R™ — R” eine C'-Abbildung. Dann gilt: Ist A C U eine Lebes-

guesche Nullmenge, so ist auch T(A) eine Lebesquesche Nullmenge.

Beweis: Da U C R” offen ist, ist U als disjunkte Vereinigung von abzéhlbar vielen halbof-

fenen Quadern darstellbar

U=J@; mit aQ;cU

Jj=1
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Dann ist

T(A) = AﬁUQ; TJAne)) =UJrane;)

J

Folglich geniigt es zu zeigen, dass T(A N Q;) eine Lebesguesche Nullmenge ist. Da A eine
Lebesguesche Nullmenge ist, existieren nach dem Kriterium fiir Lebesguesche Nullmengen
aus Folgerung 1 zu jedem e > 0 abz#hlbar viele Wiirfel W,,,,m = 1,2,3..., so dass

AcC U intW,, und Z vol (W) <e
m=1
Sei 27y, die Seitenlédnge von W, und &, das Zentrum von W,,. Fiir € AN Q; Nint(W,,)
gilt
|2 — &mlloo ;= max {|z; = &mi| |i=1,....n} <rp
Da T eine C'-Abbildung ist, ist T'|q, Lipschitzstetig (siche Analysis IT). Somit existiert
eine Konstante M; € RT mit

1Tz — Témllco < Mjllz — Emlloc < Mj - 1,

d.h. Tz liegt im Inneren eines Wiirfels W,, mit dem Zentrum T & und der Kantenlidnge

2- Mj *Tm-
Dann gilt
(oo} (oo} .
T(ANQ;) = |J T(ANnQ;nintW,,) € | intW,,  und
m=1 m=1
D o vol(Wm) = > (2rm - Mj)" <> vol M) <e- (M;)"
m=1 m=1 m=1

Dann ist geméfl dem Nullstellen-Kriterium 7'(A N Q;) eine Lebesguesche Nullmenge. |

Satz 11.13. 1. Sei T : U C R™ — R™ eine abgeschlossene C'-Abbildung. Dann gilt: Ist
A C U Lebesgue-mefibar, so ist T(A) ebenfalls Lebesgue-mefbar.

2. Sei L : R — R"™ eine lineare Abbildung mit der Determinante DetL = 0. Ist A €
L(R™), so ist L(A) € L(R™) und fiir die Majfe gilt:

An(L(A)) = |DetL]| - Ap(A)
Beweis: 1. Nach Folgerung 1 ibt die Menge A genau dann Lebesgue-mefibar, wenn sie eine

Darstellung der Form A = ( U Fk) U N besitzt, wobei Fj, C R™ abgeschlossene Mengen

sind und N eine Lebebguesche Nullmenge ist. Da die Abbildung T abgeschlossen ist, bildet
sie die abgeschlossenen Mengen Fj, in abgeschlossenen Mengen T'(F}) ab. Nach Satz 11.12
ist T(NV) eine Nullmenge. Nach Folgerung 1 ist

o0

T(A) = ( U T(Fk)> UT(N)

k=1
ebenfalls eine Lebesgue-Menge.

2. Jede lineare Abbildung L : R — R”™ mit DetL # 0 ist ein Isomorphismus, somit ein
C!-Diffeomorphismus und insbesondere abgeschlossen. Also ist mit A € £(R"™) auch L(A) €
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L(R™). Wir miissen zeigen, dass A\, (L(A)) = |DetL|\,(A) gilt.

(a) Sei zundchst A = Q = [a1,b1) X ... X [ap,b,) C R™ ein halboffender Quader. Wir
verschieben @ in den Nullpunkt. Sei a = (aq,...,a,) und bezeichne b; den Vektor im R”",
der nur an der i. Stelle einen von Null verschiedenen Eintrag hat, und zwar die Zahl b; — a;

Das von den Vektoren by, ..., b, aufgespannte Parallelepiped bezeichnen wir mit
Plby,...,b,] := P :={z € R"| x:Zmi-bi 0<m <1}

Danngilt P=Q —a=[0,by —a1) X ... X [0,b, — a,) = Plby,...,b,].

L([’2) .

Fiir das Bild erhalten wir

also wegen der Translationsinvarianz des Volumens insbesondere vol(L(Q)) = vol(L(P)).
Aus der Algebra weifi man, dafl das Volumen eines Parallelepipeds Play, ..., a,] die Deter-
minante der von den Spaltenvektoren ai,...,a, gebildeten Matrix ist (dies ist die geome-

trische Bedeutung der Determinante). Also gilt

Vol (P[L(b1),. .., L(b,)]) = Det(L(b1) .. (H >|DetL| Vol (Q) - [DetL|.

=1

(b) Sei nun A = U eine offene Menge im R™. Dann ist U = U(;ilQJ die Vereinigung von
paarweise disjunkten halboffenen Quadern. Da L bijektiv ist, folgt

=Ur@)  mit L@ NLQ) =0.
Folglich ist

iAn LQ)) ¥ (Z/\ Qj>~|DetL|:|DetL|o>\n(U)

j=

—

(c) Sei abschlieflend A € L(R™) beliebig. Nach Satz 11.10 existiert zu jedem € > 0 eine offene
Menge U. C R™ so dass A C U, und \,,(U:\A) < e. Wir erhalten

(b)

An(L(A))

IN

An(L(U2)) 2 DetL] - An(Us) = [DetL| - (An(4) + A (U-\4))
[DetL] - (An(A) +¢).

A

Geht man mit € — 0, so folgt
An(L(A)) < |DetL|- A\, (A) (%)
Analog existiert eine abgeschlossene Menge F, C A mit A, (A\F:) < e. Dann ist

An(A) = Ay (F2) + A (A\EL) < Au(F2) + e,
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also

|DetL|(An(A) —e) < |DetL| A\ (Fr) < |DetL]|- Ay (Ue) © M (L(Ue))
= M(L(F%)) + A (L(UNF:) < A(L(A)) + [Det L] - A (U\FL)
offen
= An(L(A)) + [DetL] - A ((U\A) U (A\Fe))
< M(L(A)) + |DetL| - (e +¢)
Mit € — 0 ergibt sich
|DetL| - A\p(A) < A (L(A)). (k)
(%) und (xx) ergeben die Behauptung. |

Bemerkungen:

1. Das Lebesgue-Maf} ist insbesondere bewegungsinvariant. Sei F' : R” — R™ eine Eukli-

dische Bewegung

F(z)=Lx+xz9 , Le€O(n),z €R™
Dann gilt: Ist A € L(R™), so ist F(A) € L(R™) und A, (F(A)) = A\, (4).

2. In Kapitel 11.6 werden wir das Lebesgue-Maf8 ), (F(A)) fiir einen beliebigen C'-

Diffeomorphismus F' bestimmen (Transformationsformel fiir das Lebesgue-Integral).

Eine Modifikation des Lebesgue-Mafles erhélt man durch Gewichtung des Volumens von

Quadern:
Das Lebesgue-Stieltjes-Maf3 im R"

Sei f : R! — R eine monoton-wachsende, linksseitig stetige Funktion. Fiir einen halboffenen
n

Quader @ = [] [ai, b;) setzt man
i=1

vy ist ebenfalls ein o-endlicher o-Inhalt auf dem Ring der Figuren R,,. Das davon definierte

dufere Maf} v} heiit dufleres Lebesgue-Stieltjes-Maf} und definiert

(R™, Av;,vﬂAv*) Lebesgue-Stieltjes-Mafl im R™.
: ¥

11.3 MefBlbare Funktionen

Sei (X, A, p) ein Mafiraum. In den folgenden Abschnitten wollen wir erkliren, wie man
Funktionen f : X — R integrieren kann. Das geht nicht fiir alle Funktionen (wie z.B. das

Riemann-Integral zeigt), sondern nur fiir eine Teilklasse, die “mefbaren” Funktionen.
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11.3.1 Definition und Eigenschaften meflbarer Funktionen
Sei (X, .A) ein mefibarer Raum. Ist E C X, so ist
Ag={AcX | JAe A mit A=ANE}
eine o-Algebra auf F, die wir die “auf E induzierte o-Algebra” nennen. Ist £ = X, so ist

A=Ag.

Definition: Seien (X,.A) und (Y, B) mefibare Rdume. Eine Abbildung f : E C X — Y
heit (A, B)-meBbar (oder kurz mefbar), falls f~1(B) € Ag fiir alle B € B.

Die folgenden Eigenschaften sind mit der Definition leicht nachzupriifen:
Satz 11.14. Seien (X,.A) und (Y, B) mefbare Riume.

1. Ist S C P(Y) ein Mengensystem, das B erzeugt, d.h. fir das B = A,(S) gilt. Dann
ist die Abbildung f: X —Y genau dann (A, B)-mefibar, wenn f~1(S) € A VS € S.

2. Ist f : X =Y mefbar und E C X, so ist f|g : E —Y mefbar.

oo
3. 81 X = UX;, Xi€A und f: X — Y eine Abbildung. Sind die Abbildungen

i=1
flx, : Xis C X =Y fir jedes i € N mefbar, so ist f mefibar.

4. Ist (X, A, 1) ein vollstindiger Mafiraum und N € A eine p-Nullmenge. Dann ist jede
Abbildung f : N C X — Y mefbar. Insbesondere gilt: Ist f : X — Y mefbar und
g : X — Y eine Abbildung, die mit f bis auf eine Menge N C X vom Mafi Null
iibereinstimmt, so ist g ebenfalls mefibar.

Ist der Bildraum (Y,d) ein metrischer Raum, so betrachtet man in der Regel als B die
o-Algebra der Borel-Mengen B = B(X)

Defintion Sei (X, A) ein meBbarer Raum und (Y, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung
f : X — Y heifit A-meBbar (kurz: meBbar), falls f (A,B(X)) meBbar ist, d.h. falls
7Y U)e A VYU CY offen.

Folgerung 2: Sei (X, A) ein mefSbarer Raum, (Y1,d1) und (Ya,ds) metrische Riume und
h : Y1 — Y, eine stetige Abbildung. Ist f : X — Y7 A-mefibar, so ist ho f : X — Y;
ebenfalls A-mefibar.

Fiir die Borelmengen auf R gilt:
B(R) = A,(O(R)) = A,({[a, +00) | a € R}).

Daraus ergeben sich die folgenden Kriterien fiir die Mefbarkeit reellwertiger Funktionen
f: X — R (sieche Ubungsaufgabe 11.16)

Folgerung 3: Sei (X, A) ein mefbarer Raum und f : X — R. Dann sind folgende Bedin-
gungen dquivalent:

1. f ist A-mef$bar
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2 {zeX|f(x)>a}e A YVaeR
3 {reX|f(x)>ale A VaeR
4. {xeX|f(z)<a}e A VaeR
5. {freX|f(z)<a}e A VaeR

Fiir Konvergenzzwecke dehnt man die Klasse der reellwertigen Funktionen aus, indem man

im Wertebereich die Werte 400 und —oo zulisst. Bezeichne R die Menge
R := RU {400} U {—00} := [~00, +00].

Eine Abbildung f : X — R heifit numerische Funktion. Mit den Symbolen 400 rechnet man

wie naheliegend:

(£o00) + (£o0) = +o0
a+ (+o0) := (£0)+a (= oo VaeR

a-(£o0) (= (f£oo)-a = {

+oo a € (0, 0]
Foo a € [-0,0)

Dariiber hinaus treffen wir die folgenden formalen Festlegungen?:

0 (£o0) := (£o0)-0 := 0
(+00) + (—00) 1= (=00) + (+00) i= 0

Damit haben wir auf der Menge R die Operationen + und - eingefiihrt, die die Addition und
die Multiplikation von reellen Zahlen auf R fortsetzten. Beide Operationen sind kommutativ,
aber auf R nicht assoziativ. Das Distributivgesetz gilt ebenfalls nicht mehr.

Als nichstes legen wir auf R eine Topologie fest:

Eine Teilmenge A C R sei genau dann offen, wenn ANR C R offen ist und wenn im Falle
+00 € A (bzw. —o0 € A) ein a € R existiert mit (a,+o0] C A (bzw. [—00,a) C A). Mit
dieser Topologie erh#lt man fiir die Borelmengen auf R

B[R) := A, (O(R)) = {BUE | B€B(R),E C {+00,—0c0}}
Insbesondere gilt: B(R)r = B(R).

Definition: Eine numerische Funktion f : X — R heit A-meBbar, falls f (A, B(R))
meflbar ist.

Folgerung 3 gilt auch fiir numerische Funktionen. Mit Hilfe von Folgerung 3 beweist man
folgenden Satz (Ubungsaufgaben 11.17 und 11.18):

Satz 11.15 (Eigenschaften mefibarer Funktionen). Sei (X, A) ein mefbarer Raum.
Dann gilt

1. Sind f,h: X — R A-mefbar, so sind auch die Funktionen f +h, f-h, max(f,h),
min(f,h) und |f| A-mefSbar.

?Dies wird nicht in allen Biichern zur Maf-und Integrationstheorie so gemacht, aber in einigen, z.B. im
Buch von J. Elstrodt. Ich schlieffe mich dem an, da man dadurch in der Lage ist, auch numerische Funktionen
zu addieren und zu multiplizieren
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2. f=(f1,--, [n) : X = R" ist genau dann A-mefbar, wenn alle Komponenten
fi: X—>R,i=1,2,....,n, A-mefbar sind.

3. Sei f, : X - R, n=1,2,..., eine Folge A-mefbarer Funktionen. Dann sind die
Funktionen sup f,, inf f,, limsup f, und liminf f, ebenfalls A-mefbar.

Wir wollen nun jede nichtnegative numerische A-mefbare Funktion durch “einfache” Funk-
tionen approximieren. Sei A C X. Die Funktion x4 : X — {0,1}

0xzdA
ww={ 28

hei3t charakteristische Funktion von A.

Ist (X,.A) ein meBbarer Raum und A € A, so ist x4 : X — R mefibar (Folgerung 3).

Definition: Sei (X, .A) ein mebarer Raum. Eine Funktion f : X — R heifit einfach, falls es
paarweise disjunkte A-mefbare Mengen A, As, ..., A, und reelle Zahlen ¢y, co, ..., ¢, gibt,
so dass

n
1. X=U A; und
i=1

7

2. f=> cxa,;-
i=1
Jede einfache Funktion ist mef3bar.

Satz 11.16. Sei (X, A) ein meffbarer Raum und f : X — R eine nichtnegative A-mefSbare

Funktion. Dann existiert eine monoton wachsende Folge nichtnegativer einfacher Funktionen

(fn)sey mit f,, < f, die punktweise gegen f konvergiert.
(Wir werden dafiir die Bezeichnung f, T f benutzen).

Beweis: Sei f : X — R A-meBbar und f > 0. Wir definieren die Funktionenfolge f,, durch

2L falls f(z) €[, o), i=1,2,...2%m

n falls f(z) >n

Approximation von f im Bildbereich
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Nach Definition gilt f,, < f. Die Funktionen f,, sind einfach. Seien ndmlich

1—1 1 ) n
Ap = {z e X|f(z) >n}

Da f A-mefibar ist, sind A,;, A, € A. Da f > 0, ist X die disjunkte Vereinigung der Mengen
A, und A,;, i =1,...,2" - n. Nach Definition von f,, gilt auflerdem

i1
fo=>_ ‘XA, T XA,

on
i=1

Also ist f,, eine einfache Funktion. Wir zeigen nun, dass die Funktionenfolge (f,,) monoton

wachsend ist: Fiir die Mengen A,,; gilt:

2(i — 1) 2 — 1 2 — 1 2i
Ani = {z€X| on+1 < flz) < on+1 }U{IGX‘WSJC(I)<Z"+1}

Apg1,2i—1 Apy1,2i
Aus der Definition der Funktionen f,, und f,, 1 erhdlt man

20i—1) i—1
fn+1|An+1,‘21ﬂ—l = W = 2T = fn|An1i

. .1
2@—1_175

fn+1|An+1,2i = ontl — om >fn|Am'

Fiir die Mengen A,, gilt
A=A U{reX |n< f(z) <n+1} und

fovtlag, =n+1> fola, ., =n  uwnd  fopilin<ront1y = 7= faltn<fantiy-

Also ist die Folge (f,)52; monoton wachsend.

Wir zeigen abschlieBend, dass die Folge (f,,) punktweise gegen f konvergiert. Ist f(z) = 400,
so ist fn(z) = n fiir alle n € N und die Behauptung klar. Ist f(z) < 400, so gilt fir n € N
mit n > f(z), dass * ¢ A,, und somit

n-2"

x € U A
i=1

Deshalb gibt es eine Menge A,,;,, die = enthélt. Dann folgt

io  dg—1 1
0< — fn 0 S

Also ist lim f,(z) = f(x). [

n—oo

Satz 11.17. Sei (X,.A) ein mefbarer Raum, Y ein metrischer Raum oder Y = R. Sei
weiterhin (f, : X — Y) eine Folge A-meflbarer Funktionen, die punktweise gegen eine
Funktion f : X — 'Y konvergiert. Dann ist die Grenzfunktion f ebenfalls A-mefbar.

Beweis: Ist Y = R, so folgt die Behauptung bereits aus Satz 11.15 (3). Sei also im folgenden
Y ein metrischer Raum. Wir miissen zeigen, dass fiir jede offene Menge U C Y das Urbild
f~YU) in A liegt. Dazu betrachten wir fiir jedes k € N die offene Menge
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1
Uy :={zeY |dist(z,Y\U)> -} CY
—— k

abg
Esgilt U= |J Uyund f~2(U) = |J f~1(Uys). Es geniigt somit zu zeigen, dass f~1(U) € A
k=1

k=1
fiir alle k € N gilt. Es ist
PO = {x € X | @) €Uy} = { € X | d(f(), X\U) > 7).

Da lim f,(z) = f(x), folgt aus der Dreiecksungleichung

1) = {x€X| 3 nOENmitd(fn(x),X\U)>% VnZno}

- U N eeXdh@.x\0)> 1

no=1n>ng

{z€X | fn(2)eUs}=Ffr"(Uk)

Da die Funktionen f,, : X — Y meBbar sind, ist f,'(Uy) € A Vn € N und folglich gilt
f_l(Uk) € A H

Fiir vollstindige Mafiriume kann man die MeBbarkeitsvoraussetzung an die Folge (f,)

etwas abschwéchen.

Definition: Sei (X, A,u) ein Mafiraum. Man sagt: Eine FEigenschaft gilt auf X
“u-fast iiberall”, falls sie auf X\ N gilt, wobei N € A eine p-Nullmenge ist.

Satz 11.18. Sei (X, A, ) ein vollstindiger Mafraum, Y ein metrischer Raum oder Y = R.
Sei (fn : X — Y) eine Folge A-mefsbarer Funktionen und f : X — Y. Die Folge (f,)
konvergiere p-fast iberall gegen f, d.h.

lim f,(x) = f(x) Vore X\N,N e A"

n—oo

Dann ist die Grenzfunktion f ebenfalls A-mef$bar.

Beweis: Sei F = {z € X | f(z) = nhHH;O fn(z)}. Es gilt X = EU(X\E). Nach Voraus-
setzung ist X\E € A°. Da die Funktionen f, mefbar sind, ist auch f,|z meBbar. Nach
Definition konvergiert die Folge (f.|r) punktweise gegen f|g. Nach Satz 11.17 ist dann
fle A-meBbar. Da X\E eine Nullmenge und g vollstindig ist , ist f|x\g ebenfalls A-
meBbar (Satz 11.14). Wiederum aus Satz 11.14 folgt somit, dass f : X — Y A-meBbar ist. ll

11.3.2 Lebesgue-meflbare Funktionen auf R"
Defintion: Eine numerische Funktion f : R” — R heifit
o Borel-mefibar, falls f B(R™)-mefibar ist.

e Lebesgue-meBbar, falls f £(R™)-mefbar ist.

Insbesondere ist jede stetige Funktion f : R™ — R Borel-mefibar und somit auch auch

Lebesgue-mefibar. Man hat das folgende Kriterium fiir Lebesgue-mefibare Funktionen:
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Satz 11.19 (Lusin). Sei E C R™ Lebesque-mefsbar. Dann gilt: Eine Abbildung
f:E CR"™ — R ist genau dann Lebesque-mefsbar, wenn es fir jedes € > 0 eine abgeschlos-

sene Menge F. C E gibt, so dass
1. f auf F. stetig ist und
2. M (E\F.) <e.
(Die Bedingungen 1. und 2. heiffen Lusin-Bedingung.)

Beweis:
(<) Sei E, :={x € E| f(x) > a}. Es geniigt zu zeigen, dass E, € L(R") fiir alle a € R
(siehe Folgerung 3). Sei e > 0 und F. C E wie in der Lusin-Bedingung. Da f auf F. stetig
ist, ist die Menge

Foi=E,NF.={zeF.|f(x)>a} CF
in F abgeschlossen. Da F_ selbst abgeschlossen ist, ist F}, auch abgeschlossen in R™. Die Men-
ge E\F, ist Lebesgue-mefibar. Wegen E,\F, C E\F. folgt daraus fiir das duflere Lebesgue-
Maf3

A (Ea\Fa) S A(B\F:) = M(E\F:) <e.

Nach Satz 11.11 ist E, somit Lebesgue-mefibar.

(=) Man kann oBdA annehmen, dass f beschridnkt ist, denn wegen der Stetigkeit von
arctan : R — (=7, 7) ist
T w
= arct B -, =
g=axctanof : B — (-2 7)
ebenfalls meBbar und wenn die Lusin-Bedingung fiir g gilt, so gilt sie auch fiir f.

Wir zeigen die Lusin-Bedingung zunéchst fiir einfache Funktionen f. Sei

m
f=Y cixs, E=FEU...UE,, E €LR"), c,...,cm €R.

i=1
Da E; C R™ Lebesgue-mefibar sind, existieren nach Satz 11.10 abgeschlossene Mengen F; C
E; mit \,(E;\F;) < £. Dann ist F := F1U...UF,, C E abgeschlossen und \,(E\F) < e.
Da f|F, stetig ist und die Mengen Fi, ..., F,, paarweise disjunkt sind, ist f auf F stetig.
Somit ist die Lusin-Bedingung fiir einfache Funktionen erfiillt.
Sei nun f : E — R eine beliebige beschrinkte Lebesgue-mefibare Funktion und sei C' € R
eine Schranke fiir f:

[f(z)|<C VzelX.

Wir definieren eine Funktionenfolge durch

m falls f(z)>m
fm(x) =9 £ falls —m <& < flz)<El<m
—m falls f(z) < —m.

Dann gilt:
(a) fm ist eine einfache Funktion.

(b) Fiir m > C erhilt man

U@—ﬁMNS%—WGE

32



Insbesondere konvergiert die Funktionenfolge (f,,) auf E gleichmifig gegen f. Fiir die ein-
fachen Funktionen f,, ist die Lusin-Bedingung nach 1. erfiillt. Folglich existieren abgeschlos-
sene Mengen F),, C E, so dass

e f,, stetig auf F,, ist und
M(BE\Fp) <55 m=12,...

Fiir die abgeschlossene Menge F := () F,,, C E gilt dann
m=1

M(E\F) = A, (G (E\F) i A (E\Fo) i im
m=1 m=1 m=1

Da f,|F stetig ist und die Funktionenfolge (f.,|r) gleichmiflig gegen f|r konvergiert, ist
die Grenzfunktion f auf F stetig (Siehe Kapitel 4). Folglich ist die Lusin-Bedingung fiir f
erfiillt. [

Eine weitere Beziehung zwischen Stetigkeit und Lebesgue-MeBbarkeit gibt der folgende Satz

Satz 11.20 (Frechet). Sei E C R™ eine Lebesque-Menge und f : E C R™ — R Lebesgue-
meflbar. Dann existiert eine Folge stetiger Funktionen (f, : E — R), die A,-fast iberall

gegen [ konvergiert.

Beweis: Da f : E — R Lebesgue-meflbar ist, findet man nach dem Satz von Lusin zu jedem
k € N eine abgeschlossene Menge F), C E so dass A, (E\Fy) < % gilt und f|p, stetig ist.
Wir betrachten die abgeschlossenen Mengen Ky := F} U Fo U ... U Fy. Dann gilt

a) Ky CKyy1 VYNeN
b) flky ist stetig.
¢) M(E\Un_i En) S M(E\KN) < A (E\Fy) < & VN €eN.
Also gilt
(BN | En)=0.
N=1

Wir benutzen nun den Fortsetzungssatz von Titze aus der Topologie: Ist A C R™ eine
abgeschlossene Menge und f : A C R™ — R eine stetige Abbildung, dann existiert eine
stetige Funktion F': R® — R, die f fortsetzt, d.h. fiir die F|4 = f gilt.

Sei nun Fy : R™ — R die stetige Funktion, die die stetige, auf K definierte Funktion

}l;/\/' ‘= max (min(f|KN,N),—N>

fortsetzt. Es bleibt zu zeigen, dass Fy auf |J3_, Ky punktweise gegen f konvergiert. Sei

o)
dazu z € |J Ky. Dann ist x € Ky, fiir ein Ny und somit

N=1
Fy(z) = max (min(f|KN (z), N), 7N> VN > Nj.
———
f(@)
Folglich ist A}im Fn(z) = max (min(f(x),—i—oo), —oo)) = f(z) . |
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11.4 Integration mef3barer Funktionen

11.4.1 Definition und Eigenschaften des Integrals

In diesem Abschnitt definieren wir das Integral iiber mef3bare Funktionen auf einem Maf-
raum und studieren die Eigenschaften dieses Integrals. (X,.A,p) sei ein Mafiraum und

f: X — R eine numerische, A-meibare Funktion. Wir wollen ein Integral

/fd,uel@

X

definieren, das schone Konvergenzeigenschaften hat und das das Maf§ zuriickliefert, d.h. fiir
das insbesondere
p(4) = [xadu vae A
X

gilt. Ein solches Integral definieren wir in 3 Schritten:

1. Integral fiir einfache Funktionen
2. Integral fiir nichtnegative Funktionen

3. Integral fiir beliebige numerische Funktionen.

Definition: Sei f : X — R eine einfache Funktion und f = > ¢;x4,. Die Zahl
i=1

n

/ Fdpi=S"c(Ay)

X =1

heifit Integral von f iiber X beziiglich des Mafes p.

Man iiberpriift leicht, dass diese Definition korrekt ist, d.h. nicht von der Wahl der Darstel-

lung von f als einfache Funktion abhingt.

Satz 11.21 (Eigenschaften des Integrals). Seien f,g : X — R einfache Funktionen.
Dann gilt:

1. Die Funktion af + Bg, o, € R, ist einfach und es gilt

/(Oéf+6g)du=a/fdu+ﬁ/gdu
X X

X
X/fdu < /gdu~

X

2. Ist f < g, so gilt

Beweis: Wir stellen f und g als einfache Funktionen fiir eine gemeinsame disjunkte Zerle-

gung dar. Seien

n m
fF=>cxa » 9= dixs,
i=1 j=1

Wir wahlen dann die Zerlegung X = U(Bj N A;) und stellen f und ¢ in der Form
,J

n,m n,m
F=3 exans, » 9= Y dixans;-

i,j=1 i,j=1
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dar. Dann folgen die Behauptungen aus der Definition. [

Definition: Sei (X, A, 1) ein Mafraum und f : X — [0, c0] eine nichtnegative, numerische,
A-meflbare Funktion. Dann heifit die Zahl

/fdu::sup{/godu‘go:X—>Reinfach, gogf}E[OA-oo}

Integral von f iiber X bzgl. des Mafles u. Ist A € A, so definiert man das
Integral von f iiber A (bzgl. x) durch

/fdu 5_ZfXAdN

A

Satz 11.22. Sei (X, A, pu) ein Mafraum und seien f,g : X — [0,00] nichtnegative, A-

mefsbare Funktionen. Dann gilt
1. f<gafAe A = [fdu< [gdu
A A
2. A, Be A, ACB = [fdu< /[ fdu
A B

3. Sind A und B disjunkte Mengen aus A. Dann gilt

[ tin= /fdu+/fdu

AUB

>

[fdp=0 <= pu({zeX|f(x)>0})=0,dh f=0 pu-fast iberall.
X

Beweis: 1)-3) folgen unmittelbar aus der Definition des Integrals und den Eigenschaften
des Integrals fiir einfache Funktionen (lassen wir als Ubung). Wir beweisen nur 4.).
(=): Wir setzen E, :={z € X | f(z) > 1} Vn € N. Dann gilt E,, C E,1 und

E:={zeX|f(x)>0}= ] En

n=1

Da f meBbar ist, sind F,,, E € A (Folgerung 3.) Aus den Monotonieeigenschaften 1) und 2)
folgt

1
0—/fdu>/fd,u>/ du—fp(En) vn € N.
Also gilt u(E,) = 0V¥n € N. Aus der Stetigkeit des Mafles von unten folgt

w(E) = lim p(E,) = 0.

n—oo

(«<):Sei E:={z € X | f(z) >0} und u(F) = 0. Fiir jede einfache, nichtnegative Funktion
o< f giltdann E, :={x € X | p(z) >0} C E, also u(E,) =0 und folglich [ du=0.
b's

Aus der Integraldefinition erhélt man dann [ f du =0. [
X

Als néchstes beweisen wir zwei grundlegende Konvergenzeigenschaften fiir das Integral von

Funktionenfolgen:
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Satz 11.23 (Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz). Sei (X, A, ) ein
Mafraum, (f, : X — [0,00]) eine monoton wachsende Folge A-mef$barer, nichtnegativer
Funktionen und f : X — [0,00] die Grenzfunktion f(x):= lim f,(z), x € X . Dann gilt

lim_ nw /Mu

Beweis: Nach Satz 11.17 ist f : X — [0, 0o] mefibar. Da f,, < f,4+1 < f folgt aus Satz 11.22

[t < [ fudn< [ s
X X X

und somit

hm fndu</fdu (11.5)

Es bleibt, die Ungleichung in der anderen Richtung zu zeigen. Sei ¢ eine einfache Funktion

mit p < f. Dann ist ¢ = > ¢;ixa,. Sel A € (0,1) fixiert und E,, C X die Menge

i=1

E,:={ze X | () < fo(x)} € A

Da f, T f und Ap < f, gilt

=JE. uwd E,CEn.

Die Mengen A; C X sind mefBibar und erfiillen A; = Uzozl(Ai N E,) . Aus der Stetigkeit
des Mafles von unten folgt ©(A;) = lim p(A4; N E,) . Nach Definition ist

i=1

)\/god,u = )\ZCW(A = lim Z}\CZ/,LA NE,)
X i=1

= nILIEO/ZACZXA nE, dp = hm /A(pXE du

XA; XEn
= lim [ Apdp.
n—oo
E,
Nach Definition von E,, gilt Ay < f,, auf E,. Somit folgt
)\/gad,u< lim /fndu< lim /fndu
X E'L

Bilden wir den Grenzwert A\ — 1 und das Supremum iiber alle einfachen Funktionen ¢ < f,

so erhalten wir

/fdu < lim /fndu. (11.6)
n—0o0
X X
Aus (11.5) und (11.6) folgt die Behauptung. [
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Folgerung 4: Sei f : X — [0,00] eine A-mefbare, nichtnegative Funktion. Dann existiert

eine monoton wachsende Folge einfacher Funktionen (p,) mit ¢, 1T f (Satz 11.16) und es

/ fdu = lim / endp
X X

gilt

Folgerung 5: Sei f,, : X — [0,00] eine Folge A- mefbarer, nichinegativer Funktionen.
Dann gilt

i/fndu:/g:lfndﬂ

n=l% X

Fiir eine beliebige Folge meBbarer, nichtnegativer Funktionen gilt der folgende Konvergenz-
satz

Satz 11.24 (Lemma von Fatoo). Sei (f, : X — [0,00]) eine Folge mefbarer Funktionen.

Dann gilt

/lim inf f,, dp <lim inf/fn dp
b'e X

Beweis: Fiir den Limes inferior einer Folge gilt
liminf f,, = inf
iminf f, sup inf fr

Sei nun g, = ér>1f fx- Nach Satz 11.15 ist die Funktion g,, A-mefibar. Weiterhin gilt g, <
Ggn+1 und g, < ka Vk > n. Daraus folgt

/gndu < /fkdu Vk > n, d.h.
X X

[ontn< int [ s )
X

X

Wir wenden den Satz iiber die monotone Konvergenz auf die Funktionenfolge (g,,) an und

erhalten

/liminffndu = /supgnd,u:/ lim g,dp = lim /gndu
n n—00 n—00
X X X X

()

= sup/gnd,u < supgga/fnd,u:117£ninf/f71du.
"y R X

Als néchstes definieren wir das Integral iiber eine beliebige A-mefibare numerische Funktion
f: X —R. Seif:X — R A-meBbar. Dann sind die Funktionen

= max{f,0} >0 und f7:=max{—f,0} >0

ebenfalls A-meBbar und es gilt f = f* — f~ und |f| = f* + .
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Definition: Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Eine A-mefibare Funktion f : X — R heifit

p-integrierbar, falls

/f+du<oo und /f*d,u<oo.

X X

[ tin= [ 5ran- [ rau

X X X

Die Zahl [ fdu heiBt Integral von f iiber X bzgl. p. Ist A C X und A € A, so definiert
X

man
A/ fu = )[ Fxadp.

(Dies existiert, wenn f p-integrierbar ist).

Ist E€ Aund f: E C X — R eine nur auf E definierte y-meBbare Funktion. Dann heifit
f:E C X — R iiber E p-integrierbar, falls f integrierbar bzgl. dem Mafraum (E, Ag, uz)
ist.

In diesem Fall definiert man

Mit dem Symbol £(X, A, 1) bezeichnen wir den Raum der iiber X p-integrierbaren nume-
rischen A-mefbaren Funktionen f: X — R.

Ist f € L(X, A, pu) und E € A, so gilt offensichtlich f|g € L(E, Ag, pg) und
/f|EdﬂE:/fdﬂ-
B B

Wollen wir explizit den Namen der Variablen, die im Integrationsbereich liegen, benennen,

so schreiben wir fiir die Integrale auch die lingere Form

[ 1@ autw)i= [ 1 d
X X

Diese langere Bezeichnung wird vor allem im néchsten Abschnitt sinnvoll, wo wir die In-
tegration iiber Produktridume behandeln werden und die Faktoren der Produkte deutlich

unterscheiden wollen.

In den folgenden 3 Sitzen formulieren bzw. beweisen wir Rechenregeln fiir das Integral

p-integrierbarer Funktionen.

Satz 11.25 (Rechenregeln fiir das Integral). Seien f,g € L(X, A,pn) und o, 3 € R.
Dann gilt

1. af+fgeL(X,Ap) und ){(af+ﬁg)du:a'){fdu+ﬂ~)[gdu-

2. Ist f<g,sogilt [fdu< [gdu.
X X

5. | J fdu| < [ 1fldn
X X

4. Seien A, € A, n=1,2..., paarweise disjunkte Mengen. Dann gilt

s{ﬂfduilfdu.

n=
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5. Ist Ae A und p(A) =0, sogilt [fdu=0.
A

Satz 11.26 (Absolute Stetigkeit des Integrals). Sei (X, A, ) ein Mafraum und f €
L(X, A, p). Zu jedem € > 0 existiert ein § > 0 mit folgender Eigenschaft: Ist A € A mit

w(A) <4, so gilt
‘/fd,u‘ <e.
A

Beweis: Fiir jedes n € N definieren wir

gn(@) == { |f(z)] falls |f(z)|<n
! n falls |f(q;)| >n

Dann gilt 0 < g, < gnt1 < |f| . Weiterhin ist

X falls a <0
{gn >a} =< {|f| > a} falls0<a<n
0 falls a > n.

Da |f| A-meBbar ist, folgt {g, > a} € A fiir alle a € R. Nach Folgerung 3 sind die Funk-
tionen g, somit A-mefibar. Die Funktionenfolge (g,,) konvergiert offensichtlich punktweise

gegen | f|. Aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz folgt deshalb

lim /gndu = / | fldp -
n—oo
X X

Sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein ng € N, so dass

Og/(|f\—gn)d,u<§ YV n > ny.
b'e

Wir setzen § := 5. Fiir A € A mit p(A) <4 gilt dann

| [ sau] < [1flau= [ 11 xadi= [ (51~ gm)xadno+ [ gn, - xadu
X A X X X

9
/(|f|*gn0)dlll + Tl()~,U,(A) < 5 + n0'5:5~
X

IN

IN

Satz 11.27. Sei (X, A, n) ein Mafsraum.
1. Ist f € L(X, A, 1), so ist f u-fast iberall endlich, d.h. u({x € X | |f(z)| = o0}) =0.

2. Ist f € L(X, A, ), h: X — R A-meflbar und f = h u-fast iberall. Dann gilt
he £(X, A p) und
/fdu = /hd,u.
X X
3. Sei f e L(X, A, u), h: X — R A-mefbar und |h| < f. Dann ist h € L(X, A, i).
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Beweis:
1.Da|f|=fT+ [, gilt

{xe X||f(x)| =40} ={zc X | fT(z)=+oo}U{r € X | f (z)=+oo}.
Also geniigt es, die Behauptung fiir A-mefibare Funktionen f : X — [0, co] mit

J fdp < 400 zu beweisen. Sei M = {z € X | f(z) = +oo}. Fir k e Ngilt f> f-xm >
X
k - xnr - Folglich ist

+oo>/fd,u2k~/de,u:k-u(M) vk € N.
X X
Dann muss aber p(M) =0 gelten.

2.Sei f € L(X, A, 1), h: X — R A-meBbar und f = h p-fast-iiberall. Dann gilt f* = p*
p-fast iiberall. Es geniigt zu zeigen, dass

/fidu:/hidu.
X X

Sei A :={z € X| fT(x) # h*(z)}. Nach Voraussetzung ist u(A) = 0. Da f* = f*.xa+
ffxx\a und bt =ht - x4+ hTxx\a gilt, erhalten wir

[rraw = [fraws [Fronade
X A X

/thd;L = /hJquwL/hJr “Xx\Adp.

X A X

Wegen p(A) =0 gilt auch [ fTdu = [htdp =0. Folglich ist [ ftdu = [h*du. Analog
A A X X

folgt die Behauptung fiir f~.

3.8ei h: X — R A-meBbar und |h| < f. Wegen |h| = hT + h~ folgt 0 < h* < f und

0 < h™ < f.Da f p-integrierbar ist, gilt

0§/h+du§/fdu<oo und Og/h_dug/fd,u<oo.
X X X X

Also ist h p-integrierbar. [

Als néchstes beweisen wir einen weiteren wichtigen Konvegenzsatz fiir das Integral von
Funktionenfolgen.

Satz 11.28 (Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz). Sei (X, A, )
ein Mafraum, f: X — R A-mepbar und (f, : X — R) eine Folge A-mefibarer Funktionen
mat

1. le fulx) = f(z)  fir p-fast alle x € X.

2. FEs emistiert eine Funktion F € L(X, A, ) mit

|frn(2)] < F(x) fiir p-fast alle x € X.
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Dann ist f p-integrierbar und es gilt

/fdu: lim /fndu.
X X

Bemerkung: Fiir das Riemann-Integral benttigt man die gleichméssige Konvergenz der
Funktionenfolge (f,,) gegen f, um Integral und Grenzwert zu vertauschen. Das Lebesgue-

Integral hat also bessere Konvergenzeigenschaften als das Riemann-Integral.

Beweis von Satz 11.28: Entsprechend Satz 11.27 konnen wir, evtl. durch Abédndern der
Funktionen f, f, bzw. F auf einer Menge vom Maf} Null, folgendes annehmen: f, und f

sind A-meflbare Funktionen mit folgenden Eigenschaften
1. Fiir jedes n € N ist f,, tiber X p-integrierbar und endlich.
2. Die Folge (f,) konvergiert auf dem ganzen Raum X punkteise gegen f.
3. |fn(z)| < F(z) fir alle z € X.
Wegen 3) ist 0 < f, + F und 0 < F — f,,. Aus dem Lemma von Fatoo (Satz 11.24) folgt

0 < /liminf(fn—i—F) dp < liminf/(fn + F) du
X X
= /Fd,u + liminf/fndu (*)
X X
0 < /liminf(F—fn)d,u < /qu—limsup/fndu (%)
b'e X ‘ X

Da [ Fdu < oo und lim f, = f, folgt
X

(%) (%)
/fdu < liminf/fndu < limsup/fndu < /fdu.
X X X X

Somit existiert der Grenzwert lim [ fn,du = [ fdp. [
'IL—NDOX X

Satz 11.29 (Ausschopfungssatz). Sei (X, A, u) ein Mafiraum, (M,,) eine monoton wach-
sende Folge mefbarer Mengen, M = |J M, und f: M — R A-mefSbar. Dann gilt:

n=1
f ist iber M genau dann p-integrierbar, wenn

1. f dber jedem M, p-integrierbar ist und

2. Die Folge ( [ |f|dw), in R konvergiert.

My,
/fd,u: lim /fdu.
n—oo
My,

M

In diesem Fall ist dann

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Aquivalenz.

(=) Ist f iiber M integrierbar, so ist auch |f| iiber M und f bzw. |f] iiber jeder mefibaren
Teilmenge M,, C M integrierbar. Da M,, C M und

/Ifldué/lfldu<+oo,
M, M
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konvergiert die Folge ( I \f |d,u).
My,

(<) Nach Voraussetzung an die Folge der Mengen (M,,) gilt xar, f — f und xar,

fIT 1A

. Nach dem Satz {iber die monotone Konvergenz folgt
Jim [ = i [ (fldu= [ 171dn
M M

M?L
Nach Voraussetzung 2 ist dann

/Ifldu<oo,
M

dh |f| € L(M, An, pa) und demnach auch f € L(M, Anr, par) - Da xn, f — f, folgt
aus dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz (F = |f]), dass

ti [ fdu= lim [, fdu= [ 1 du.
M M

M,

Satz 11.30 (Integration beziiglich eines Bildmafles). Sei (X, A, u) ein Mafraum,
(Y, B) ein mefbarer Raum und T : X — Y eine (A, B)-mefbare Abbildung. Es bezeichne
Top = poT™ ' das Bildmaf auf B.

Ist f: Y — R T,pu -integrierbar, so ist foT : X — R ebenfalls pu-integrierbar und es gilt

Y/f d(T*u)Z)Zfonu-

Beweis:
1. Sei B € Bund f = xp. Dann gilt

[xwi(tn) = @B =u@B) = [xrsmdn= [ xaoTdn
Y X X
2. Ist f:Y — R eine einfache Funktion, so folgt die Behauptung aus 1.

3.8ei f:Y — [0,00] eine nichtnegative, mefbare Funktion. Dann existiert eine monoton

wachsende Folge einfacher Funktionen ¢, : Y — [0, 00) mit ¢, 1 f und

n—oo

. 2) ;.
lim [ (pnoT)dp = lim [, dTp) = [ fd(Tip). (%)
X t fon ot = |

Die Funktionenfolge (@, o T, ist ebenfalls monoton wachsend und es gilt @, 0T T foT.
Nach dem Satz iiber die monotone Konvergenz folgt

[ra@n @ in [@not)du= [(ro1) du
Y X

X

4. Seinun f:Y — R eine beliebige T, u-integrierbare Funktion. Dann wendet man 3. auf
die Funktionen f* und f~ an und erhilt die Behauptung. [
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Bemerkung: Man kann die Integration auch ausdehnen auf Funktionen f : X — FE mit

Werten in einem endlich-dimensionalen reellen Vektoraum E (z.B. E = C). Dazu fixiert man

n
eine Basis (ej1,...,e,) in E. Fiir die Funktion f = )" f;e; setzt man

=1
)Z =3 ( )[ e

11.4.2 Vergleich zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral

Satz 11.31. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist
f Lebesgue-meflbar und Lebesgue-integrierbar und das Riemann-Integral von f iber [a, b

stimmt mit dem Lebesgue-Integral von f iiber [a,b] iberein.

Beweis: Wir bezeichnen mit N C [a,b] die Menge der Unstetigkeitsstellen von f und mit

o(f,xo) die Oszillation von f in xg
o(f,xo) := (Slilr(r)lJr (bup{f(x) | |z —xo| <0} —inf{f(x) | |z — x| < 5})

Wir wissen aus Kapitel 7 von Analysis I1, dass eine beschriinkte Funktion f : [a,b] — R genau
dann Riemann-integrierbar ist, wenn die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen eine Lebesguesche
Nullmenge ist. Die Unstetigkeitsstellen kann man durch positive Oszillation charakterisieren.
Zo € [a,b] ist genau dann eine Unstetigkeitsstelle von f, wenn die Oszillation o(f, o) von
f im Punkt x( positiv ist. Folglich gilt:

N = GNn , wobei Nn:{xe[a,bHo(f,x)Z%}.
n=1

Die Mengen N, sind abgeschlossen. Deshalb sind N und A := [a,b] \ N Borel-mefibar.
1. Wir zeigen nun, dass f : [a,b] — R Lebesgue-mefibar ist. Es gilt:

FH(=00,a)) = fI3'((—00,@)) U{z € N | f(z) <a}.
Die Abbildung f|a : A C R™ — R ist stetig, folglich ist f|,'((—oc,a)) in A offen, d.h. es
existiert eine offene Menge U C R so dass UN A = f|;'((—o0, a)). Somit ist f|,'((—oc,a))
Borel-mefibar. Da Ny := {x € N | f(z) < a} C N und N eine Lebesguesche Nullmenge ist,
ist auf Grund der Vollstdndigkeit des Lebesgue-Mafles Ny ebenfalls eine Lebesgue-Menge.
Damit ist f Lebesgue-mefibar.

2. Wir zeigen nun, dass f : [a,b] — R Lebesgue-integrierbar ist und dass das Lebesgue- und
das Riemann-Integral iibereinstimmen: Da f beschrinkt ist, existiert eine Konstante C € R*
mit | f(z)| < C fiir alle x € [a,b] . Da die Majorante F' := C'- x[4,5 Lebesgue-integrierbar ist,
ist f dies auch (siehe Satz 11.27, 3).

Fiir eine Unterteilung P = {a = to < t1 < -+ < & = b} sei Bp = {to,t1,...,t;} die
Nullmenge, die aus den Teilungspunkten besteht und ¢p die Funktion

k
inf it fall € (tj_1,t;
op(z) = j;lm (f|[t],1,t,]) alls x € (tj_1,t;)

0 falls « € Bp.
Da f : [a,b] — R Riemann-integrierbar ist, existiert eine Folge von Unterteilungen P, =
{a=tn, <tn, <...<tyk, =b} von [a,b] mit |P,|| — 0 und
b

kn
R—/f(x)dx: lim S(f,P,) = lim Zinf (f|[tnj_17tnj])~(tnjft"j71) = lim / op, dA1.
j=1

n—oo n—oo

[a,b]

a
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Da f auf der Menge [a,b] \ (N UJ,~, Bp,) stetig und N UJ,~, Bp, eine Nullmenge
ist, konvergiert die Funktionenfolge (Qﬂpn) Ap-fast iiberall gegen f. Dann folgt aus dem Satz

iiber die majorisierte Konvergenz, dass

lim (ppnd>\1 = / f d)\l .

n—oo

[a,b] la,b]

Somit stimmt das Riemann-Integral mit dem Lebesgue-Integral tiberein. [

Satz 11.32. Sei I C R ein Intervall und die Funktion f : I — R Riemann-integrierbar
tber jedem kompakten Teilintervall von I. f ist genau dann Lebesque-integrierbar tiber I,
wenn | f| uneigentlich Riemann-integrierbar iiber I ist.

Das uneigentliche Riemann-Integral von f stimmt in diesem Fall mit dem Lebesque-Integral

von f dber I diberein.

Beweis: Sei [ = (a,b) CRund a < a,, < b, < b, an | a, b, 7 b. Nach Satz 11.31 ist
f = lm f-Xa,s, Lebesgue-mefibar und nach dem Satz {iber die monotone Konvergenz
gilt

b

tim R~ [ 17@)de = lim [ 1fXo,ogdh = [Ifldh ()
1 1

n—oo
An

Ist nun | f| uneigentlich Riemann-integrierbar, so ist die linke Seite von () endlich, also ist | f|
und damit auch f Lebesgue-integrierbar iiber I. Ist andererseits f Lebesgue-integrierbar, so
ist die rechte Seite von (x) endlich, d.h. |f| uneigentlich Riemann-integrierbar tiber I. Ist | f|

uneigentlich Riemann-integrierbar, so liefert Satz 11.31 und der Satz iiber die majorisierte

Konvergenz
b bn
R — /f(as)dx = lim [ f(z)dx = lim /f “Xan,bn]dA1 = /fd)\l.
n—oo n—oo
a an I I
Ist I halboffen, schliefit man analog. H
Beispiele:

1. Die Funktion f: (0,00) — R

ist uneigentlich Riemann-integrierbar, aber nicht Lebesgue-integrierbar.

2. Fiir jedes x > 0 ist die Funktion
h:(0,00) =R , h(t):=e !

uneigentlich Riemann- und Lebesgue-integrierbar. Das Integral
oo
I(x) := /e_tt‘”_ldx
0

ist die Gamma-Funktion, deren Eigenschaften wir in Kapitel 7 von Analysis II bespro-
chen haben.
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3. Wir betrachten die Dirichlet-Funktion ¢ : [0,1] — R

_J 1 ze[0,1]NnQ
5<x)_{o z € [0,1] N (R\Q)

0 ist Lebesgue-mefibar, aber nirgends stetig. Folglich ist § nicht Riemann-integrierbar.
0 ist aber eine charakteristische Funktion, also Lebesgue-integrierbar und es gilt

/fd)\l / Al =\ ([0,1] N Q) =

[0,1] [0,1]NQ

11.5 Produkte von Mafiriumen und Integration iiber

Produktriumen

Seien (X, A, 1) und (Y, B,v) MaBriume und f : X x Y — R eine Funktion auf dem Pro-
duktraum. Wir wollen f iiber X x Y integrieren. Dazu miissen wir festlegen, welches Maf3
wir auf X X Y benutzen wollen. Dieses Maf} soll so definiert werden, dass man das Integral

iiber X x Y durch schrittweise Integration iiber X und Y ausrechnen kann:
[ 1w da) - / /fxydv ))duz)
XXY

Ist zum Beispiel f : R® — R, so soll gelten

R[fdAn:R/...R/(/ /fxl,..., ) da )dis)ds ... i,

Im néchsten Abschnitt werden wir zunéchst dieses Maf3 auf dem Produktraum definieren.

11.5.1 Das Produktmafl

Als Vorbemerkung dazu betrachten wir noch ein weiteres spezielles Mengensystem, die
monotonen Systeme. Die Eigenschaften von monotonen Systemen werden wir in diesem

Kapitel als Beweistechnik benutzten.

Definition: Eine nichtleere Familie von Mengen S C P(X) heifit monoton, falls gilt

1. Ist (A,) eine monoton wachsende Folge von Mengen aus S, d.h. 4,, € S und A, C
o0
Apy1,s0gilt | A, €8,

n=1
2. Ist (B,,) eine monoton fallende Folge von Mengen aus S, d.h. B, € S, B,, D Bj41, 80
gilt N B, €S.

n=1

Fiir ein beliebiges Mengensystem £ C P(X) ist das Mengensystem

M(E) = ﬂ M
ECM

M monoton

monoton. M(E) heift monotone Hiille von £.
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Satz 11.33. 1. Jede o-Algebra ist monoton.
2. Jede monotone Algebra ist eine o-Algebra.

3. Ist £ C P(X) eine Algebra, so gilt M(E) = A (E).

Beweis: Den Beweis haben wir aus Zeitgriinden in der Vorlesung weggelassen und iiberlas-

sen ihn dem Leser als Ubungsaufgabe. [

Seien (X, A, 1) und (Y, B,v) Mafirdume. Wir wollen auf X x Y eine o-Algebra A ®, B und
ein Mal \: A®, B — [0,00] definieren, so dass fiir jedes A € A und B € B gilt

AxBeA®,B  und AMA x B) = u(A) -v(B).

Dazu betrachten wir folgendes Mengensystem disjunkter Vereinigungen

E = {E CXxY| E= U(Al x B;)  disjunkte Vereinigung
=1 A; €A B, eB iil,...,m}.

Man priift leicht nach, dass £ eine Algebra ist.
Definition: Die o-Algebra A ®, B := A,(£) heifit Produkt der o-Algebren A und B.
Nach Satz 11.33 gilt A®, B = M(E)

Sei E C X xY eine Teilmenge und x € X, y € Y fixiert. Wir betrachten die folgenden
Mengen

E, ={teY|(z,t)eE}CY 2-Schnitt von E

E, = {seX|(s,y) eE}CX y-Schnitt von E

T E, X
Satz 11.34. Sei E € A®, B. Dann gilt E, € B Yx € X und E, € A VyeY.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung fiir die z-Schnitte. Fiir die y-Schnitte geht das analog.
Sei dazu
S={FcAQ,B|E, e B Vre X} CA®,B.

Zu zeigen ist, dass S = A®, B = A,(€). Dazu geniigt es zu zeigen, dass

a) £C S und
b) S eine o-Algebra iiber X x Y ist.
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Zu a) Sei E = |J (A; x B;) eine disjunkte Vereinigung mit A; € A und B; € . Dann gilt:
i=1

B, = {t€Y|(w7t)€G(AixBl—)}:O{t€Y|(x,t)eAixBi}

i=1 =1

falls x ¢ A;

8
=90
T Bl falls x € Al

Also gilt E, € B.

Zub) Sei E € S. Dann ist

(XXxY)\El, = {teY | (@0) e (X xY)\E}={t€Y | (a,0) ¢ E}
= Y\E, e¢B daE,cB.

Also gilt (X xY)\ F € S.

Sei (E,,) eine Folge von Mengen aus S. Dann gilt

(GEn) = {teY | (zt) € GEn}z D{teY|(x7t)eEn}eB.

n=t (En)e

Also gilt U En €S. |

n=1

Satz 11.35. Seien (X, A, u) und (Y,B,v) o-endliche Mafsriume. Dann gilt fir alle E €
A®, B

1. x € X — v(E,) € [0,00] ist eine A-mefbare Abbildung.
2. yeY — p(E,) € [0,00] ist eine B-mefibare Abbildung.

3. | v(Ex)dp(x) =Ju(Ey)dV(y) :

X
Beweis: Wir definieren das Mengensystem

S={Ec€A®,B | E erfillel., 2,3} CAx,B

Wir wollen § = A ®, B = M(E) beweisen. Dazu geniigt es zu zeigen, dass

a) £C S und
b) S ein monotones System ist.
E;
m ’_/H
Zu a) Sei E € &, also E die disjunkte Vereinigung F = |J (4; X B;), 4; € A, B; € B.

=1

Der z-Schnitt E, ist die disjunkte Vereinigung E, = |J(E;),. Somit gilt v(FE,) =
i=1

oF

v((E;)z). Da

=1

3 JJEAZ‘

erhalten wir

v(Bs) = xa,(2) - v(Bi)  (¥)
i=1
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Also ist die Abbildung x € X —— v(E,) A-mefibar. Analog zeigt man, dass die Abbildung
y €Y — u(E,) B-meBbar ist und

(By) =Y xm@n(Ai)  (#)
i=1

gilt. Fiir die Integrale erhélt man
n
/V( Z/XA Bi)dp = ZV = /M(Ey)dy(y).
b'e = 1X =1 Y

b) Sei (E,) eine monoton wachsende Folge von Mengen aus S, d.h. E, C E,4 fur

alle n € N. Wir miissen zeigen, dass die Menge F : U E,, ebenfalls in S liegt. Wegen
E, =U,_,(E,), und der Stetigkeit des MaBes v von unten gilt

v(E;) = lim v((E,).).

n—oo

Jede Abbildung = € X — v((En).) , n € N, ist A-meBbar. Damit ist der Grenzwert .A-
meBbar (Satz 11.17). Analog zeigt man, dass die Abbildung y € Y — pu(E,) B-mefibar ist.
Da E,, € S, gilt nach Definition von S

/V((En)m)du(x) = /u((En)y)dV(y) VneN  (xxx)

X Y

Die Funktionenfolge (z € X — v((Ep).))52, ist monoton wachsend. Aus dem Satz iiber
die monotone Konvergenz folgt, dass

[ et = [ ki),

X Y

Also gilt F € S.

Sei nun (F,) eine monoton fallende Folge von Mengen aus S, d.h. F,,41 C F,, fiir allen € N.
Wir miissen zeigen, dass die Menge F' := ﬂ F,, ebenfalls in S liegt.

n=1

1. Fall: Sei zunéchst Fy C A x B, wobei A € A, B € Bund p(A4) < oo, v(B) < .
Mit den gleichen Argumenten wie im eben besprochenen Fall folgt aus der Stetigkeit des

Mafles von oben, dass

v(Fy) = lim v((Fy)q) und p(Fy) = lm p((Fn)y).

n—oo n—0oo

Da Fy C A x B und v(B) < oo, folgt

V((Fn)z) <v((F1)z) < xa(@) - v(B) < oo

Aus dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz folgt dann

n—oo n—oo

X X Y Y

[rtEduta) =t [o((E)du) 2 i [ u((E) i) = [ B

Also ist F' € S.
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2. Fall: Sei jetzt F} beliebig.
Da die MaBie x und v o-endlich sind, gibt es Ausschopfungen von X und Y durch Mengen

endlichen MafBes. Sei also

X =

(@
S
3

) XnEAvXnCXn+1aM(Xn)<OO

3
I
—

Y = , Y,eB, Y, CYui, v(Yy) < oo

8
<

3
Il
-

Sei weiter
N={FeA®,B| En(X,xY,)eS VneN}.

Da F; N (X, xY,) C X, xY, und X,, und Y,, endliches Maf} haben, kann man auf N die
in Punkt a) und im Punkt b) bereits bewiesenen Eigenschaften anwenden und erhélt, dass
£ C N und dass N' monoton ist. Folglich gilt N = A®, B = M(E) . Fiir die Menge

o0
F:= () Fn€ A®, B=N erhilt man deshalb

m=1

FN(X,xY,es Vn eN

Weiterhin ist F N (X, xY,) C FN (X431 X Y,41) fiir alle n € N. Wir haben bereits
bewiesen, dass die Vereinigung einer monoton wachsenden Folge von Mengen aus S wieder

in S liegt, somit gilt

F=Fn(XxY)=JFn(X,xY,) €S.

n=1

Definition: Seien (X, A, p) und (Y, B, v) o-endliche Mafirdume. Fiir E € A®, B definieren

WIr

NE)i= [ v(Ea)duto) = [ n(E,)iv(y)

X Y

A heiflt das Produkt der Mafle ;1 und v. Bezeichnung: A = p ® v.

Satz 11.36. Fiir das Produktmaff A=p®v: A®, B — [0,00] gilt
1. X\ ist ein o-endliches Maf$ auf A, B.
2. MAx B)=pu(A)-v(B) YAe A BeB.

3. Ist 7: A®, B — [0,00] ein weiteres Maf$ auf A ®, B mit 7(A x B) = u(A) - v(B)
VYA€ A, BeB. Dann gilt A\ =.

D.h. X ist die eindeutige ! Fortsetzung der Funktion u x v : A x B — [0,00] zu einem Maf
auf der o-Algebra A ®, B.

Beweis:
Zu 1.: Es gilt A(0) =0, da 0, = 0 und v(0) = 0.

49



Wir zeigen, dass A o-additiv ist: Seien dazu E,, € A®, B, n=1,2,..., paarweise disjunkte
Mengen. Dann gilt:

A([_] E,) = / v(( f_] E,), )du(z) = / y( [_'](Enu)du(x)

[

—

(e
=
&
&
IS

o3}

&

| MS

—
=
S
&
IS
=
&
[

(e
2
t
s

Wir zeigen, dass A ist o-endlich ist: Da p und v o-endliche Mafle sind, gibt es eine

Ausschopfung von X und Y durch Mengen vom endlichen Ma$.

X = JXn, XaCXpn, Xn€A p(X,)<oo

n=1
Y = Yo, YoCYu, Y,eB, v, <
n=1
Dann gilt aber
XxY = |JXuxYn) ., XyxY,€cAxBCA®,B
n=1

und die Mengen X, x Y,, haben endliches Maf}

AMX, xY,) = /u((Xn X Yz )du(x) = /Xxn(a:) ~v(Yn)du(x)
X X
= w(X,) v(Y,) <oco.

Zu 2.: Fiir das Mafl des Produktes zweier Mengen aus A und B gilt
NAXB) = [u((4x BLdn(e) = [ xale) - v(B)dulz) = u(4) - (B)
X X
Zu 3.: Um die Eindeutigkeit des Produktmafles zu zeigen, benutzen wir den Hahnschen

Fortsetzungssatz (Satz 11.9). Das Mengensystem & ist ein Ring (sogar eine Algebra) und
die Abbildung A : €& — [0, 00] definiert durch

MU B = 3w - viB)

ist ein g-endlicher o-Inhalt auf £. Dann existiert genau ein Mafl A auf A, (&) =: A®, B,
das 5\|AX3 fortsetzt. [ |

Folgerung 6: Sei F € A®, B. Dann gilt

(L@V)(E)=0 <= wEy) =0 v— fast iberall auf Y und
v(E;) =0 p— fast dberall auf X.

Wir merken uns folgenden Fakt: Das Produktmaf einer Menge E € AR, B berechnet man,
indem man iiber die Mafle der z- bzw. y-Schnitte integriert:

(49 )(E) = [ (E)dunta) = [ uE,)ivto) .
X Y

Dies nennt man das “Prinzip von Cavalieri®.
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11.5.2 Integration iiber Produktrdumen (Satz von Fubini)

Satz 11.37 (Satz von Fubini). Seien (X, A, u) und (Y, B,v) o-endliche Mafiriume.
1. Sei f: X xY — [0,00] eine A®y B-meflbare Funktion. Dann sind die Funktionen

prrrxeX — /f(x,y)dv(y) A-mefibar,
e

Yy €eY — /f(x,y)d,u(a:) B-mefsbar
b'e

und es gilt

[ saweon) = [ ([ reavw)due) = [ ( [ 1@dne)vty)
X Y Y X

XXY

2. 8ei f: X xY =R eine u® v-integrierbare Funktion. Dann sind die Funktionen

x€X — f(x,y0) integrierbar fiir v-fast alle yo € Y (d.h. auf Yy CY)
y €Y — f(zo,y) integrierbar fir u-fast alle o € X (d.h. auf Xo C X)

und es gilt:
[ saweny = [ ([ somirw)duteo) = [ ([ 1 w)du))avim)

Man schreibt anstelle von Xy bzw.Yy oft auch X bzw. Y, da man eine integrierbare Funktion

auf Nullmengen beliebig abdndern kann.

Beweis:
1. Wir beweisen die 1. Behauptung in 3 Schritten: fiir charakteristische Funktionen, fiir

einfache Funktionen und fiir nichtnegative mefibare numerische Funktionen.

a) Sei f eine charakteristische Funktion, d.h. f = xg , wobei F € A®, B. Da E, € B, ist
f(z,-) = xg, B-meBbar. Analog folgt, dass f(-,y) = xg, A-meBbar ist. Weiterhin gilt:

or(x) = / X (@, y)dv(y) = / XL dv(y) = v(Ey) .
Y Y

Nach Satz 11.35 ist die Funktion ¢ A-mefibar. Analog zeigt man, dass ¢y B-mefibar ist.
Nach Defintion des Produktmafes gilt auflerdem

/ (@ p)d(pev) = (4o v)(E)
XxXY

[ rEduto) = [ (ki)

— /(/XE(gc,y)du(y))d,u(x) :/(/XE(x,y)du(x))dV(y)~

b) Wegen der Additivitit des Integrals gilt die Behauptung auch fiir einfache Funktionen f.

c)Sei f: X xY — [0,00] eine A®, B-mefibare Funktion. Dann existiert eine monoton
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wachsende Folge von einfachen Funktionen f, : X x Y — [0,00] mit f,, T f. Die Funk-
tionenfolge ( [ fn(z,y)dv(y)) ist ebenfalls monoton wachsend. Nach dem Satz von Beppo
e

Levi iiber die monotone Konvergenz folgt

/ fdlp®v) = lim fnd (,u®1/ i / /fn:rydu

X XY " X XY
- hIn .} n 3 l,‘ d ( ) d;u“( ) liIIl J 77«(:[ ’ ) (Z)[L(([) :
/ / v ) / (/ n — F(:an) y )

Analog zeigt man die andere Formel.

2.Seinun f: X xY — R p® v-integrierbar. Wir zerlegen f = f+ — f~ wie oben. Dann
ist
/ ffdlpev) < +oo | / fdp®v) < +oo .

XXY XXY

Diese Integrale sind nach 1. gleich den iterierten Integralen und folglich sind

/(/fi(x’y)d’/(@/)>du(x) < 0
X v
/(/fi(xay)d/i(:r))dy(y) < 00

Y

Nach Satz 11.27 (1) ist dann ffi (zo,y)dv(y) < 4oo fiir p-fast alle g € X und

f [ (x,y0)du(z) < +oo fiir l/—fabt alle yo € Y. Es folgt

[ rawse) = [ rrawso - [ faue

XxXY XXY XXY
L ([ st wnaw)a - [ ([ £ @oan) )
X v X v
= /(/f+(x,y)dv(y))du(x)—/(/fi(ﬂ%y)d’/(yn du(z)
X, Y Xo Y
<+o0 <too

I
\

Die andere Formel zeigt man analog. [ |

11.5.3 Der Satz von Fubini fiir die Vervollstidndigung von Produkt-
maflen

Um Lebesgue-Integrale fiir Funktionen auf dem R"™ x R™ auszurechnen, mochte man die
iterierte Integration auch fiir diesen Fall anwenden. Der Satz von Fubini aus Abschnitt 11.5.2
ldsst sich allerdings nicht direkt anwenden, da L(R™ x R™) # L(R") ®, L(R™) gilt. Wir
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bendétigen deshalb den Satz von Fubini auch fiir die Vervollstandigung von Produktmaflen.
Dies werden wir in diesem Abschnitt behandeln. Dazu betrachten wir zunéchst Eigenschaf-

ten der Lebesque-meflbaren Teilmengen auf dem Produkt R™ x R™ . Es gilt:

1. L(R™) x L(R™) € L(R™ x R™) (Ubungsaufgabe 11.14)

2. A,(L(R™) x LIR™)) =: L(R™) ®, LR™) C L(R™ x R™)

3. LIR™) @, LR™) £ L(R™ x R™).

Um Behauptung 3. einzusehen, betrachten wir folgendes Beispiel: Sei B C R™ eine Teil-
menge, die nicht Lebesgue-mefbar ist, und p € R™. Dann liegt {p} x B in einer Hy-
perebene H x R™ C R"™ x R™, ist demnach Lebesgue-melbar mit dem Mafl Null, d.h.
{p} x B € L(R™ x R™). Andererseits ist aber {p} x B & L(R") ®, L(R™), da der z-Schnitt
von {p} x B

0 x#p
({p} x B). = { ’

Bx=p
fiir # = p nicht Lebesgue-mefibar ist (Satz 11.34).
4. Es gilt

Angmle@mye, LRm) = An @ A

Dies folgt aus der Eindeutigkeit der Fortsetzung des Mafles auf den Produktraum, da nach
Ubungsaufgabe 11.14

Antm(A X B) = A (A) - A\ (B) VA € L(R™), VB € L(R™).

5. Es gilt

LR™ x R™) = LR @y LR™) "™ und  Aperm = 3o @ A

d.h. das Lebesgue-Maf§ A\, 1, ist die Vervollstindigung des Produktmafles A, ® A, . Zum
Beweis von 5. bemerken wir zunéchst, dass

B(R" x R™) = B(R") ®, B(R™) .

Nach Ubungsaufgabe 11.14 ist niamlich B(R™) x B(R™) c B(R™ x R™) und somit per
Definition
B(R") ®, B(R™) C B(R" x R™) .

Andererseits wird B(R™ x R™) aus den halboffenen Quadern Q C R**™ erzeugt, die sich in
der Form @ = @1 X Q2 darstellen lassen, wobei @1 C R™ und @ C R™ selbst halboffene
Quader sind. Demnach ist Q C B(R") ®, B(R™) und somit

B(R" x R™) C B(R") ®, B(R™) .
Wir erhalten also
B(R" x R™) = B(R") ®, B(R™) C L(R") ®, L(R™) C L(R" x R™) .
Da BER" x R = LR™ x R™) und Apsm|s@oe, @) = An © An, folgt die

Behauptung 5.

Fiir die iterierte Berechnung von Lebesgue-Integralen benétigen wir also einen “Satz von

Fubini” fiir die Vervollstdndigung von Produktmaflen.

(X xY, A&, B, p@v)
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Satz 11.38. Seien (X, A,u) und (Y,B,v) vollstindige, c-endliche MafSriume. Sei E €
A®, B eine Nullmenge, d.h. (u®@v)(E) =0, und F C E. Dann gilt fir die Schnitte von F

1. w(Fy) =0 fir v-fast alley €Y.
2. v(Fy) =0 fir p-fast alle x € X.

Beweis: Nach Folgerung 6 ist v(FE,) = 0 fir u-fast alle x € X. Da F, C E, und v
vollsténdig ist, ist F,, € B und v(F,) = 0 fiir p-fast alle z € X. Analog zeigt man die andere
Behauptung. H

Satz 11.39 (Satz von Fubini fiir die Vervollstindigung von Produktmaflen). Seien
(X, A, p) und (Y, B,v) vollstindige o-endliche Mafrdiume.

1. Sei f: X XY — [0,00] eine A®, B-mefibare Abbildung. Dann gilt:
a) x € X — f(x,y) ist A-mefbar fir v-fast alley € Y (d.h. aufYy)
y €Y — f(x,y) ist B-mefbar fiir p-fast alle x € X (d.h. auf X)
b) v € Xo— [ flz,y)dv(y) ist A-mefbar
yeYy— }/f(x, y)du(x) ist B-mefbar.
X

o) S Iwwd@Em) = [ ([ fayde)dut) = [ (] 1@ )duz))dviy)

XXY
2.8i f: XxY =R eine AQ B -integrierbare Funktion. Dann gilt

a) y €Y — f(x,y) ist v-integrierbar fir p-fast alle x € X (d.h. auf Xo)
x € X — f(x,y) ist p-integrierbar fir v-fast alle y € Y (d.h auf Yy)

b) v € Xo [ flz,y)dv(y) ist integrierbar
e

y €Yy~ [ flz,y)du(z) ist integrierbar.
X

Q) | S)d@@w) = [ ([ dv)du) = [ ([ p)dut) ).

XXY Xo Yo
Beweis: Wir beweisen lediglich die Behauptung 1 fiir charakteristische Funktionen. Danach
schliesst man wie in Satz 11.37, dass die Behauptung 1 auch fiir einfache und nichtnegative
meflbare Funktionen gilt. Die Behauptung 2 folgt dann wie im Satz 11.37 durch Zerlegung
von fin f = f* — f~ und Anwendung von 1. auf f*.

Sei H € mu®v. Dann gilt nach Definition der Vervollstindigung

H=GUF , GeA®,B , FCEe(Ag,B)’

Fiir die x-Schnitte gilt: H, = G, U F,,. Nach Satz 11.34 ist G, € B, nach Satz 11.38 ist
F, € Bund v(F,) =0 fiir u-fast alle x € X. Demnach ist H, € B fiir u-fast alle 2 € X. Die
Menge dieser € X bezeichnen wir mit Xy. Auf X, gilt

v(H,) =v(G, UF,) <v(G:)+v(F,) =v(G:) .
~——
=0
Wegen G, C H, und der Monotonie des Mafles erhalten wir v(H,) = v(G,) . Die Funktion

xu(z,-) = xm, ist mefSbar auf Xy und fiir € Xy gilt

/ (&, y)di(y) = v(Hy) = n(G) = / xe (@ v)dv(y)

Y Y
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Die Behauptung 1.b) folgt dann aus Satz 11.37. Analog beweist man die Aussage fiir die
y-Schnitte. Weiterhin gilt:

/ xnd(@EY) = @ev)H) = (1o v)(G)

XxXY

Folgerung 7: Satz von Fubini fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen
Seien A C R™ und B C R™ Lebesque-mefbare Mengen und f : A x B C R"™™ — R eine

Lebesgue-integrierbare oder nichinegative, Lebesgue-mefsbare Abbildung. Dann gilt
/ f@ y)dAnim(z,y) = / /f (@,y)dAm ) dAn(2) Z/(/f(:v,y)d/\n(w))dkm(y)
AxB By A

Ist f das Produkt von Funktionen, d.h. f(x,y) = h(z) - g(y) fir integrierbare Funktionen
h:A—R und g: B— R, so gilt

/fd)mm— /hd/\n -(B/gd)\m>

AxB

Folgerung 8: Sei E C R" eine Lebesque-mefbare Menge und f : E C R® — R eine
Lebesgue-integrierbare oder nichtnegative, mefbare Abbildung. Dann gilt fiir das Lebesgue-
Integral

Z fir = [ xufdn, =

R™

/( /(XEf)(:vl,...,ii,...,xn) d)\n,l(gcl,...,£i7...,xn))dmi

/ /fxl,..., ) dAp— 1(x1,...,§:-,...,xn)>daci

Hier benutzen wir zur Abkiirzung das Symbol dz; fir das 1-dimensionale Lebesgue-Mafs
dAi(x;) . Fir die Schnitte E,., gilt

E:Ei = {(ylu"'aynfl) € Rn_l | (y17'~'7yi717xi7yi7"‘7yn71) € E} .

Folgerung 9: Prinzip von Cavalieri

Sei E C R™ eine Lebesgue-mefbare Menge. Dann berechnet sich das Lebesgue-Maf$ durch

)\n(E) = /)\n,l(.EgEl)dl‘z 1= 1, oo
R

(Man integriert die Mafe der x;-Schnitte von E).
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Beispiel 1: Sei A C R™ Lebesgue-meBbar und f : A — [0, 00] Lebesgue-integrierbar. Wir
bezeichnen mit Uy die Menge Uy := {(z,y) e R"™ |z € A, y € [0, f(z)]}

R
A

Il f
Uy

Dann gilt:
M(U7) = [ F@)ir(a)
A

Dies ist die Verallgemeinerung der entsprechenden Formel fiir das Riemann-Integral. Dies
folgt da

0 falls z ¢ A
(Uf)s = {teR | (z,t) €Uy} =
[0, f(x)] fallsz e A

und folglich

AnlUy) = /Al((Uf)m) dAn () = /M([O»f(x)]) dAn () =/f(9€) dAn(z)
A A

Rn

Beispiel 2: Das Volumen von Rotationskérpern im R3.
Sei f : [a,b] — R! Lebesgue-integrierbar, f > 0. Wir betrachten den Graphen der Funktion
x = f(z) in der (z, z)-Ebene und rotieren diese Kurve um die z-Achse

-
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Sei V¢ die Menge, die von der dabei entstehenden Fléche eingeschlossen wird. Vy heifit der
von f erzeugte Rotationskdrper. Es gilt

Vi ={(z,y,2) € R’ | 2 € [a,0] und 2* +1* < f(2)*}

Das Lebesgue-Maf3 von V7 ist

b
(V) =7 [ 1P ).
Um das einzusehen, berechnen wir das Mafl der z-Schnitte. Die Menge

(Vi) = {(z,y) € R? | 2® + 4 < f(2)*}
ist eine Kreisscheibe vom Radius f(z). Fiir das Ma$ gilt deshalb

Ma((Vy):) = Area(K(0, f(2))) =7 - f(2)* .

Aus dem Prinzip von Cavalieri erhalten wir

b b

Ma(Vy) = [ da= [2a((V7)2) b =7 [ FPNE) .

Vi a a

Beispiel 3: Sei A= {(z,y) e R? |0<2?2+y*> <1, x,y >0} die Viertelkreisscheibe und
f die durch f(z,y) = = -y definierte stetige Funktion. Wir berechnen das Integral von f
iiber A.

Fiir die z-Schnitte von A erhalten wir

0 falls x < 0 oder z > 1
Ul 0vVI=2?]  falls 2 € [0,1]

Fiir das Integral folgt dann aus dem Prinzip von Cavalieri

[ = [xas = [ ( 0@y duw)inue)

A R2 R R

1 Vi—z?

[(frem e [T v

1

1 oo 1 s 11 1

7/1’(1 x)dfo/(x a:)da:f4 5= 3
0 0

[\
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11.6 Die Transformationsformel fiir Lebesgue-Integrale

Fiir Riemann-Integrale kennen wir die folgende Transformationsformel. Ist ¢ : [ — I ein

C'-Diffeomorphismus und f : I — R stetig, so gilt

/f Oldt= [ f)d

I=p(I)

Dies erhilt man durch die Variablensubstitution = ¢(t). Wir wollen diese Formel auf
Lebesgue-Integrale im R"™ verallgemeinern. Dazu erinnern wir zunéchst nochmal an die
Jacobi-Matrix einer glatten Abbildung ¢ : U C R" — R™. Ist = ein Punkt der offenen
Menge U, so ist die Jacobi-Matrix von ¢ in = gegeben durch

) P

%(m) .. 8;‘2 (z)

6 2 8 2

ail (z) ... 8;’71 (z)
Dy(z) =

Oom Oom

aLm(x) aﬁ" (z)

Satz 11.40 (Transformationsformel fiir das Lebesgue-Integral). Seien U und V
offene Teilmengen des R™ und ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Eine Funktion
f:V — R ist genau dann Lebesque-integrierbar, wenn (f o ¢) - |DetDyp|: U — R Lebesgue-

integrierbar ist. Es gilt dann

/ £ A, :/(fogp)-|DetD<p| dAn.

Folgerung 10: Ist A C U eine Lebesque-mefbare Menge und ¢ : U — V ein C'-Diffeo-
morphismus. Dann ist das Bild ¢(A) C V ebenfalls Lebesque-mefbar und man kann das
Mafs folgendermafen berechnen:

An(o(A)) = / DetDp(x)| dhn(z) (%)
A

Die Lebesgue-MeBbarkeit von p(A) folgt bereits aus Satz 11.13. Folgerung 10 verallgemeinert
die Formel fiir A\, (L(A)) fiir lineare Abbildungen L : R™ — R™ aus Satz 11.13. Ist nidmlich
L linear, so gilt DL(z) = L fiir alle z € R™ und man erhélt aus Folgerung 10

A (L(A /|DetDL( )| dA(z /|DetL\ A, = |DetL| - An(A) .

Beweis von Satz 11.40:3
Wir benutzen die Transformationsformel fiir Riemann-Integrale im R! und fiihren den all-

gemeinen Fall mittels Induktion und dem Satz von Fubini darauf zuriick.

1. Die Folgerung 10 ist offensichtlich ein Spezialfall von Satz 11.40 (Man setze f = 1). Wir

zeigen als erstes, dass die Transformationsformel aus Satz 11.40 bereits aus Folgerung 10

3Dieser Beweis stammt aus dem Buch von T. Bricker: Analysis 11
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folgt: Ist f eine Treppenfunktion, so folgt aus (x) und der Linearitéit des Integrals sofort, dass
(f o) - |DetD¢| integrierbar ist und die Integralformel aus Satz 11.40 gilt. Ist f: V — R
nichtnegativ, so wahlt man eine monotone Folge einfacher Funktionen f,, T f und erhilt
die Behauptung von Satz 11.40 aus dem Satz von Beppo Levi. Eine beliebige integrierbare
Funktion f zerlegt man in f = f¥— f~ und benutzt die schon bewiesene Aussage fiir f*. Die

1

Umkehrung folgt, indem man die Transformation ¢~ anwendet und analog argumentiert.

Zum Beweis von Satz 11.40 geniigt es also, die Formel (*) aus Folgerung 10 zu beweisen:

2. Weiterhin geniigt es, folgende lokale Aussage zu beweisen: Jeder Punkt p € U hat eine
offene Umgebung W, so dass die Formel (%) fiir die Transformation ¢|w : W — (W) gilt.
Ist dies gezeigt, so iiberdeckt man U durch abzéhlbar viele solche offenen Mengen W;, j € N,

z.B. durch Kugeln mit rationalem Durchmesser und Mittelpunkt. Dann zerlegt man A in

(o)

disjunkte Teile A = |J Ay mit Ay C Wj() und benutzt, dass beide Seiten von (*) o-additiv
k=1

sind.

3. Wir zeigen als néichstes, dass die Formel (x) fiir n = 1 gilt: Die Transformationsformel fiir

das Riemann-Integral zeigt, dass die Mafle

A€ LU) — M(p(A)) und
up i A€ L(U) — / IDet Dy (x)|dM (2)
A

auf allen kompakten Intervallen iibereinstimmen. Da MaBe unterhalb stetig sind, und [a, b) =

U [a,b— 1] gilt, stimmen beide Mafie auch auf halboffenen Intervallen iiberein. p1 und pg

n=1

sind auf kompakten Mengen endlich und U 148t sich durch kompakte Mengen ausschopfen.
Folglich sind die Mafle ;11 und py o-endlich. Nach dem Hahnschen Fortsetzungssatz, stimmen
dann gy und pg auf L(U) iiberein.

4. Gilt die Formel (x) fiir zwei Transformationen ¢ : U — V und ¢ : V. — W, so gilt sie
auch fiir die Hintereinanderausfithrung 1 o ¢ : U — W. Dies folgt aus der Produktregel fiir
die Determinante

Det(D(¢ 0 ¢)(2)) = Det[(D) ()] - Det[(Dp)(x)]

und der Aquivalenz von () und Satz 11.40.

Die Formel (%) gilt insbesondere fiir die Permutation von Variablen, da dies eine lineare
Abbildung ist, fiir die die Behauptung bereits in Satz 11.13 gezeigt wurde. Wir kdnnen also
OBdA Variablen im Bildbereich und im Urbildbereich vertauschen, ohne die Giiltigkeit von

(*) zu verletzen.

5. Wir beweisen nun die lokale Aussage 2.) durch Induktion iiber n.

Fiir n = 1 wurde die Behauptung bereits im Punkt 3.) gezeigt. Wir setzen voraus, dass die
Behauptung in Dimension n — 1 gilt und schlielen auf die Dimension n.

Sei ¢ : U — ¢(U) =V ein Diffeomorphismus und p € U. Da Dp(p) # 0, kann man nach
Permutation von Koordinaten in U und V' annehmen, dass g—“;ll(p) # 0. Wir zerlegen nun ¢
lokal um p wie folgt in die Verkniipfung zweier Abbildungen:

Sei ¥(x1,...,25) := (p1(x), 22, ...,2,). Dann gilt
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0 1
Also ist Det(Dv(p)) # 0. Folglich ist ¢ lokaler Diffeomorphismus um p (siehe Analysis II,
Kapitel 6). Sei nun U so klein gewihlt, dass ¢ : U — W ein Diffeomorphismus von U auf
eine offene Menge W ist. Wir bezeichnen dann mit p : W — V die Abbildung p := p o~
Dann gilt offensichtlich p(y1,y2,---,yn) = (Y1, 02(y), -, pu(y)) . Wir haben also lokal um
p den Diffeomorphismus ¢ in die Verkniipfung zweier Diffeomorphismen ¢ und p zerlegt,

die beide mindestens eine Koordinate festlassen:

v
11’\‘ /;::w-w’l
w

Entsprechend Punkt 4.) geniigt es somit, die lokale Behauptung 2.) fiir Abbildungen ¢ zu

U

beweisen, die die 1. Koordinate festlassen. Sei also

¢ (tx) €U — (¢ pe(x)) mit
o1 : Up:i={x e R" |(t,z) € U} —» R"!
Dann gilt
1 ) 0...0
(Dep)(t, x) =

*

(D) ()

d.h. Det(Dy(t, z)) = Det Dpy(z) . Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung, das Prin-

zip von Cavalieri und den Satz von Fubini an, und erhalten

An(p(4))

/ A1 (0(A)e) dAa(t) = / Mot (2 (A2)) AN (8)

R R

/(/|Det Depy(2)] d)\n,l(x)) (1)
R
/
/XA |Det Dy| d\,

R

= /|Det Dyl dA,.
A

t

A

( / xaDet Digy(w)] dhn-1(2)) dhi(8)
Rn—1

Fugini

Beispiel: Das Volumen der Kugel vom Radius R im R"

Sei D"(R) = {z € R™ |||z|| < R} die Vollkugel vom Radius R im R". Wir wollen folgende

Formel fiir das Volumen zeigen:
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Satz 11.41. Fir das Volumen der Kugel D™(R) gilt

”n(/;')?n n gerade
Vol (D™(R)) = ’
n+1 n—1 n
22 2 Ry oungerade
Fiir die kleinen Dimensionen erhélt man
Vol (D'(R)) = 2R
Vol (D*(R)) = mwR?
4
Vol (D3(R)) = gwR?’
1
Vol (D*(R)) = 57{234
8
Vol (D*(R)) = 1—57r2R5.

AuBlerdem folgt folgende Rekursionsformel fiir das Volumen:
2
Vol (D"(R)) = — R? Vol (D" 2(R)) .

Beweis von Satz 11.41:
Um das Volumen der Kugel zu berechnen, fithren wir Kugelkoordinaten im R”™ ein.
Sei g, die Abbildung

gn : (0,00) % (0,27) x (—=, Tyn=2 g\ 4
2 ——
Uz
U

Gn(ry 01,02,y on) = (T1,...,Tn) mit

T1 1= T -COSP1-COSPg - COSP3 - ... COSPp_9o - COSPn_1
To = 7 -SiN(] - COSP2 - COSP3 - ... COSPp_2 - COS Pp_1
Ty = T -SiN(g - COSP3 - ...  COSPp_2 - COSPy_1
T4 = T -SINEY3-COSP4 -+ COSPp_9 - COSPn_1

Tp—1 = T -8INPyH_9COSPr_1
Ty = T-SINP,_1

gn @ Uy — Uy ist ein C'-Diffeomorphismus zwischen den offenen Mengen U; und U, A
bezeichnet dabei die Nullmenge, die man herausnehmen muf}; um einen Diffeomorphismus
zu erhalten.

Fir n = 2 sind dies z.B. die Polarkoordinaten in der Ebene

r1 = T-COSPp

To = T-sin¢;.

Fiir n = 3 sind dies z.B. die Kugelkoordinaten im Raum

T1 = T -COS (] - COS P2
Tog = T -Sinj - COS g
T3 = r-singpy .
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€3

P2

€2

Z1

Offensichtlich gilt

Gn(r, 015, Pn_1) = (gn—l(rv P1,- -+ Pn—2)  COSPy_1,7 - sin ‘Pn—l)

Daraus erhalten wir

: t
Dgy,—1 - cospn_1 ’ —sinep_1-9,_1

Dgn:

sinp—10... 0 ’ 7+ COS Pn—_1

Es folgt

Det((Dgn)(r, 1, -+, ¢n-1)) =7 08" *(pn_1) - Det((Dgn-1)(r,¢1, ..., Pn—2))

Durch Induktion ergibt sich fiir die Funktionaldeterminante von g,

Det(Dgn(r, 1, .-, on-1))| = "L cos @y - cos® p3 ... cos" 2 (Yn_1)

Wir setzen dies in die Formel (*) aus Folgerung 10 ein, benutzen den Satz von Fubini und

erhalten fiir das Volumen der Kugel

Vol (D™(R)) = / / / |DetDgp, (7, 01, .- s on—1)| drdp; ...don—1

cos™2(

@n—l)dﬁan—l

\wh

cos? padps - ...

|
—
<
i
s
S
o\
=
AS
\m\:l
o
@]
7]
S
v
1=
©
N
—

[ME)
N

3 3 3
2
= L. Rgn.on2. /cos(t)dt . /0052(t)dt e /cos"*2(t)dt
n
0 0 0

In Kapitel 7 von Analysis IT haben wir die folgenden Integrale berechnet:

3 13-...(2m=1) g B
/ 247(2771)) ) k=2m
/cosk(t)dt =
2:4-...-(2m
0 WQ(er)l) k=2m+1
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Damit erhalten wir

1-3-..-(2k=1) 7  2:4-..-(2k—2
2‘4._}.(21@)) T2 1.3.“_.5%_1; —2=2k

2:4-..-(2k) 13..(2k=1) x _
13 -(2k+1)  24...(2k) 2 T 2=2k+1

n—2=2k

&
=
SIE]

L.z p_2=92k+1

Setzt man dies in die obigen Integrale ein, so folgt fiir das Volumen die folgende Rekursi-

onsformel

2
Vol (D™(R)) = ﬁﬂ'RQ -Vol (D" 2(R))
Fir n =1 und n = 2 berechnet man das Volumen direkt und erhalt

Vol (D*(R)) = 2R
Vol (D*(R)) = nR?.

Dann folgt die Behauptung von Satz 11.41 durch Induktion aus der Rekursionsformel.

11.7 LP-Raume

In diesem Abschnitt lernen wir weitere unendlich-dimensionale Banachriume kennen, die
LP-Réaume.

Zur Erinnerung: Ein Banachraum ist ein vollstéindiger normierter Vektorraum (E, || -||), d.h.
jede Cauchy-Folge in diesem normierten Raum konvergiert. Wir kennen bereits folgende

Beispiele aus Analysis I und II:

1. Jeder endlich-dimensionale normierte Vektorraum ist ein Banachraum (siehe Analysis II,
Kapitel 7).

2. Sei E die Menge aller beschrinkten Folgen & = (21,22, 3, ...) von reellen Zahlen mit der
Vektorraumstruktur

Az ey = (Axy + pyn, Av2 + pys, ...

und der Norm

|z := sup [z .
7

Dann ist (F, || - ||) ein unendlich-dimensionaler Banachraum.

3. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und E := C(X,R) ={f: X — R | f stetig }

der Vektorraum der reellwertigen stetigen Funktionen auf X mit der Norm

[flloo := max{|f(z)| | = € X}.

Dann ist (C(X,R),| - |loc) ein unendlich-dimensionaler Banachraum.
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1

4. Sei E:=C([0,1],R) und |/f][x := [|f(t)|dt . Dann ist (E,|| - ||1) ein co-dimensionaler,
0

aber nicht vollstdndiger normierter VR. Um dies einzusehen betrachtet man die Folge

min(n, %) falls t > 0

fn(t) =
n falls t =10

und zeigt, dass (f,) eine Cauchy-Folge in (E, || - ||1) ist, die nicht konvergiert (die Grenz-
funktion ist nicht stetig (Ubungsaufgabe 11.35).

Im folgenden werden wir nun jedem Mafiraum (X, A, 1) eine Serie von Banachriumen zuord-
nen. Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und p eine positive reelle Zahl. K bezeichne den Vektorraum
R der reellen Zahlen, die erweiterten reellen Zahlen R oder den Vektorraum C der komlexen
Zahlen. Wir betrachten die Menge der Funktionen

LE(X, A p) = LP = {f : X - K| f A-meBbar und [ |f[Pdp < oo}
X

und nennen fiir f € LP die Zahl

1
0< flli= | [1817dn) <o
die LP-Norm von f.

Es ist natiirlich sofort zu sehen, dass || - ||, keine Norm auf £? ist, denn es gilt ja || f]|, =0
fiir Funktionen f : X — K, die nur fast {iberall Null sind. Wir werden deshalb den Funk-
tionenraum £ durch Bildung von Aquivalenzklassen so modifizieren, dass ein Vektorraum
entsteht, auf dem || - ||, zumindest im Fall 1 < p < 400 tatséchlich eine Norm ist.
Zunéchst bemerken wir, dass fiir jede positive reelle Zahl p die Eigenschaft

(X fllp =M1 fllp feLP AeR bzw. C

gilt. Als néchstes wollen wir die Dreiecksungleichung fiir || - ||, beweisen. Dazu beweisen
wir die Holder- und die Minkowski-Ungleichung fiir Mafirdume, die die klassische Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung und die Dreiecksungleichung fiir Euklidische Vektorrdume verall-

gemeinern.

Satz 11.42 (Hélder-Ungleichung). Seien 1 < p, ¢ < 400 mit % + % =1. Fir f € LP
und h € L9 gilt f-h € L' und es ist

1f-nl < Il - IRl (Holderungleichung)

d.h.

1

Jisnans ([ipan)” ([ wean)”

Beweis: Wir zeigen zunéchst die folgende Ungleichung fiir reelle Zahlen:
11 1 1
ar -bs < —-a+-->b Ya,b e RT (%)
p q
Zum Beweis von (*) betrachten wir die Funktion ¢ : (0,00) — R definiert durch

1 1 1
o(t) = —-t+——1tr .
p q
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Dann ist

1_ 1 1 >0 fallst € (1,0
o1 = =) { o

1
D <0 fallst € (0,1)

D=

P

Die Funktion ¢ ist somit monoton wachsend auf (1,+00) und monoton fallend auf (0,1).
Da ¢(1) = %—l— % —1=0,ist ¢ > 0 auf (0, +00). Wir setzen nun ¢ := ¢, a,b > 0. Dann folgt

19+L(9>%>0
p b q b -

d.h.

e b > a -bF = ab bt .

p q
Falls ||f]l, = 0 oder ||h|l; = O gilt, so folgt f = 0 oder h = 0 p-fast tiberall und somit
die Behauptung des Satzes unmittelbar. Wir konnen also annehmen, dass ||f|l, > 0 und
|h]lq > 0 gilt.
Im Fall K = R und K = C sind die Werte |f(x)|P und |h(x)|? fiir jedes € X endlich. Im
Falle K = R gilt dies nach Satz 11.27 fiir y-fast alle € X, dh. auf einer Menge X, C X, die
sich von X nur durch eine Nullmenge unterscheidet. Wir kénnen also weiterhin annehmen,
dass

[f(2)|P <oo und |h(x)]|? <oo Ve Xp.
Wir setzen nun fiir x € X in (%)

_@r @)
e T e

Dann folgt
@] @)L f@P 1 @)
£l lRle = 2 (IfIE a [RlG

Integrieren wir dies iiber X (bzw. iiber die sich von X nur durch eine Nullmenge unter-

scheidende Menge X), so erhalten wir

. . 11 ; 1o :
T, J 1@ @i < < [ 1@ Pdu) + 2 - [ @) ()
X X ¥
1 1
=-+-=1
p q

und somit

fonlle < ([ fllp - [[llq -

Satz 11.43 (Minkowski-Ungleichung). Sei 1 < p < oo und seien f,h € LP. Dann gilt
f+heLr und

Lf+Rlp <Ifllp + 1Ry (Minkowski- Ungleichung)

(X/IerhI”du); < (X/|f|pdu)’l’ " (/hlpdu)‘l’ .

X

d.h.
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Beweis: Fiir p = 1 ist die Behauptung trivial. Sei p > 1. Fiir beliebige reelle Zahlen a, b gilt
la+0[” <2°(laf” +[b]") , (%)
denn

la+ 6"

IN

(laf +16)P < (2 - max(]al, b]))"

27 max(laf?, [o") < 2°(la]” + [b]") -

VAN

Wir setzen nun a = f(z) und b = h(z) und integrieren (*x). Damit erhdlt man
[15@) + bpduts) < 2 ([ 1@0rdu) + [ In@Pdu) < o
b'e X X

und somit f+h € L£P. Wir zeigen nun die Dreiecksungleichung fiir || - ||,. Wir benutzen dazu
die Holderungleichung:

/|f+h|”du - /\f+h\~|f+hl”‘1du
X X

< /\f|~\f+h|“”1du + /\hl~|f+h|”’1du
X X

a o\ 1/
< A1 [ 17+ hpee D)+l ([ 15480
X X

1/q
= (Ul + 1) - ([ 17+ 7o) ™
X
Da % + % =1, folgt p =¢q(p—1) und deshalb
» » 1/q
[ 184 mrdu < Ul Ual) - ([ 15 + biran)
X X

Daraus folgt
1-1/q
I nly = (f1rnpan) ™ < s+ nl,
X

|
Als Konsequenz erhalten wir, dass |- ||, : £ — R eine Halbnorm auf £? ist, d.h. es gilt:
1Al =0
Lf+Rllp < A fllp + 117l
I fllp = 1AL I fllp Vfihe P, X e K=R bzw. C.

Um einen normierten Vektorraum zu erhalten, miissen wir alle diejenigen f € LP “heraus-
faktorisieren”, fiir die ||f||, = 0O gilt. Das sind gerade diejenigen Funktionen, die sich nur
auf einer u-Nullmenge von Null unterscheiden. Im Falle K = R kénnen wir durch Abiéindern

auf einer Menge von Maf3 Null erreichen, dass f endliche Werte hat. Sei also
N:={f: X >K|f AmeBbar und f =0 p-fast iiberall}

und bezeichne
LP(X, A, p) = LP .= LP/N .
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Dies ist die Menge von Aquivalenzklassen geziiglich folgender Aquivalenzrelation ~ auf der
Menge LP
f~h<= f=h up-fast iiberall .

Die Vektorraumstruktur und die Norm auf LP definiert man vertreterweise (im Falle K = R

fiir die Vertreter mit endlichen Werten):

1+l =1 +n) 0 AU =1 Il = 1A

Satz 11.44. Sei (X, A, u) ein Mafiraum und 1 < p < co. Dann ist (LP(X, A, pn), || - ||p) ein

Banachraum.

Dieser Banachraum heifit Banachraum der LP-Funktionen oder der p-fach integrierbaren
Funktionen auf dem Mafiraum (X, A, ). Man schreibt auch kurz f € LP und versteht
darunter die von f erzeugte Klasse [f] € LP. Die Konvergenz f, = f bzgl. || - ||, heift
Konvergenz im p-Mittel. Die Funktionen f € L? nennt man quadratisch integrierbar und die

Konvergenz in L? heifit Konvergenz im quadratischen Mittel.

Beweis von Satz 11.44: Sei (f,,) eine Cauchy-Folge aus LP (X, A, u). Dann gibt es zu jeder

natiirlichen Zahl k € N einen Index ng, so dass

1
”fn_mepS ok Yn,m >nyg .

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass n; < ng < ng < .... Wir

betrachten nun die folgende Funktionenfolge (gx)
k
9k ‘= ‘fm|+2|fnj+1_fnj| , keN.
j=1

Die Funktionen g : X — [0, o] sind A-mefibar, nichtnegativ und es gilt g < gxy1. Aus der
Minkowski-Ungleichung folgt

k
lglly = W1l + D [fasun = Fusl s
j=1

A

k
= ||fn1||17 + Z ||f'ﬂj+1 - fnj HP

j=1

IN

k 00
1 1
Hth+§:§'SHﬂﬂb+§:§'éﬂﬂdb+1<i%-
=1 j=1
Aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz und der Existenz der Majorante folgt

Jim (lgellp = klgr;o/gi dp = /(klirgogi)du< 00 .
X X

Nach Satz 11.27 folgt daraus, dass die Funktion klim gy p-fast tiberall endlich ist. Sei nun
A C X eine Nullmenge, so dass klim gr(z) < oo fiir alle z € X \ A gilt. Wir fixieren ein
x € X \ A. Nach Definition von gy (x) gilt

kh—{gogk(x) = |f7L1 (1’)| + Z ‘fnj+1 (Jf) - fnj (‘I)| .
j=1
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Somit ist die Reihe

P @)+ 3 (fagan @) = fuy (@) (%)
j=1

im Vektorraum K = R bzw. K = C absolut konvergent, also auch konvergent. Die (k — 1).-
Partialsumme der Reihe (x) ist fy, (z). Folglich existiert der Grenzwert klim fry (). Wir
—00
setzen nun
lim f,, (z re X\ A
f(x) = k—o0 k( ) \
0 reA

Die Funktion f|x\ 4 ist als Grenzfunktion A-mefbarer Funktionen ebenfalls A-meBbar. f|a
ist konstant, also A-mefbar. Somit ist f A-mefBbar (Sitze 11.14 und 11.17). Wir zeigen
nun, dass

fo— f in LP(X,Ap) .

Sei € > 0. Dann existiert ein Index n. so dass || fn — fi||m < ¢ fiir alle n,m > n.. Aus dem
Lemma von Fatoo (Satz 11.24) folgt

£ = Fally =[] o ) = fula) (o)
X

[ i 1 (2) = (o) Pdta)

IN

X
i [ 15 (2) 1))
X
= liminf{|fn, — follj <e
fir alle n > n.. Da

11l < W = fallp + 1fnllp <&+ ([ fallp < oo,

ist f € LP(X, A, ) und f, — f in LP. [

Bemerkung: Im Satz 11.44 haben wir uns auf den Fall 1 < p < oo beschrinkt. Fiir
0 <p<1list] -], keine Norm, denn die Dreiecksungleichung gilt nur fir p > 1. Fir
0 < p < 1 kann man auf LP aber eine Metrik durch

dp(f, 1) = || =Bl fhelLp

definieren, deren Vollstéindigkeit man analog beweist. Man kann auch p = +oo zulassen.
Dazu betrachtet man den Raum der wesentlich beschrankten Funktionen L°°. Die Defini-
tion des Raumes (L, || - ||oo) und seine Eigenschaften findet man in den Ubungsaufgaben
11.38*-11.41%*.

Aus dem Beweis von Satz 11.44 erhidlt man auch die folgende Beziehung zwischen der

Konvergenz im p-Mittel und der punktweisen Konvergenz:

Folgerung 11: Sei (f,,) eine Folge von LP-Funktionen, die im p.- Mittel gegen die Funktion
f e L? = LP(X, A ) konvergiert. Dann ezistiert eine Teilfolge (fy,) von (fn) die u-fast

tiberall punktweise gegen f konvergiert.
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Satz 11.45. Sei (X, A, n) ein Mafraum mit p(X) < +oo. Dann gilt fir 1 <p <r
L(X, A, p) € LP(X, A, )

Beweis: Sei f € L". Da u(X) < oo gilt, liegt die Funktion, die konstant den Wert 1
annimmt, fiir jedes s > 1 im Raum L®. Aus der Holderungleichung fiir die Zahl 1% > 1 folgt

b D

[ v < ([Gr@P auw) ([rau)

X X

also
[£llp < (1 fllr - p(X) 77 < oo .

Damit ist f € LP(X, A, p1). [

Die Aussage von Satz 11.45 gilt im allgemeinen nicht, wenn p(X) = +o0o. Sei zum Beispiel
X = [1,00) und p das Lebesgue-Mafl. Die Funktion f, definiert durch f(z) = %, liegt in
L?([1,00)) aber nicht in L!([1,00)).

Abschlieflend betrachten wir Mafiriume, auf denen zusétzlich eine Metrik gegeben ist und
geben ein Kriterium dafiir an, dass die stetigen Funktionen dicht in den LP-Funktionen

liegen.

Satz 11.46. Sei (X, A, p) ein Mafraum, d eine Metrik auf X und B(X) die o-Algebra der
Borel-Mengen von (X, d). Es gelte

1. B(X)C A und

2. Zu jedem € > 0 und A € A existiert eine abgeschlossene Menge F, C A so dass
WA\F) <e.

Dann gilt
A (C(X) N LP(X, A, p)) = LP(X, A, )

d.h. die stetigen LP-Funktionen liegen dicht im Raum der LP-Funktionen.

Fiir das Lebesgue-Maf} sind die Voraussetzungen von Satz 11.46 erfiillt und wir erhalten

Folgerung 12: Sei A C R" eine Lebesque-mefSbare Menge. Dann gilt
l (C(A) NLP(A, L(A), )\n)) = LP(A, L(A), \n),
d.h. die stetigen, Lebesgueschen LP-Funktionen liegen dicht in der Menge aller Lebesgue-
schen LP-Funktionen.
Beweis von Satz 11.46: Wir betrachten die folgende Menge einfacher Funktionen
F:={xa | AC X meBbar und u(A) < oo} .

Mit Hilfe von Satz 11.16 (jede nichtnegative, A-meBbare Funktion ldsst sich durch eine
monotone Folge einfacher Funktionen approximieren) zeigt man, dass die lineare Hiille von
f

Lin(F) := {zn:)\iXAi X4, €EF, M eK=R ((C)}
i=1
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dicht im Raum der LP-Funktionen LP(X, A, i) liegt (dies sind analoge Argumente wie z.B.

beim Beweis des Satzes von Fubini). D.h. es gilt
LP = cl(Lin(F)) .

Wir zeigen nun, dass man jede charakteristische Funktion x4 € F beliebig dicht durch
eine stetige LP-Funktion approximieren kann. Sei dazu A C X eine A-meibare Menge
von endlichem Mafl u(A) < 4o0o0. Wir fixieren ein € > 0. Nach Voraussetzung existieren
abgeschlossene Mengen Fy C A mit u(A\ F1) <eund Fp C X\ Amit p((X\A4)\ Fz) <e.
Offensichtlich ist F; N Fy = (). Der Ausdehnungssatz von Titze aus der Topologie besagt: Ist
(X, d) ein metrischer Raum und seien Fy, Fy C X zwei disjunkte abgeschlossene Mengen.
Dann existiert eine stetige Funktion ¢ : X — [0,1] so dass ¢|p, =1 und ¢|r, = 0. Fiir eine

solche Funktion ¢ erhalten wir

MA—@@: /uA—¢wu
X

/ IXA—so\pdqu/IXA—so\pdqu / IXA—sa\pdu+/IXA—s0\pdu
Fy Fy

A\F, (X\NANF,
< /1-du+0+ / 1-dp + 0
A\F, (X\NA\F,

= WA\F) + (X A)\ F) < 2 .
Somit ist x4 — @ € LP. Da x4 € LP, folgt p € LP N C(X). Wir haben damit bewiesen, dass
FcCd(LPnC(X)) (%) .

Wir bilden in (*) die lineare Hiille beider Rdume und benutzen, dass LP N C(X) ein Vektor-

raum ist. Die Bildung der linearen Hiille ist eine monotone Operation, deshalb ist

Lin(F) C Lind(L? N C(X)))

C cl(Lin(L” N O(X)))
= cl(LpﬂC’(X)) ,
Somit ist
L? = cl(Lin(F)) C d(LP NC(X)) C L? ,
also

1P = d(LP N C(X)) .
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11.8 Anhang: Das Banach-Tarski-Paradox

(Ausarbeitung von T. Neukirchner)

Nicht-meflbare Mengen verdeutlichen auf eindrucksvolle Weise, dass es keinen additiven
- geschweige denn o-additiven Volumenbegriff auf der Potenzmenge P(R?) des R? geben

kann, der zusitzlich invariant unter der Gruppe E® der Euklidischen Bewegungen des R? ist:

Theorem[Banach-Tarski (1924)] Es sei p > 3 und A,B C RP seien beschrinkte Men-
gen mit nicht-leerem Inneren. Dann gibt es Mengen A1, ..., A, € P(RP) und Bewegungen

P10 € BP mit

Setzt man zB. A = B3 = {z € R® | |l# — ol <1} und B = B3 U B3, (01,02 so gewihlt,
dass die Vereinigung disjunkt ist), so besagt der obige Satz, dass die Einheitskugel des R3
durch Zerlegen in endlich viele Teile und Euklidische Bewegungen verdoppelt werden kann.
Fiir diese Version des auch als “Banach-Tarski-Paradox” bekannten Satzes zitieren wir im

Folgenden einen Beweis aus [Deu93|.

Bemerkung: Einen analogen Satz kann es im R! und R2 nicht geben, da fiir diese

Dimensionen das Inhaltsproblem losbar ist (siehe [Els99, S.4]).

Definition Sei S C EP eine Untergruppe der Gruppe der Euklidischen Bewegungen des RP.
A, B € P(RP) heiflen S-zerlegungsgleich, falls es Mengen Ay, ..., A, C A und Bewegungen
©1,...,n €S gibt mit

A= uAi, B = |wi(4)
=1 ]

Offensichtlich ist S-Zerlegungsgleichheit eine Aquivalenzrelation auf 2(RP) und wir notieren
A ~s B.

Zur Vorbereitung einige kleine Lemmata:

Lemma 11.8.1. Sei S' C C die Einheitskreislinie. Dann gilt: S* ~g0(2) S*\ {1}.

Beweis: Die Idee des Beweises ist fiir das Folgende sehr instruktiv. Sie besteht darin, einen
Halbgruppen-Homomorphismus ¥ : Ny — SO(2) zu betrachten?, so dass die induzierte
Wirkung auf S frei ist®. Ein beliebiger Orbit W(Ng)z C S! steht also in Bijektion zu Ny
und er ist invariant unter ¥(Ng) C SO(2). Damit gilt dann:

S'=0UK mitO=¥(Ny)(1), K=S5"\0
S\ {1} =9 ()(O)UK

Es bleibt also die Abbildung ¥ zu erraten: ¥(m) = ™™ (wirkt durch Multiplikation in C
als Element in SO(2)) leistet das gewiinschte, denn (¢! =1, m € Ng) & m = 0. |

4d.h. U(m +n) = ¥ (m) - ¥(n)
5d.h. ¥(m)z = z fiir ein z € ST impliziert m = 0
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Sei nun B2 = {2 € C | ||z|| < 1} die offene Einheitskreisscheibe und B2 ihr Abschluss. Dann
beweisst man analog zum obigen Lemma, indem man die Wirkung ¥ kanonisch auf ﬁ\ {0}

fortsetzt:

Lemma 11.8.2. B2 ~g0(2) B2\ (0,1].

Das Zentrum des Kreises bedarf einer gesonderten Behandlung, da ¥(Ny)0 = 0:
Lemma 11.8.3. B2 ~p B2\ {0}.

Beweis:

Iﬁ\m}:(ﬁﬂmﬂnumﬁpﬁp@?\mu)upnz
:AB2LJ(51\{1})LemmﬂlL&lE#LJSlzzfﬁ

Lemma 11.8.4. Sei D C S' abzihlbar. Dann gilt immernoch: S* ~S0(2) ST\ D.

Beweis: Die Beweisidee ist dieselbe wie in Lemma 11.8.1. Allerdings muss ¥ nun so gewéhlt
werden, dass W(m)(D) N D # §) schon m = 0 impliziert (Vgl. Fussnote 2). Sei dazu
d={pc0,2r)|Ipe D, IneN, " .pc D}

Da @ abzihlbar ist, existiert ein a € [0,27) \ ®. Wir setzten nun ¥(m) = €. Damit gilt
U(m)(D)ND =0, (m # 0) und ¥(m)(D) N ¥(n)(D) =0 (m # n). Dies liefert folgende
Zerlegungen:

S'=0UK mitO=Y(Ny)(D), K=5"\0

S\ D=¥(1)(0O)uK

Nun gehen wir zum R3 iiber. Sei S? C R? die Einheitssphire.
Lemma 11.8.5. Sei D C S? abzihlbar. Dann gilt S? ~50(3) S2\ D.

Beweis: Da D abzdhlbar ist, gibt es eine Gerade durch 0, die kein Element aus D
enthilt. Diese Verwenden wir als Drehachse und iibertragen den Beweis von Lemma 11.8.4
wortwortlich. [

Abschlielend das Lemma, das eigentlich gebraucht wird:

Lemma 11.8.6. Sei D eine abzihlbare Menge von Durchmessern in B3, d.h. d € D ist von
der Form d = [~1,1] -v, v € S%. Dann gilt: B3 ~gs B3\ D.

Beweis: Der Schluss von Lemma 11.8.1 auf Lemma 11.8.2 {ibertréigt sich auf die vorliegende
Situation: Eine Wirkung auf S? induziert kanonisch eine Wirkung auf B3 \ {0}. Damit
erhiilt man aus Lemma 11.8.5: B3\ D ~50(3) B3\ {0}. Nun wenden wir Lemma 11.8.3 auf
B? C B3 an. H

Nun zum angekiindigten Beweis der “Kugelverdopplung”. Seien d¢, dj, zwei Durchmesser in
B3 mit £(dy,dp,) = 7/4 und sei:

72



e F' = {id, f} die von der Drehung f mit Drehwinkel 7 und Drehachse d; erzeugte
Gruppe.

e H = {id,h,h~'} die von der Drehung h mit Drehwinkel 2/37 und Drehachse dj,
erzeugte Gruppe.

Lemma 11.8.7.
(i) G:=(F,H) =F«H ~75%Zs3.

(ii) Es existiert eine disjunkte Zerlegung G = X UY U Z mit

fX=YUZ hX=Y, h'X=2Z (%)
Beweis:
Zu(i): Sei g(e) = h*f (e = £1). Dann lésst sich jedes g € G schreiben als ein Wort von der

Gestalt ¢ = a4 ge, gey - - - G, Wobel a € {id, f}, k € Ng und ¢; = £1 (1 < i < k). Zu zeigen

ist, dass diese Darstellung von g eindeutig ist:

1) Fiir alle k¥ € N und alle k-Tupel (ey,...,e;) € {£1}F gilt:

9(617 .. "Ek) = 0e19es - - - Gey, ¢ {Zdaf}

Dazu wihlen wir eine Basis {e1, e2, e3} in R3, so dass df € Res und dj, € R(e3 —e2). In einer

solchen Basis gilt:
-1 0 0 L —£/3/2 £/3/2
Mat(f)=| o -1 o |, Mat(h)=| £,/3/2 —1/4 -3/4
0 0 1 V3/2  3/4 1/4

2) Fiir alle & € N und alle k-Tupel (ey,...,ex) € {£1}* existieren n; = n;(e1, ..., €ex),

i =1,2,3 mit:
ny € 6Z, ng+ng €4Z no,ng € 7Z, (2a)
so dass
1+ ny no ns
Mat(g(er-ex))y ;105 = ok 7 9k 3/2 o2k 3/2 (2b)

Insbesondere folgt aus 2) sofort 1) und damit (i), da z.B. Mat(g(e; ... ex)), , # *1.

Wir beweisen 2) mittels vollstdndiger Induktion iiber k:

e Fiir k = 1 ersieht man aus (#) sofort: ny(e1) = 0, n2(€e1) = —e1, nz(e1) = €1. Offen-
sichtlich erfiillen die n;(e;) die Eigenschaft (2a).

e Sei nun k > 1 und Mat(g(e; - .. ek))l,i:1,273 = (1423?17 52/3/2, %\/3/2), wobei die
n; die Eigenschaften (2a) erfiillen sollen®. Durch Multiplikation von rechts mit g(ex1)

6Die Parameter ¢; seien an dieser Stelle zu Gunsten der Ubersichtlichkeit unterdriickt.
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erhalt man:

1 3
Mat(g(er ... ekﬂ))u = W(l +n; + §€k+1(n2 +n3))

:TL1(€1,...76]C+1)

1 1 3
Mat(g(el e 6]€+1))172 = W 3/2 (—€k+1(1 + TLl) —_ 5 N9 —+ 5 ng)
=nz(€1,...,€k+1)
1 3 1
Mat(g(el e ‘6k+1))173 = W 3/2 (6k+1(1 + nl) — 5 ny + 5 ’I’Lg)

=n3 (€1, s€kt1)

Damit ist zum einen Mat(g(e; ... €ex41)), ;193 von der Gestalt (2b) und die Ei-
genschaft (2a) fur die n;(e1,...,€x41) lassen sich nun leicht aus denen fir n;, =

n;(€1, ..., €x) herleiten.

Zu(ii): Wir definieren die Zerlegung von G rekursiv iiber die nach (i) eindeutig bestimmte

Wortlénge #(g) eines Elementes g € G bzgl. der Buchstaben f, h, h=1:
e id e X, (#(id) =0).

e Sei fiir g € G mit #(g) < n bereits definiert, in welcher der Mengen X, Y, Z es enthalten
ist. Betrachte nun a g, a € {f, h,h~'}. Entweder ist #(ag) < n oder #(ag) =n+ 1.
Nur fiir letzteren Fall muss definiert werden in welcher Menge a g liegt:

‘geX geY geZ

a=f Y X X
a=nh Y Z X
a=h"'| Z X Y
Der Rest des Beweises ist nachrechnen. [ |

In Lemma 11.8.1 haben wir die Eigenschaft Ny \ (1 + NO) = {0} durch eine freie Wir-
kung erfolgreich auf S! iibertragen. Genauso wollen wir jetzt die Eigenschaft (x) auf B3

iibertragen.

Lemma 11.8.8. Bezeichne dy den die Drehachse von g € G reprdsentierenden Durchmes-

ser, sowie D =J,cqdg C B3. Dann gilt

(i) G(D) = D.
(ii) Die Wirkung von G auf B3\ D ist frei.

Beweis: (i) Sei d; C D und g,k € G. Dann gilt gkg~*(g(di)) = gk(dy) = g(dk). Mit
anderen Worten g(dy) = dgpg-1 C D.

(i) Die Wirkung ist wohldefiniert, da nach (i) G(B3\ D) C B3\ D. Sie ist frei, denn aus
g(x) =z, x € B3 folgt sofort = € dy C D. [

Man zerlegt nun B3\ D in die Orbits bzgl. der G-Wirkung. In jedem Orbit wihle man einen
Reprisentanten (Auswahlaxiom !) und bezeichne die Menge aller Reprisentanten mit R. Sei
nun A =X(R), B=Y(R) und C = Z(R). Dann gilt:

B3\D=G(R)=AUBUC wund f(A)=BUC, h(A)=B, h"'(A)=C
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Das heisst

A= fh(A)Ufh Y (A), B=hf(B)Uhfh(B), C=Hh" f(C)UR T th1(C)

Damit lisst sich zuniichst B3\ D ~50(3) (? \ D) U (B3 \ D) zeigen. Mit Lemma 11.8.6
folgt nun das Banach-Tarski-Paradox.
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11.9 Wiederholungsfragen zur Priifungsvorbereitung

Die folgenden Fragen fassen den in Kapitel 11 behandelten Stoff zusammen. Sie sollen die

Vorbereitung auf die Analysispriifung erleichtern. Bei der Beantwortung der Fragen sollten

Sie folgendes beachten: Zu getroffenen Aussagen sollten Sie Beweise bzw. kurze Beweiside-

en kennen, mathematische Begriffe sollten Sie an Beispielen bzw. Gegenbeispielen erldutern

konnen. Auflerdem sollten Sie den Vorlesungsstoff auf die Losung von Aufgaben anwen-

den kénnen (wie in der Ubung behandelt bzw. in den woéchentlichen Hausaufgaben gestellt

wurden).

1.

10.

11.

12.

Definieren Sie die Begriffe Ring, Algebra und o-Algebra iiber einer nichtleeren Menge

X. Wie héngen diese Begriffe zusammen? Nennen Sie Beispiele.

. Definieren Sie die o-Algebra der Borelmengen eines metrischen Raumes. Wie kann man

diese o-Algebra erzeugen? Nennen Sie Eigenschaften der o-Algebra der Borelmengen.

. Definieren Sie die Begriffe Inhalt, o-Inhalt und Mafl. Welche Eigenschaften haben diese

Mengenfunktionen? Nennen Sie Beispiele.

Erldutern Sie die Konstruktion von Mafiriumen nach Caratheodory: Definieren Sie
den Begriff des dufleren Mafles pu*. Welche Eigenschaften hat das Mengensystem aller

w*-meBbaren Mengen?

. Erldutern Sie Moglichkeiten, dufilere Mafle zu konstruieren (aus einem Ring mit o-

Inhalt, metrische duere MaBle). Welche zusitzlichen Eigenschaften haben die dufle-
ren Mafle, die aus einem Ring mit o-endlichem o-Inhalt konstruiert werden? (Ver-

vollstéandigung, Eindeutigkeit der Fortsetzung).

. Definieren Sie das duflere Lebesgue-Maf}, das Borel-Lebesgue-Mafl und das Lebesgue-

Mafl auf dem R™. Nennen Sie Beispiele fiir Lebesgue-mefibare bzw. nicht Lebesgue-
meflbare Mengen. Nennen Sie Kriterien fiir die Lebesgue-Mef3barkeit einer Teilmenge
des R™.

Definieren Sie den Begriff der meibaren Abbildung zwischen mefibaren Rdumen. Wann
heifit eine numerische Funktion mefbar? Nennen Sie Kriterien fiir die MefSbarkeit einer
numerischen Funktion. Welche Eigenschaften mefibarer Funktionen kennen Sie?

. Wann heifit eine numerische Funktion Borel- bzw. Lebesgue-mefibar? Wie verhilt sich

die Klasse der stetigen Funktionen zur Klasse der Lebesgue-mefibaren Funktionen

(Satz von Lusin, Satz von Frechet)?

. Erlautern Sie die Integraldefinition fiir numerische Funktionen auf einem Mafiraum.

Nennen Sie die wichtigsten Eigenschaften des Integrals.

Welche Konvergenzsitze kennen Sie fiir das Integral von Funktionenfolgen auf einem
Mafiraum?

Welche Beziehung besteht zwischen dem Riemann-Integral und dem Lebesgue-

Integral?

Wie bildet man das Produkt zweier o-endlicher Mafirdume? Welche Eigenschaften hat
das Produktmaf}?
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13.

14.

15.

Wie integriert man iiber Produktrdumen bzw. Vervollstdndigungen von Produktrdum-
en (Fubini)? Erldutern Sie Anwendungen des Satzes von Fubini fiir die Berechnung von
Lebesgue-Integralen im R™ und die Berechnung des Lebesgue-Mafles einer Teilmenge
des R™.

Formulieren Sie die Transformationsformel fiir Lebesgue-Integrale im R™. Erldutern

Sie die Beweisidee. Nennen Sie typische Anwendungen.

Definieren Sie den Raum der LP-Funktionen eines Mafiraumes, 1 < p < oo. Nen-
nen Sie die wichtigsten Eigenschaften der LP-R&ume (Banachraum, Dichtheit stetiger

Funktionen, Verhalten bei verschiedenem p).

11.10 Weitere Literatur zur Vorlesung

Die folgenden Biicher sind fiir das Selbststudium fiir den Einfiihrungskurs zur Maf- und

Integrationstheorie geeignet. Besonders zu empfehlen ist das Buch von J. Elstrodt, das viele

interessante Anwendungen und weiterfithrende Kommentare enthélt und die auch historische

Entwicklung der Maf- und Integrationstheorie sehr aufschlufireich erlautert.

J. Elstrodt: Ma8- und Integrationstheorie, Springer 1998

H. Bauer: Ma$- und Integrationstheorie, de Gruyter 1990

E. Behrends: Maf$- und Integrationstheorie, Springer 1987

P. Giinther: Grundkurs Analysis 111, Kap. 10, Teubner Verlag Leipzig 1974
Th. Brocker: Analysis 11, Kap. 3+4, Wissenschaftsverlag Mannheim 1992
Halmos: Measure theory, Springer 1976

Hewitt/Stromberg: Real and abstract analysis, Springer 1965
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11.11  Ubungsaufgaben zu Kapitel 11

Aufgabe 11.1
Sei f: X — Y eine Abbildung, A eine o-Algebra auf X und L eine o-Algebra auf Y. Zeigen
Sie:

1) fid:={BCY|f 1(B) € A} ist eine o-Algebra auf Y.

2) f7L:={f"'(B)|B € L} ist eine o-Algebra auf X.

Aufgabe 11.2 (Konstruktion neuer Mafle)
A sei eine o-Algebra auf X. Zeigen Sie

1) Ist p ein Mafl auf A und B € A eine Menge mit oo > p(B) # 0. Dann ist

n(ANB)
w(B)

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf A (bedingte Wahrscheinlichkeit).

pp: A—1[0,00], pp(A):=

2) Seien a, € RT und p,, Mafie auf A (n € N). Dann ist auch p:= > appy, ein Ma$l auf
n=1
A.

3) Sei py, : A — [0,00] (n € N) eine monotom wachsende Folge von Mafen auf A, daf
heifit pn(A) < pnt1(A), VA € A. Dann ist p:= lim p, ebenfalls ein Maf auf A.
n—oo

Aufgabe 11.3
Sei R,, die Menge der Figuren des R™. Die Abbildung v, : R,, — [0, o] sei definiert durch

0 falls A =0

Vn(A) = m m
>ovol(W;) falls A= |J W;, wobei W; disjunkte halboffene Quader (1 <i < m)
i=1 i=1

1=

Beweisen Sie, dal R,, ein Ring und v, ein o-endlicher o-Inhalt auf R,, ist.

Aufgabe 11.4 (Borelmengen)
Sei B(R™) := A,(O(R™)) die o-Algebra der Borelmengen des R™. Bezeiche F(R™) die abge-
schlossenen Mengen der R™, IC(R™) die kompakten Mengen des R™ und &, die Menge der

halboffenen Quader im R"™. Beweisen Sie, daf3

BR") = A;(F(R")) = A;(K(R")) = A5 (En)

Aufgabe 11.5
Sei p : B(R™) — {0,1} ein Mafl auf den Borelmengen des R™ mit Werten in {0,1} und
u(R™) = 1. Beweisen Sie, daf§ p gleich dem Dirac-Maf eines Punktes = € R™ ist.
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Aufgabe 11.6
Sei p* : P(R) — [0, 00] die folgende Mengenfunktion:

0 : B=§0
w'(B):=< 1 : B beschrinkt
oo : B unbeschrankt

a) Beweisen Sie, dafl p* ein dueres Maf, aber kein Maf ist.

b) Bestimmen Sie das Mengensystem A,,- aller p*-mefibaren Mengen.

Aufgabe 11.7
Sei pu* : P(X) — [0, 00] ein duBeres Maf3. Beweisen Sie:

a) AC X und p*(A)=0 = Aist p*-meflbar.

b) BCACX und p*(A)=0 = B ist y*-mefbar

Aufgabe 11.8 (Regulire duflere Mafle)
Ein duBeres Maf} p* : P(X) — [0, 00] heifit regulir, falls fiir jedes E C X eine p*-meBbare
Menge A C X existiert, so daf3

ECcA und p"(E)=p*(A). (%)

Sei nun (R, ) ein Ring iiber X mit o-Inhalt p und sei p* das nach Satz 6 der Vorlesung
daraus konstruierte duflere Mafl auf P(X) sowie A,- die o-Algebra der p*-messbaren Men-
gen.

Zeigen Sie: Zu jedem E C X existiert eine Menge A € A,(R), die (*) erfiillt. Insbesondere

ist also p* regular.

Aufgabe 11.9 (Vollstindigkeit)
Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und

A= {Ecx\aAeA, AN € Ny € A mit u(No) =0, so daB: E:AUN} (%)
Zeigen Sie:

a) Die Abbildung 7 : A" — [0,00], E(E) := u(A), mit E = AU N wie in (%) ist
wohldefiniert.

b) Ec A" <= 3Ei,, Eep € Amit E;, C E C Eop und p(E., \ Ein) = 0.

Aufgabe 11.10 (metrisches dufleres Maf3)

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und p* : P(X) — [0, 00| ein duBeres Mafl. Dann heifit p*
metrisches duleres Mafl, wenn fiir alle nicht-leeren Mengen A, B C X fiir deren metrischen
Abstand d(A, B) := inf{d(a,b)|a € A,b € B} > 0 gilt,

i (AU B) = p*(A) + 1" (B)
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erfiillt ist. Bezeichne mit B(X) die Borelsche o-Algebra von X.
Zeigen sie die Implikation (=) der folgenden Aussage:

B(X) C Ay« <= prist metrisches dufleres Maf.

Die Implikation (<=) wird in der Ubung besprochen.

Aufgabe 11.11 (Translationsinvarianz und Eindeutigkeit)
a) Seien X,Y Mengen, £ C P(Y) und f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt

Ao (f71E) = 1 A(€)

b) Sei A eine Lebesgue-messbare Teilmenge des R™ und x € R™. Beweisen Sie, dass dann
auch die Menge A + z := {a + x|a € A} Lebesgue-messbar ist und dass fiir das
Lebesgue-Maf

An(A) =\ (A4 2)
gilt. (D.h. das Lebesgue-Maf} ist translationsinvariant).

Hinweis: Verwenden Sie an geeigneter Stelle Teil a).

c*) Es sei p ein translationsinvariantes Mafl auf £(R™) und es gelte 0 < a := p((0,1]™) <
00. Zeigen Sie:

w=a- A,

(D.h. A\, ist das einzige translationsinvariante Mafl p mit p((0,1]™) = 1.)

Aufgabe 11.12
Beweisen Sie, dass jede Hyperebene im R™ eine Lebesguesche Nullmenge ist.

Aufgabe 11.13
Sei ) # A C R™ offen, \,(4) < oo und B C A Lebesgue-messbar mit \,(A) = \,(B).
Zeigen Sie, dass dann

cl(A) = cl(B)

gilt.

Aufgabe 11.14
Beweisen Sie, dass fiir die Borel- und Lebesgue-Mengen des R™ bzw. R™ folgendes gilt:

1. B(R") x B(R™) c B(R™t™)
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 11 a).

2. L(R") x L(R™) C L(R™T™)

3. Anim(A x B) = \(A) - A (B), fiir alle A € L(R™), B € L(R™)

Aufgabe 11.15 (Wahrscheinlichkeitsmafle)

Das Ma$ ;1 eines Mafiraums (X, p,.A) heiffit Wahrscheinlichkeitsmafl, wenn p(X) = 1 gilt.
Eine monton-wachsende, linksseitig stetige Funktion F' : R — R heifit Verteilungsfunktion,
falls lim,—, oo F/(z) = 0 und lim, . F(z) = 1 gilt. Ap sei das von F definierte Lebesgue-
Stiltjes Maf. Zeigen Sie:
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1. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl o auf B(R) ist
Fo RoR, Fux) = p((—00,2))
eine Verteilungsfunktion und es gilt Ag, [B(R) = p.

2. Umgekehrt ist fiir jede Verteilungsfunktion F' das Mafl p := Ap|B(R) ein Wahrschein-
lichkeitsmafl mit F,, = F'.

Aufgabe 11.16
Sei (X,.A) ein meSbarer Raum und sei f : X — R eine numerische Funktion. Beweisen Sie,
dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

(i)  f ist A-messbar

(i) {zeX|f(z)>a}ecA VaeR (iv) {zeX|f(z)<a}eA VaeR

(i) {zeX|f(z)>a} €A VaeR (v) {reX|flx)<a}eA VaeR

Aufgabe 11.17
Sei (X,.A) ein messbarer Raum und f,g : X — R A-messbare Funktionen. Beweisen Sie,

dass dann auch die Funktionen f + g, f - g, max{f, g}, min{f, g} und |f| A-messbar sind.

Aufgabe 11.18

Sei (X,.A) ein meBbarer Raum und f, : X — R eine Folge A-mefibarer numerischer
Funktionen. Beweisen Sie, dass dann auch die Funktionen sup f,, inf f,, limsup f,, und
liminf f,, A-mefibar sind.

Aufgabe 11.19

Sei f: R — R eine Funktion. Beweisen Sie:
a) Hat f abzidhlbar viele Unstetigkeitsstellen, so ist f Borel-mefibar.
b) Ist f monoton, so ist f Borel-mefibar.

c¢) Ist die Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine A;-Nullmenge, so ist f Lebesgue-
mef3bar.

¢) Ist f Riemann-integrierbar, so ist f Lebesgue-mefibar.

Aufgabe 11.20
Sei (X, A, p) ein Mafiraum, (X,Zu,ﬁ) seine Vervollstindigung und f : E — R, E € A" eine

Funktion. Beweisen Sie die folgende Aquivalenz:

_ JACE, Ae A, a(E\ A) =0 mit:
f ist A"-messbar — AEA)

fla ist A-messbar
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Aufgabe 11.21
Sei (X, A, p) ein Mafiraum und f € L£(X, A, p). Dann ist f p-fast iiberall endlich, d.h.

p({f = oo}) =0.

Aufgabe 11.22

Sei (X, A, p) ein Mairaum und f € £(X, A, ). Weiterhin sei h : X — R A-messbar.
a) Ist f = h p-fast iiberall. Dann gilt:

heL(X,Ap) und /fdu:/hdu
X X

b) Ist |h| < f, dann ist h € L(X, A, ).

Aufgabe 11.23 (Integration beziiglich eines Bildmafles)
Sei (X, A, ) ein Mafiraum, (Y, B) ein messbarer Raum und 7' : X — Y (A, B)-messbar. Die
Abbildung

Top:=poT ' :B—[0,00]

heifit Bildmafs. Zeigen Sie:
a) T,p ist ein Maf auf B.

b) Ist f:Y — R (T.u)-integrierbar, so ist foT : X — R p-integrierbar und

}[fd(T*u):)[fonu

Aufgabe 11.24 (Absolute Stetigkeit des Integrals)
Sei f : [a,b] — R eine Funktion.

o f heifit absolut stetig, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

n

S 1f (k) = flar) <€

k=1
firalle a < a; < by <ag < by < ... < ap < by <b (neN) mit Al(ngl(ak,bk)) -
Dkt (be — ak) <.

e f heifit von beschrinkter Variation iiber [a, b], falls V.*(f) < oo, wobei

VE(f) = sup{Z|f(a?k) —flag—1)] t a=xo <21 <...<mTY =D neN}
k=1

die sogenannte Totalvariation von f iber [a, b] ist.
Zeigen Sie:

a) Sei (X, A, ) ein Mafiraum und f € £(X, A, u). Dann gilt: Ve > 0 36 > 0 mit folgender
Eigenschaft:

VA€ Amit u(A) <8 gilt: ‘/fdp’ <e
X

Insbesondere ist also fiir alle f € L([a,b], B([a,b]), A1) die Funktion F(z) := [ fdX\

[a.a]

absolut stetig.
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b) Fiir f : [a,b] — R gelten die folgenden Implikationen:
f absolut stetig = f von beschrinkter Variation

f absolut stetig = f gleichméfig stetig

c) Jedes f : [a,b] — R von beschrinkter Variation lisst sich als Differenz zweier monoton

wachsender Funktionen schreiben.

(Hinweis: Betrachten Sie die Funktion V;(f))

Aufgabe 11.25
Sei f, : [0,1] — R die Funktionenfolge gegeben durch f, :=n - X [0,1)"

a) Konvergiert die Folge (f,,) punktweise auf [0, 1] und was ist gegebenenfalls die Grenz-
funktion ?

b) Konvergiert die Folge (f,,) gleichmiiBig auf [0,1] ?

c¢) Sind Grenziibergang fiir n — oo und Integration iiber [0, 1] miteinander vertauschbar
?

d) Besitzt die Folge (f,,) auf [0, 1] eine Lebesgue-integrierbare Majorante ?

Aufgabe 11.26
Sei f : [a,b] — R Lebesgue-integrierbar mit [ f(¢)d\i(t) = 0, V& € [a,b]. Dann ist f =0
A1-fast-iiberall. ‘

Aufgabe 11.27

a) Sei f : [a,b] x [a,b] — R Lebesgue-integrierbar. Zeigen Sie die folgende Identitét:
b Y b b
[ [ e | auw = [ | [ @ )| due)

b) Sei f: R — R Lebesgue-integrierbar. Zeigen Sie durch vollstéindige Induktion:

j 71...7_2 7_1f(:17n)d>\1(:rn) A\ (Tp_1) ... dr1(22) | dhi(z1) =
o \0 0 0

x

= ﬁ /(33 — )" f(t) dAi (1)
0

Aufgabe 11.28
Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Fubini den Flicheninhalt der folgenden Fliche A C

R2:
A::{(x,y)€R2|1§xy§2 und 1< §2}

SHES

Was wire eine Alternative zu Fubini ?
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Aufgabe 11.29

Begriinden Sie, warum die folgenden Integrale | f d\; existieren und berechnen Sie diese:

A
a) f(z,y,2)=1 A::{(x,y,z)€R3|0§x,y,zAx+y+z§1}
b)  f(z,y,2) == A wie in Teil a)

¢) flz,y,z2)=2x+3y—=z A::{(z,y,z)€R3|0§z,y,z/\x+y§a/\z§b}
d)  f(z,y,2) =1 A::{(m,y,z)eR?’|m2+y2§z§2(332+y2)/\

ANO<zx<1 /\xQSny}

Aufgabe 11.30
Allgemein gilt: Belegt man einen Kérper A C R? mit einer homogenen Masseverteilung, so

errechnen sich seine Schwerpunktskoordinaten gemaf

1
Sey Sy, S8.) = —— / d)\,/ d)\,/ d)x).
(S, 54, 55) A3<A>(A”” # [yt [ 2dAs

Berechnen Sie den Schwerpunkt des Korpers, der durch die Fldchen z = 1 und % + % =5—z

eingeschlossen wird.

Aufgabe 11.31
Unter Benutzung geeigneter Koordinaten berechne man das Volumen
1. des Teils der Kugel (z —a)? +y?+ 22 < a?, der durch die Zylinderfliiche (x —a)?+y? =
b2 (a® > b?) herausgeschnitten wird,

2. des Korpers, der von der Ebene z = 0 und den Flichen z = /2% 4+ y? und (z — 3)% +

y? = % begrenzt wird.

Aufgabe 11.32
Sei K = {(z,y) € R? | 22 + y? < 1} die Einheitskugel im R2. Berechnen Sie fiir jedes
n,m € N das Integral

/ x™y™ dady.
K

Aufgabe 11.33
Sei f: K := K(0,79) — R eine stetige Funktion auf der Kugel K um Null mit dem Radius
1o, die nur vom Abstand ||z|| abhiéngt. Beweisen Sie, dass fiir jeden Punkt @ € R3 \ K gilt

io. C ) dne
Z”IQ”CM?’“)‘ |Q|Zf( ) hale).

Aufgabe 11.34
Wir betrachten die Eulersche Beta-Funktion B : RT x Rt — R

1
B(p,q) :== /tp_l(l — ) dt.
0
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Beweisen Sie folgenden Zusammenhang zur Gamma-Funktion I'(z) = [ t*~ e~ dt (definiert
0

in Analysis IT (Kap. 7.6):

L(p)I'(q
Blp.q) = D)
I'(p+4q)
Hinweis: Substituieren Sie in B(p,q) t := sin®¢ und benutzen Sie im Integral

B(p,q)T(p + q) die Transformationsformel des Integrals beim Ubergang zwischen Polar-
und euklidischen Koordinaten.

Aufgabe 11.35
Auf dem Vektorraum C([0, 1], R) der auf dem Intervall [0, 1] stetigen reellwertigen Funktio-
nen betrachten wir die Norm || - ||, definiert durch

1
£l = /lf(a:)| de.
0

Beweisen Sie, dass der normierte Raum (C([0,1],R), | - ||1) nicht vollstdndig ist.

Aufgabe 11.36

Allgemein ist auf L& (X, A, u) durch (f,g) := [y fgdu ein Skalarprodukt erklirt, so dass
(LZ(X, A, ), (.,.)) ein Hilbert-Raum ist und offensichtlich | f||l> = +/(f, f) gilt.

Sei nun speziell X = N, A = P(X) und p das Zdhlmafl auf X. Beweisen Sie, dass in
diesem Fall der Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen L%(X , A, i) gleich dem
Hilbertschen Folgenraum [2 (siehe Aufgabe 61, Analysis I) ist und das Skalarprodukt von
L? mit dem Skalarprodukt von [? iibereinstimmt.

Aufgabe 11.37
Zeigen Sie, dass die Norm
1. Ifllec :== sup |f(x)| auf dem Vektorraum C([a,b],R) der stetigen Funktionen und
z€Ja,b]
die Norm

2. |||, auf LE(R, L(R), A1) fiir p # 2

nicht von einen Skalarprodukt induziert werden.

Hinweis: In Aufgabe 47, Analysis I haben wir gezeigt, dass auf einem beliebigen normierten
Vektorraum (E, || - ||) iiber K = C,R die Norm || - || genau dann durch ein Skalarprodukt
induziert wird, wenn die Parallelogramm-Gleichung

lz +ylI* + e = yl* = 2(|l® + lyI*)  «z,yeE
erfiillt ist. Man finde spezielle Funktionen, fiir welche diese Gleichung nicht gilt.
Aufgabe 11.38%

Sei (X, A, ) ein Mafiraum und K der Kérper der reellen oder komplexen Zahlen. Es be-

zeichne
L®(X,A,p) :=={f: X - K| f ist A— messbar und p-fast iiberall beschréinkt}

den Raum der wesentlich beschrinkten Funktionen. Fir f € L™ sei

0o i= inf su T
171 AeA,u<A>—o{z€XR’A'f< >|}
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das wesentliche Supremum von f. Beweisen Sie:
1. Sei fe€ L und 0 < a < ||f||oo - Dann gilt p({z € X | |f(z)] > a}) > 0.

2. Zu jedem f € L existiert eine Menge A € A mit u(A) = 0, so dass ||f]lec =
sup |f(z)|

zeX\A

3. Fiir f € L™ gilt: |f|loc = 0 genau dann, wenn f € N:= Menge der A-messbaren
Funktionen, die u-fast iiberall Null sind.

Aufgabe 11.39*
Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Es sei L>®(X, A, u) := I~J°°(X,A,,u)|j\/ und  |[flleo := I floo
fiir eine Aquivalenzklasse [f] € L>°. Beweisen Sie, dass (L>®(X, A, 1), || - ||oo) €in normierter

Vektorraum ist.

Aufgabe 11.40%*
Beweisen Sie, dass (L™(X, A, 1), - |l) ein Banachraum ist.

Aufgabe 11.41%
Sei (X, A, 1) ein Mafiraum mit p(X) < co. Beweisen Sie:
1. L* C LP fiir alle 1 < p < o0.

2. Fir f € 1 gile Tim [|f], = /]l

3. Essei 1 < p; < py <p3< ... eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen, die gegen
oo konvergiert. f: X — K sei eine A-mefibare Funktion. Dann gilt: Ist f € LP* fiir
jedes pr und sup||f||p, < oo, dannist f e L.

k
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