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1 EINFUHRUNG

1 Einfiihrung

Motivation: Beispiele und der Satz von Vitali

Stochastik
Wahrscheinlichkeit Statistik
(Modellierung, (Schlie3en aus
SchliefSen aus dem Modell) | Daten auf Modelle)

Bemerkung

Zjel ist die Erkldrung eines Wahrscheinlichkeitsraumes (Q, F, P), wobei

) die Menge der moglichen Ausgange / Ergebnisse,

F eine Ereignismenge und

P das Wahrscheinlichkeitsmaf}, welches dem Ereignis A € F eine Wahrscheinlichkeit P[A] € [0, 1] zuschreibt, ist.

Bereits im Beispiel einer nicht-endlichen Miinzwurffolge fiihrt die Definition eines geeigneten Wahrscheinlichkeits-
raumes zu nicht-trivialen Problemen, deren Losung Mafstheorie erfordert.

Beispiel
Einfaches Wiirfeln

Q=1{1,2,3,4,5,6}
w € O, w = i: Wiirfel zeigt Augenzahl i
n-maliges Wiirfeln
Q={1,...,6}"
Q>w=(wy,..., wy):in Wurf j wird Augenzahl w; geworfen

A={weQ|w;=w; Vij}:AlleWiirfel zeigen die gleiche Zahl

Wir erwarten fiir die Gleichverteilung auf (), dass

Al _ 6 —(n—1
P[A] = 1= = — =6 ("1,
Das entspricht dem Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsmaf3, das jedem der endlich vielen Ausgénge w € ()

die Wahrscheinlichkeit P[{w}] = = zuordnet.

O]
einfacher Miinzwurf
a={0,1}
w = 0 <> Zahl
w =1 < Kopf
n-facher Miinzwurf
Q={0,1}"
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co-facher Miinzwurf
a=1{0,1}N

w = (wj)ieN
n
Kumulativer Gewinn ) _(2w; — 1) ausi n = 1,2, ... Miinzwurfwetten, wenn jeweils 1 € auf “Kopf” gewettet
i=1

Gewinn
1
0
1 2 3 4 5 6
-1 Wiirfe
wird.

Aktienindexentwicklung in stetiger Zeit
Q=C([0,T],R)

w(t) : Aktienindex zur Zeit t < T
A={weQ|w(t)>9500Vt e [0,T]} <+ Dax bleibt tiber 9500

Definition 1.0 (Potenzmenge)
Die Potenzmenge 22 ist die Menge aller Teilmengen von Q).

Beispiel
Q={0,1}
2% = {2,0,{1},{0}}

Bemerkung
Das Ziel ist es, jedem Ereignis A aus einem geeigneten Mengensystem F C 2 eine Wahrscheinlichkeit P[A] € [0,1]
zuzuordnen, so dass P als Abbildung

pP: F—101]

“schone” Eigenschaften hat.

Frage: Warum definieren wir nicht solche P i.A. gleich auf 292
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Satz 1.1 (Satz von Vitali)
Sei O = {0,1}N. Es gibt keine Abbildung P : 2 — [0, 1] mit den folgenden Eigenschaften:

1. P[O] =1
2. Sind Ay € 22 disjunkte Teilmengen von Q), k € N, so gilt, dass®

P A = Y PlAd.
- k=1

3. VA € 29 qilt: P[A] = P[Ti(A)] Vk, wobei Ty einen “Flip” der k-ten Koordinate beschreibt:

T: Q= Q, (wi)ien — (W1, ..., wk_1,1 — Wi, W1, - - )

Satz 1.2
Sei ():=[0,1) = R mod 1. Es gibt keine Abbildung P : 22 — [0, 1) so dass:

i) P[Q) =1

i) PLU Ayl = Y PlA] fiir Ay disjunkt
keN KeN

iii) P[A] = P[Tx(A)] VA€22,xeR
wobei Ty : A —Q, ar—~a+x modl

und Ty(A) :={Tx(a) |la € A} ={y € Q|y—x mod1e A}

Bemerkung

Forderungen i)-iii) in Satz 1 bzw Satz 2 sind im Prinzip zwar “verniinftig” und wiinschenswert; was sich allerdings
als nicht moglich herausstellt, ist jedoch, diese Forderungen auf der Potenzmenge zu realisieren! Ziel ist darum,
ein Mafimit diesen Eigenschaften auf einer moglichst grofien o-Algebra zu definieren, welche offenbar nicht die

Potenzmenge sein kann.

Beispiele dafiir, dass abzdhlbare Additivitdt wiinschenswert ist:

Beispiel Koch’sche Schneeflocke

3 1, 4 #
Fléche = a% x 2 x % (1+ 3tmtet ), wobei die Reihe konveriert.

2wobei wir mit der Notation U eine disjunkte Vereinigung bezeichnen
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Beispiel Cantormenge

[(WAWE
AWAN

0

\/\/ \/\/
/\/\ }\/\
C := [0, 1] ohne offenes, inneres Drittel,
ohne offene, innere Drittel der verbleibenden abgeschlossenen Intervalle,

ohne offene, innere Drittel der wiederum verbleibenden abgeschlossenen Intervalle,

...etc.(rot markiert)

Intuitiv erwarten wir, falls Intervalle die kanonische Lange haben, dass C die Lange < (%)” Vn € N, also die Lange
0 hat.

Die Lange von C¢ kann man auch mit abzdhlbarer Additivitdt ausrechen

1 12 12\ 2 N
3 33 3 3 3 3 3 -

was natiirlich mit 1 — 0 = 1— Lange von C° {ibereinstimmt.

Bemerkung: C ist tiberabzdhlbar, aber trotzdem eine Nullmenge bzgl Lebesgue MaSfs.

2 Wahrscheinlichkeitsraume

Axiomatische Grundlagen fiir (), 7, P) und erste Eigenschaften

Definition 2.3
Sei Q) # @ eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem F C 2 heifit o-Algebra (auf Q), falls

(i Qe F
(i) Ae F = A° € F, wobei A° = Q\ A das Komplement von A in Q) bezeichnet.

(iii) Ay € F, k€ N = | J Ax € F (Abgeschlossenheit bzgl abzihlbarer Vereinigungen)
k€N

Das Paar (Q), F) heifit messbarer Raum oder Ereignisraum. Ein Element A € F heifit messbar oder auch Ereignis.

Definition 2.4
Sei (Q, F) ein Ereignisraum. Eine Funktion P : F — [0, 1] heifit Wahrscheinlichkeitsmapf, falls

(i) P[] =1
(i) Ap € F, k€ N, disjunkt = P[ U Ay] = Y P[A] (o-Additivitit)
keN keN

Wir bezeichnen das Tripel (Q), F, P) (also einen messbaren Raum (Q), F) mit Wahrscheinlichkeitsmafl P) als Wahrschein-
lichkeitsraum.

Bemerkung
(i) und (ii) nennt man Kolmogorov’sche Axiome (Andrej N. Kolmogorov, 1903-1987, Axiomatisierung der W.theorie.
Schiiler u.a.: Albert Shiryeeyv, s. Literaturliste!)
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Bemerkung
Sei F eine o-Algebra auf (), dann gilt:

(iv) @ e F
(v) A, Be F = AUB € F,d.h. Fistabgeschlossen bzgl. endlichen Vereinigungen

(vi) A,Be F = ANB e F,dh. F ist auch abgeschlossen bzgl. endlichen Schnitten, denn nach De Morgan-
scher Regel (gilt fiir beliebige Indexmengen I !):

Uai= (ﬂA?>C

iel iel

(vii) und nattirlich auch abgeschlossen bzgl. abzdhlbar vielen Schnitten Ay € 7,k € N = ﬂ Ay € F
kelN

Beispiel
Sei Q) # @. Dann ist 22 eine o-Algebra.

Beispiel
F = {@,Q} ist eine o-Algebra.

Lemma 2.5 (Definition und Lemma)
SeiQY #0, G C 22 Dann existiert eine kleinste o-Algebra F auf Q mit G C F. Wir schreiben: F = o(G) fiir diese von
G erzeugte (oder generierte o-Algebra.

Definition 2.6
Fiir einen topologischen Raum Q) (z.B. einen metrischen Raum (Q), d)) bezeichnet B(Q)) die Borel o-Algebra, welche von den
offenen Mengen erzeugt wird.

Beispiel
(Q,d) = (R",d) mitd(x,y) = |x — y|, wir definieren B" := B(R") auf R"

Bezeichne

G := das System der offenen Mengen von R"
A := das System der abgeschlossenen Mengen von R"

n
K= {H [a;,b;] | a; < bjund a;, b; € Q}
i=1
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Lemma 2.7
Esgilt: B"=0(G)=0(K)=0(A)

Lemma 2.8
Es gilt: BY wird auch erzeugtvon ®;, i =1,...,4,d.h.

Bl = 0’((131‘)
mit
D = {(—Oo,b) ‘ be ]R}
b, = {(—oo,b} | be ]R}
P3={(a,b]|a<bAabeR}
Py ={[ab]|la<bAabeR}
Beweis:
Ubung bzw. Maftheorie ]
Bemerkung

Analoge Aussagen gelten fiir B" = o(®;) mit z.B. &1 = {TT_;(—oo,b;) | b; € R}, etc.

Definition 2.9
Sei (Q), F) ein messbarer Raum, QY C Q, dann ist

F'={AnQ'|AeF}
eine o-Algebra auf QY (Ubung) und heifit Spur-c-Algebra (von Q' auf F).

Beispiel
Borel-Mengen von ()’ C R" sind definiert als die Elemente der Spur-o-Algebra von () und F = B"

Ein wichtiger Typ von o-Algebren betrifft Messbarkeitsstrukturen auf Produktraumen, welche als (kartesisches)
Produkt

Q= XieEi=[]E
icl

tiber eine (beliebige) Indexmenge I # @ mit messbaren Rdumen (E;, &;) gegeben sind.

Zur Defnition von Produkt-c-Algebren betrachten wir die (kanonischen) Projektionsabbildungen und die sogenann-
ten Zylindermengen:

i Q= E, w=(w;)ic] — w;

Gi={m HA) |Ae& iely={n1(&)|iel}



2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Definition 2.10
Die Produkt-o-Algebra auf Q) fiir (E;, &;), 1 € 1, ist definiert als

®Ei =0(G)=0c(r:iel

und ist offenbar die kleinste o-Algebra, bzgl. welcher alle Projektionen 7= messbare Abbildungen sind. Letztere schreiben wir
wirals o(7t; | i € I).

Notationen
Falls (E;, &;) = (E, &) Vi schreiben wir auch kiirzer

gl = g®l — ®51
i€l

und, falls I endlich ist (|I| = n mit n € IN), auch lediglich

n
=& =&
i=1

Bemerkung

* Esgilt: B" = B(R") = ®"_, B! = (B)" (Ubung); mit der Konvention B = B! also B" = B(R") = (B)";
* Bsgilt @ic; & =o(m|iel)={mY(P;)|iec I} fallsd; i € I, Erzeugendensysteme der &; sind. (Ubung!)

Es gilt: B" = B(R") = ®'_; B! = (B')" (Ubung); mit der Konvention B = B!, also B" = B(R") = (B)", also ist
unsere Notation doppeldeutig aber dabei korrekt.

Satz 2.11 (Elementare Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafien)
fiir jedes W.Mafd P : F — [0, 1] (und weitgehend analog allgemeiner fiir Mafle y : F — [0, 00]) auf (Q), F) gilt:

(i) P[@] = 0 (Notiz: fiir allg. Mafle y ist diese Eigenschaft nicht Folgerung sondern Teil der Definition, vgl [Klenke,
Def.1.28])

(i) PJAUB]+ P[ANB] = P[A] + P[B], A,B€F (endliche Additivitit)
(iii) A,Be Fund A C B = P[A] < P[B] (Monotonie)

3

(iv) Aje F,ie N = P[|JA)] <Y P[A] (c-Subadditivitit)
i=1 i=1

v) Aue F,ne NmitA, T A, dh. Ay CAyqVnund U A, = A, gilt:
nelN

lim P[A,] = P[A] = P[|J A4

n—00

und mit A, | A, d.h. A, D Ay Vnund ) A, = A (sowied P(A,) < o fiir n > N), dann gilt: P(A,) < o

nelN
Jim PlA,] = P[4] = PI() A
n=1

(0-Stetigkeit von unten bzw. oben von P)

3die Bedingung P(A,) < oo fiir grofe n ist fiir W.Mafe P iiberfliissig, da automatisch, aber i.A. ndtig fiir nichtendliche MaSes y.
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(vi) Ay € F,neN,sodass Ay - A, dh. 1, (w) = Ix(w) Yw € Q, dann gilt:
P[Ay] — P[A]

1, weA

die Indikatorfunktion einer Menge ist.
0, sonst

wobei Ty (w) := {

Wichtiger einfacher Spezialfall von Wahrscheinlichkeitsraumen:() abzahlbar und F = 2 = 20

Definition 2.12
Falls Q) abziihlbar ist und F = 2%}, so nennen wir (Q), F, P) diskret.

Satz 2.13
Sei Q) abzihlbar und seien p(w) > 0, w € Q, Elemente in Ry mit ), p(w) =1
we

Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafy P auf (Q,29) mit P(A) = ¥, p(w) VA €29
E— weA

Ein solches p nennen wir " Zihldichte”, die p(w), w € Q, nennt man auch "Wahrscheinlichkeitsgewichte” der w € Q)

Diskrete Produktraume:

Seien (E;, &;) diskrete, abzihlbare (endlich |E;| < oo oder abzihlbar unendlich, mit & = 2Fi) Mafiraume mit Zzhl-
dichten p;, fiir i € I = {1, s, n}, und bezeichne P; jeweils das Wahrscheinlichkeitsmafs zur Zghldichte p;.

Definition 2.14
Das WahrscheinlichkeitsmafS P, das durch die Zihldichte

n n n
p(w) =] Jpi(w:) Vo = (wy,--+ ,wn) €= X E;=]]E

auf F := @, & = 2 gegeben ist (Ubung), heifit diskretes Produktmaf. Wir schreiben®:
n n
P=QPi=]]p:
i=1 i=1

Falls (E;, &;,p;) = (E1,&1,01) fiiri = 1,...n gilt, schreiben wir auch: P = P = pP"

Beispiel (n-facher Wurf mit evtl. “unfairer” Miinze)
E={0,1}, £=2F pi(1)=1-p1(0)=:pc[0,1]
Q=E"={0,1}"
n
fiir P mit Zahldichte p = [ [ p1 = pi”" liefert:
i=1

Pw}] = p(w) = p(Eh1@i) (1 — p) (T (1)

“(wobei wir bequemerweise fiir W.MaBSe auf diskreten W.Rdumen die Zihldichte 77 mit dem entsprechenden W.MaB P nach
Satz 2.13identifizieren)

10
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Bemerkung
Man spricht fiir dieses P auf 2{%1}" von einem ”Bernoulli-Schema”.

Frage
Wahrscheinlichkeit fiir k-Erfolge in n Miinzwiirfen jeweils mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]

A={weQ] iwi:k}
i=1
— P(A) =)

P({w})
weA ST—~—"

pk(1—p)n—*

Beispiel : Beispiele fiir diskrete Verteilungen sind

® Binomialverteilung
auf O = {0,1,...,n}, F =29 mit Zshldichte p(k) = Bin, p(k), k€ Q, fiir Parametern € IN, p € [0,1]

o Geometrische Verteilung
auf Q =Ny =1{0,1,...}, pe€ (0,1, F=29 pk =pl-pk keN
Schreibe ”Wartezeitverteilung” in diskreter Zeit: Verteilung der Wahrscheinlichkeiten auf ersten Erfolg (“Kopf”)

bei Wurf unfairer Miinze.

Example of Geometric Distribution

2000

1000

Frequency

0 T T T

4 B
Time between Events

e Poisson-Verteilung

O =Ny, F =29 Parameter A > 0 (“Intensitit”, A € R}),
k

s . A A
Zzhldichte p(k) := Poiss) (k) := e~ - L ke

11
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0.5

[ R L T L T S U Y o T s w R B e o T T I A= N = Ry e |
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ [25]

(Hinweis: Hier wurden diskrete Histogrammdaten stetig interpoliert.)

Satz 2.15 (Poisson’scher Grenzwertsatz)
Sei pn € (0,1] mit liﬁm n-py = A > 0. Dann gilt Yk € No:
n [ee)

lim Biny,p, (k) = Poiss) (k)

n—oo

Definition 2.16
Eine Zufallsvariable X auf einem messbaren Raum (Q), F) ist eine (F — F')-messbare Abbildung X : Q — Q' in einen

messbaren Raum (Q, F'), d.h. es gilt X~ 1(A") € F VA’ € F', in kompakterer Notation ~X~'(F') C F.

Definition 2.17 (Definition und Lemma)
Sei X : (Q, F,P) — (O, F') Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q), F, P). Dann heift

Px:=PoX!

mit Px(A’) := P[X € A'] = Po X~1(A’) das Bildmap bzw. die Verteilung von X (unter P) und ist ein Wahrscheinlich-
keitsmaf auf dem Bildraum (Q), F')

Definition 2.18
Fiir Q # @ ist A C 22 eine Algebra, falls

i) Qe A
(i) Ac A = A° e A (Abgeschlossenheit unter Komplementbildung)
(iii) A, Be A = AUB € A (also Abgeschlossenheit bzgl. endlicher Vereinigungen)

12
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Definition 2.19
(i) Eine Abbildung u: A — [0, o] heifit Pramaf auf Algebra A, falls (@) = 0 und fiir
Ap € A, ne N, disjunkt mit |J Ane€ A = u( U Ay)= ¥ u(An)
neN nelN neN
(i) Ein solches y heifst Maf (auf A), falls A eine o-Algebra ist.

(iii) Ein Maf$ y heif$t c-endlich, falls

JA, € Amit Ay T Q (dh Ap C Apyqund U An=Q) undmit u(A,) < oo Vn
nelN

(iv) Ein Maf heiit Wahrscheinlichkeitsmap, falls u(Q) =1

Wir nennen ein Mengensystem A C 2

(i) “abgeschlossen unter monoton wachsenden Limites”, falls fiir Ay € Amit Ay C Ay Vb = Ax 7
Uzozl Are A

(i) “abgeschlossen bzgl. (monotoner) Differenzen”, falls fir A,B€ AmitACB = B\Aec A

Satz 2.20 (Satz iiber monotone Klassen (Version fiir Mengensysteme))
Sei C ein Mengensystem (C C 22) abgeschlossen bzgl. endl. Durchschnitten und mit Q € C.

Sei A das kleinste Mengensystem, welches C enthiilt und (im Sinne von obigen i) und ii)) abgeschlossen bzgl. wachsender
Limites und bzgl. Differenzen ist. Dann gilt: A = (C)

Bemerkung
1. A ist wohldefiniert: (Ubung)
2. Es gibt auch eine Version des Satzes fiir Funktionensysteme: Ubung

3. in der Literatur wird eine solche Aussage teils auch mit “Dynkin”- und “7t”-Systemen” formuliert (vgl. z.B.
Klenke): Mit Thm.1.19 und Def.1.10 aus Klenke sieht man leicht: Mit Q) € C € A und i) und ii) folgt: A = 6(C)
ist das von C erzeugte Dynkinsystem (aka A-System), C is durchschnittsstabil, d.h. ein 77-System in der Sprache
von Klenke, und der vorige Satz ist equivalent zum 77 — A-Theorem 1.19 in Klenke, S.7.

Korollar 2.21
Seien P, Q WahrscheinlichkeitsmafSe auf einem messbaren Raum (Q), F), die auf einem durchschnitts-stabilen Erzeugersystem
Evon F = o (&) iibereinstimmen (kurz: auf einem N-stabilen Erzeuger von F).
Dann gilt:
P=Q (auf F)

Satz 2.22 (Fortsetzungssatz von Caratheodory - Berlin 1917)

Fiir jedes c-endliche Priimaf u auf einer Algebra A C 2 existiert ein (eindeutiges) Map fi auf der o-Algebra F = o(A),
welches auf A mit y tibereinstimmt (d.h. u(A) = i(A) VA € A). Wir sagen dazu “fi setzt y fort nach F". Zudem ist ein
solches ji o-endlich.

Lemma 2.23 (Eindeutigkeitssatz)
Seien y, v o-endliche Mafle auf einem MafSraum (Q), F), wobei F = o (®) fiir einen N-stabilen Erzeuger ®, auf dem die Mafle
iibereinstimmen (. = v auf ®, d.h. u(A) = v(A) VA € ®). Es gebe (An)nen € F mit Ay T Qund p(Ay) = v(Ay) < .
Dann gilt:

w=v  (auf F)

13
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Lemma 2.24
Sei p : B(R) — [0, o] ein Maf auf (R, B(R)), endlich auf Kompakta. Dann ist

u((0,x]),  fiirx >0
G(x) =10, fiirx =0
—u((x,0]), fiirx<0
monoton wachsend und rechtsstetig.
Beispiel fiir das Lebesgue-MaB ist G(x) = x

Definition 2.25
Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (R, B(R)) ist seine (kumulative ) Verteilungsfunktion® F gegeben durch

F(x):=P[(—o0,x]], x€R.

Falls die Verteilungsfunktion absolutstetig (bzgl. des Lebesmafles ist), d.h. F(x) = [ p(y)dy (Lebesgue-Integral) ¥x mit
einer messbaren Funktion p > 0, so nennen wir p die Dichtefunktion von P (oder F).

Bemerkung F(x) = G(x) — G(—00) mit G(—0) := limy_,o G(x) > —o0.

Korollar 2.26
Jede Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmafles ist rechtsstetig, monoton wachsend und erfiillt
% . 13 —
F(4o00)":= Xlglgol-"(x) =1
“F(—00)”:= lim F(x)=0

x—+—00

Wir werden zeigen, dass umgekehrt diese Eigenschaften nicht nur notwendig sondern auch hinreichend dafiir sind,
dass eine Fkt. F VF. eines W.MafSes P ist.

Satz 2.27
Sei F : R — R monoton wachsend, rechtsstetig. Dann existiert ein (eindeutiges )o-endliches Maf$ y auf (R, B(R)) mit

u((a,b]) = F(b) — F(a) Va,beRa<b

Beispiel
(i) fir F(x) = x liefert dies das Lebesguemaf A auf (R, B(R))
0, x <0
(i) F(x)=qx, 0<x<1 lefertdieGleichverteilung U auf (]0,1], B(]0,1])), d.h. A eingeschréankt auf [0, 1]
1, x>1

Beispiele (fiir Verteilungsfunktionen von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (IR, B(RR)))
)

Sengl. Abkiirzung “CDF” - cumulative distribution function

14
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() p=p-0a,+q- 65, +(1—g—p) -6 fiirp,g>0mitl— (p+4q) >0.

Definition 2.28 (Definition & Lemma)
(i) Ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (R, B(RR)), dessen Verteilungsfunktion F absolutstetig ist, ist durch eine Dichte-

Funktion® f beschrieben, mit welcher die Verteilungsfunktion F die Darstellung

(Lebesgue-Integral)
X
Fo) = [ fydy xeR

hat. Die Dichte ist eine messbare Funktion f : (R, B(R)) — (R, B(R)). Um eine Verteilungsfunktion F darzustellen,
muss die Dichtefunktion f (f.ii.) nicht-negativ und endlich sein, sowie integrierbar sein (mit [ f(y)dy = 1).

(ii) Umgekehrt: Gilt
X
F) = [ fl)dy vxeR

fiir f nicht-negativ, messbar, und integrierbar mit

| rway=1,

dann ist F die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafes P auf (R, B(R)),
denn F ist monoton, rechtsstetig mit F(x) — 1 fiir x — oo und F(x) — 0 fiir x — —oo (Ubung).

Bemerkung (und allgemeinere Definition). Ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R? (in Dimension d > 1) hat genau
dann eine Dichte’ f, falls

PlB] = /w 15(y)f(y)P(dy) forall B € B(RY).

Da ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ durch seine Werte auf einem durchschnittsabgeschlossenen Erzeuger der o-Algebra
eindeutig bestimmt ist, ist es dquivalent, die obige Gleichheit fiir alle B aus einem solchen Erzeugersystem zu for-

d
dern (z.B. fiir alle B = (o0, x|, x € R, fallsd = 1, bzw. fiir alle B = X izl(oo, xi], x € R?, in Dimension d > 1).
Beispiele (fiir Wahrscheinlichkeitsmafie mit Dichten) (i) Normalverteilung, Parameter y € R, o > 0, mit Dichte:
_ 1 (x —p)?
QD‘u,a<X) - \/E o exp < 202
Auch: “Gaufs-Verteilung”
¢ > 0, messbar, da stetig und / @(x)dx = 1, (Ubung, ggf. Hinweis ( [ pdx)? = 1).
JR

Normierung ergibt

X

y="7 1 s
/]R Puo(x)dx” = /]R on exp ( 7 ) dy
= /IR ®o,1(y)dy

fiir die Dichte ¢ ; der Standard-Normalverteilung N'(0,1)

®Hierbei handelt es sich um die Radon-Nikodym-Dichte bzgl. des Lebesguemafes, wihrend die sog. Zahldichte auf einem diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum die R.N.-Dichte bzgl. des Zahlmafist.
’Genauer: eine Radon-Nikodym Dichte bzgl. des (d-dimensionalen) Lebesguemafes.
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2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

(if) Exponentialverteilung (Spezialfall der Gamma-Verteilung mit r = 1)

mit Parameter & > 0 hat Dichte

—ax

f(x) = 7u1(x) =g e0)(x) a-e

(iii) Gammaverteilung

Hat Parameter a, 7 > 0, und Dichte

Yar = Loeo) (%) - =5

wobei .
I(r):= / yleVdy, r>0
0

die Gamma-Funktion (aus der Analysis) ist, mit I'(r) = (r —1)! viaI'(r) = (r — 1) - T'(r — 1) mit partieller
Integration fiir r € IN.

Anwendungsbeispiel zur Motivation der Gammaverteilung: Wahrscheinlichkeit von mindestens r Versiche-
rungsschidden im Zeitintervall [0, t], wenn Anzahl der Einzelschiden durch eine Poissonverteilung mit Para-
meter A = at gegeben ist.

Eine Erinnerung an zentrale Resultate zum Maflintegral /Q fw)p(dw)

(lediglich Uberblick, genaueres siehe Maf- & Integrationstheorie, vgl. 1. Kapitel im Buch von A Klenke)

Betrachte messbaren Raum (2, F) mit (evtl endl. oder W.-)MaB yt : F — [0, 00| und erklire “ / ‘ fdp = / f(w)pu(dw)”
Jo Q
fiir eine messbare, numerische Fkt. f : (3 — R := RU {—o0, 400} in drei Schritten:

N
(i) fur f > 0, elementare Funktion: f = Z a1, Ax € F,ax € [0,00], erklare
k=1

N
/fdli = 1;1 g (Ay)

(i) fir f: (O, F) — (R,B(R)) und f > 0, f messbar, d.h.
FABMR) CF < fYB) eF VBEB(R) < f1((—~oo,c]) € F VcER,
erkldre:

/fd‘u ‘= sup gduy € RU{oo}

g elementar
0<g<f

(iii) fiir f R-wertig und messbar mit [ |f*|du < oo oder® [ |f~|du < oo erklire:
/fd# :=/f*d#—/f’d# €R

mit {7 = max(0, f) und f~ = max(0, — f) sowie f = f* — f~.

8(Es geniigt auch, wenn ein Summand endlich ist, um das ggf nicht-endliche Integral zu definieren)
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2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Ist das Integral endlich definiert, so heifst die Funktion f integrierbar (bzgl. u).
Wir schreiben dann f € L!(y) = L'(Q, F, ) mit L'-Norm Ay = J1fldu < oo.

Fiir p € [1,0) heifit f “p-integrierbar” falls f € LP(u), d.h. |f|P € L' (x) mit LP-Norm [ Allr ey = ([ IfIPdm)V/r <

©0.

Bemerkung

a) Konvergenzsitze fiir / fdp MaBintegral: Sei ( fu),enN eine Folge messbarer Funktionen.

b)

(i) Lemma von Fatou
Wenn f, >0 Vn e N,gilt
| /Q limiinf fudpe < liminf / Fudpt

(ii) Satz iiber monotone Konvergenz

Falls0 < f1 < f, < -+, s0gilt
po = f ()

(iii) Konvergenzsatz von Lebesgue

Falls (fn)nen eine gleichgradig integrierbare Folge in L' (p) ist
(hinreichend dafiir ist inbesondere die Existenz einer integrierbaren Majorante’ g € L' (i) mit |f,| < g Vn)

(dh. yu({w e Q| |fu(w)| > g(w) fiir mindestens einn}) = 0 Vn)

und falls f;, = foo pi-fast tiberall gilt (d.h. p({w € Q| limy o fu(w) # f®(w)}) = 0) so folgt

1= frollirgy = [ 1fu = sl = 0und [ fudpe — [ fud

Beziige zum Riemann Integral: Eine Funktion f : [4,b] — R, welche auf einem kompaktem Intervall [a, b]
Riemann-integrierbar ist, ist dort auch Lebesgue-integrierbar ist und das Riemann-Integral stimmt mit dem Leb-
Integral tiberein. Bei uneigentlichen Integralen muf$ man mehr aufpassen: Hier braucht Gleichheit nicht zu gel-
ten, selbst wenn das R-Integral endlich definiert ist. Es gilt jedoch z.B.: Fiir (nichtnegative) f : R — [0,00)

Riemann-integrierbar auf R gilt, dass f Lebesgue-integrierbar ist und das Riemann-Integral gleich dem / fdA
JR
(Lebesgue-Integral bzgl. des Lebesgue-Mafles y = A ) ist (vgl. Walter, Analysis 2, 9.7 + 7.20 .

In dieser Vorlesung benutzen wir Notationen wie [ f(y)dy und meinen damit grundsétzlich das Lebesgue-
Integral.

Hauptsatz der Differential- und Integral-Rechnung: In einer geeigneten Formulierung gilt auch ein Haupsatz
der Differential- und Integralrechnung fiir das Lebesgue Integral, welcher insbesondere einen Integranden f, der

auf allen Kompakta integrierbar ist, als f.ii. existierende Ableitung der Funktion F(t) := [ ; f(x)dx identifiziert;
siehe zB Walter, Analysis 2, 9.23.

Satz 2.29 (Definition und Satz)
Sei y ein positives MafSe auf einem messbaren Raum (Q), F).

°In diesem oft niitzlichen aber weniger allgemeinen Fall spricht man vom “Satz von der majorisierten (oder dominierten) Konvergenz”
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3 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHANGIGKEIT

1. Sei auch v positives Mafle auf (Q), F). Falls es eine messbare Funktion p gibt, so dass gilt

V(A) = /1Apdy VAeF (1)

(z)/fdv = /fpd‘u V' messbaren Funktionen f > 0

so nennen wir p die Radon-Nikodym-Dichte von v bzgl. u, schreiben p = ;11—; und sagen "v is absolutstetig zu y mit
R.N.-Dichte p.”.

2. Falls p ein Maflund p > 0 eine messbare Funktion ist, so wird durch (1) ein positives Maf v definiert. Falls [ pdu < oo
gilt, ist v dabei ein endliches Maf3. Falls [ p du = 1 gilt, ist v ein Wahrscheinlichkeitsmaf3. Die R.N.-Dichte p von von v
bzgl. y ist y-f.ii. eindeutig.

Beispiel * Sei y ZahlmaR auf einem abzahlbaren Q mit 7 = 2. Sei p : Q — Ry eine Zahldichte auf Q). Dann
ist
P(A4)i= ¥ plw) = [ 1apdn
weA
ein W.Maf und die Zahldichte p ist offenbar die Radon-Nykodym Dichte von P bzgl dem Zihlmasf3.

* Sei A das Lebesguemaf auf (R, B) und p > 0 messbar mit [ pdA = 1 die Dichte einer (stetigen) Wahrschein-
lichkeitsverteilung P auf R mit Verteilungsfunktion F(x) = P((—oo, x]). Dann ist

P(A) ::/1Apde € B.

ein (stetiges ) W.Maf auf R mit der Dichte p und Verteilungsfunktion F(x) = [ o(y)dy = [*_ p(y)A(dy),
x € R, ist. Die Dichte p einer stetigen W.Verteilung P ist also die Radon-Nykodym Dichte von P bzgl dem
Lebesguemas.

Beispiel konkrete Beispiele
Verteilungen auf (R, B(R)) konnen durchaus weder diskret noch stetig sein:

a) zB.P =16+ 1 U Verteilungsfunktion F von P:
Gleichverteilung auf [0,1]

b) auch stetige Verteilungsfunktionen F auf (R, B(RR)) brauchen keine Dichte haben. Betrachte als F zB. die stetige
Verteilungsfunktion, welche nur “gleichverteilt” auf Cantormenge (Lebesgue-Nullmenge!) wichst, und auf
ihrem Komplement konstant ist (— Ubung).

3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit

Motivation:”fiir beliebige Wahrscheinlichkeiten “
betrachten die Studie eines (billigen, schnellen, gut vertraglichen) Tests auf eine Krankheit, welche anderweitig (auf-
wendig oder teuer) feststellbar ist.

Test mit 1000 Versuchsprobanden

negativ | positiv | X

krank 1 9 10
gesund 970 20 990
z 971 29 1000
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3 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHANGIGKEIT

Frage: Diagnose bei Testergebnis “positiv “(d.h. Test signalisiert “krank”)?
¢ Anteil der gesunden unter den positiv getesteten: % ~ 69%
¢ Anteil der tatsdchlich kranken unter den positiv getesteten: % ~ 31%
Anderseits gilt unter der Bedingung, dass ein negatives Testergebnis vorliegt:
* Anteil der gesunden unter den negativ getesteten: % ~99,9%

* Anteil der kranken unter den negativ getesteten: g7 ~ 0,1%

Diskutiere: Wie gut ist dieser Test?

Definition 3.30
Seien (Q), F, P) ein W.raum, A, B € F,P[B]| > 0. Dann heifit

P[AN B]

PlAJB) =~

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B, oder auch: die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Bemerkung: Mit der Konvention P[B]P[A|B] := 0, falls P[B] > 0 ist, gilt allgemein P[B|P[A|B] = P[AN B.

Satz 3.31
Sei (Q), F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, B € F und P[B] > 0.

(i) F 3 A Q(A) := P[A|B] ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf F,

(ii) Formel totaler Wahrscheinlichkeit:
Sei B = .UIBz‘ fiir disjunkte B; € F, mit I abziihlbar. Dann gilt
ic

P[ANB] =) _P[Bj-P[A|B],
iel

(iii) (Bayes-formel) Seien A € F mit P(A) > 0, I abzihlbar, disjunkte (B;)ic; € F und Q) = ‘UIBi . Dann gilt
[AS

P[B;] - P[A|B)]

. 2
Tl PIB] - PIAIB] @

P[Bj|A] =

n—1

M A

i=1

Lemma 3.32 (Multiplikationsformel)

(Q), F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, —As,...,An € F mit P > 0, dann ist

P[A; NN Ay] = P[A] - P[As|A1] ... P[An|A1 O - 0 Ap_i]

Bemerkung
Wahrscheinlichkeitsmafie auf endlichen Produktraumen kénnen im Baumschema dargestellt werden: Interpretation
als mehrstufige Experimente
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3 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHANGIGKEIT

a) Beispiel “Patient “
Pfadwahrscheinlichkeiten:

10 9 9
(et) = 1000 10 1000
1
(k=) = 1000
(85) = 15
&) = 7000

970

b) 2—maliges Ziehen aus einer Urne mit R roten und B blauen Kugeln ohne Zuriicklegen.

Definition 3.33 (Unabhiangigkeit)
Sei (Q), F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I eine (beliebige) Indexmenge.

a) Zwei Ereignisse A, B € F heiflen (paarweise) unabingig,
falls P[AN B] = P[A] - P[B].

b) Eine Familie A; € F,i € I, von Ereignissen heifit unabhingig,
falls ¥/ endlichen Teilmengen | C I gilt:

P

A

ic]

=[IPlAil.

icf

c) Eine Familie von Mengensystemen A; C F,i € I, heif$t unabhingig,
falls jede Auswahl A; € A; eine unabhingige Familie (A;);c; von Ereignissen liefert.

d) Eine Familie von Zufallsvariablen Y; : (Q), F) — (Q;, F;), i € I, heifit unabhingig,
falls die o-Algebren o (Y;) = Yifl(}"i), i € I, unabhingig sind.

Bemerkung (zur Definition) a) Sind (A;);c; unabhéngig, dann folgt: A; und A; sind paarweise unabhéngig Vi #
j € 1. Die umgekehrte Implikation gilt nicht.

b) (A;)ie; unabhingig < ({@, A;, AS, 1} );c; sind unabhingige o-Algebren (Ubung)
) (A;)ic; unabhéngig < (14,);c; unabhéngig
d) A und B (mit P[B] > 0) sind unabhingig < P[A|B] = P[A]

e) Sind die Mengensysteme A;, i € I, durchschnittsstabil, so gilt:
Aj, i € I, sind unabhingig < o (A;), i € I, sind unabhéngig

f) Alle Teile der Definition lassen sich als Spezialfille der Unabhangigkeit von o-Algebren (wie in d)) auffassen, in-
dem Sie die geeignet gegnerierten o-Algebren betrachten. In diesem Sinne ist dann auch z.B. die Unabhangigkeit
einer Zufallsvariablen von einer o-Algebra (oder von einem Ereignis) zu verstehen.

Satz 3.34
Situation von Def.3.33 (d). Sei &; ein N-stabiler Erzeuger von F; = o(&;),i € 1. Fiir | C I, ] endlich, B; € &; miti € | gelte:

P {ﬂ YH(B»] =]]P[i< B (1)
]

icf
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3 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHANGIGKEIT

(das heifit ({Y’ (E;) | E; € &;})ieg sind unabhingig).
Dann sind (Y;);c; unabhiingig.

Korollar 3.35
Sei (Yi)icqa,..,n} eine endliche Familie von Zufallsvariablen auf (Q), F, P). Dann gilt:

(i) diskreter Fall:

falls Y; : (O, F) — (Q, F;) mit Q; abzihlbar, .7-' = 2% Vi, so sind (Y;);—1,.,, unabhiingig

genau dann, wenn P[Y; = w;, i =1,.. HP = wl Yw; € Q);
PoY=1({(wr,.ton)}) = PoY1({w;})

(ii) reellwertiger Fall:

Y;: (), F) = (R, B(R)), Vi reellwertige Zufallsvariablen, so sind (Y;);— 1 unabhiingig

genau dann, wenn PlY;<¢;,i=1,...,1] = PlY; < ¢ Ve; € R
) ; . ; i=1 . N
gemeinsame Verteilungsfunktion von R"-wertigen Y=(Y1,...,Y") Verteilungsfunktion von Y;

(iii) reellwertiger und absolutstetiger Fall C (if)

Y; wie in (ii) und zudem so, dass Py, := P o Yl absolutstetige Verteilung auf (R, B) mit Dichtefunktion
fi(R,B(R)) — (RT,B(R™)) sind Vi =1,...,n. Dann gilt: (Y;)i=1,.. n unabhiingig genau dann,
wennY = (Y1,...Y"): (Q, F) — (R", B"(IR”)) eine absolutstetige Verteilung Po Y1

auf (R", B*(R™)) mit Dichte fy(y) = fr (1, -, yn) = [Ty fi(y;) hat:

Beispiel
Y1, Y sind unabhéngig und jeweils NV (0, 1)-verteilt < Y = (Y7, Y>) hat eine absolutstetige Verteilung mit Dichte

1 ity
Py(y) = pr(y1)p2(y2) = 5 exp(==—-7)

Diese Verteilung von Y ist die Standard Normalverteilung mit den Parametern Mittelwertvektor 0 = (8) und

Kovarianzmatrix I, = ((1) (1)) . Notation: Y ~ N(0, I)

Bemerkung
1. Die gemeinsame Verteilung einer Familie Y; = (Q), F) — (Q;, F;), i € I, von Zufallsvariablen ist die Verteilung
Po Y~ der Zufallsvariablen Y = (Y;)icr : (Q, F) = ( X el O, Ric1F;)

2. Jede mehrdimensionale Zufallsvariable Y = (Y;);c; induziert eine Verteilung P o Y~ ! auf dem Produktraum
(Xie1QY, ®je1Fi). Dies ist die Verteilung P o Y~1vonY,dh. die gemeinsame Vertelung der Y;, i € I.

3. Die gemeinsame Verteilung induziert die (ein-dimensionalen, bzw. allgemeiner die endlich-dimensionalen)
Randverteilungen der jeweiligen Y; (bzw. der (Yj,,...Y;,) fiir endliche | = {j1,...,ju} C I, n € N). Insbeson-
dere induziert jede endlich dimensionale Verteilung von Y = (Yj,...,Y},) ihre Randverteilungen:

PoY; ! (B;) = P[Y; € Bj]
=PY1€Qq,...,Y; €Bj,..., Yn € Q]
=PoY /() ® - ®B® --@0,)

21



3 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHANGIGKEIT

Satz 3.36

Sei (Q, Fi, P;),i € I, eine Familie von Wahrscheinlichkeitsriumen. Dann existiert genau ein WahrscheinlichkeitsmafS P auf
Q= X[ und mit F 1= Qe 1 F; = o(m;, i € I) (mit F, die kleinste o-Algebra auf dem Produktraum beziiglich welcher
alle Koordinatenprojektionen 7t; : w = (wj)icy — wj, i € I messbar sind), so dass fiir alle endlichen Teilmengen | C I gilt:

P( 7 Y(A) =]]Pi(A) VA €F
icJ i€]

Dieses P heifst Produktmaf. Notation: P = ®;c[P;

Beweis: (Fiir MathematikerInnen)
(Mafstheorie. Siehe auch im Georgii Satz 3.26 fiir konstruktive Beweise fiir einfachere aber wichtige Falle
abzdhlbarer Produkte. ) Fiir (allgemeinere) Beweise mittels Kolmogorovs Konsistenzsatz s. zB. Stochastik-
2 VL, oder in Terence Taos Buch fiir reguldre Mafie auf topologischen Rdumen, oder die W.-theoriebiicher von
A Klenke (Ch.14) oder H.Bauer. Die Konstruktion von Ionescu-Tuscea (vgl. Klenke, oder Ganssler /Stute) zeigt
eine allgemeinere Aussage mit stochastischen Kernen fiir abzédhlbare (semi-direkte) Produkte. Im folgenden
nutzen wir ein vereinfachtes dhnlicher Argument fiir zunédchst abzédhlbare Produkte von Mafsen, welches sich
unter Nutzung der Struktur produktmessbarer Mengen dann jedoch auf beliebige Produkte verallgemeinert:
Bezeichne n{/ : X ey 0, - X iey Q; fir ] C J' C I die kanonische Projektion. Und 71y := n}. Fiir diesen
Beweis bezeichne zudem 71, := 71yy ) flir € I.
Die Eindeutigkeit von P folgt daraus, dass die Definition P auf dem N-stabilen Erzeugersystem der (endlich
dimensionalen) Zylindermengen nfl (A) mitendlichem ] C [, A = X ie] Aj, Aj € F, festlegt.
Zur Existenz:

1. Fur endliches I (]I| < o0) ist die Aussage bereits bekannt (vgl. z.B. Klenke Th.1.61) aus den Grundlagen
der Maftheorie oder Analysis-3 VL.

2. Fur abzdhlbar unendliche I = IN argumentieren wir wie folgt:

Definiere P(A) := (®] P;)(A},) fir A € ®;cn Fi der Form A = A), x X ?O:nﬂ Q; mit A}, € Q4 Fi,
n € IN. Mengen solcher Form A = 7;;1(A’) bilden eine Algebra

n
A= J m* <{A;1 DAl € ®-7:i>-
nelN i=1

Definiere nun P : A — [0,1] durch P(A,) := (QF1 P;) (A}).
Beh.: Dann ist P ein Pramaf.

Dass P Inhalt ist, ist klar (additiv, P(@) = 0). Es gentigt also, fiir c-Additivitat zu zeigen, dass aus A 3
Ay | O folgt, dass P(A,) — 0. Wir zeigen hierfiir : fiir fallenden A, | mit lim, P(A,) | 6 > 0 gilt
Mo An # @.

O.b.d.A. habe A, die Form A, = A}, x X isny1 i = 7, (A}) mit A, € Q1 Fi.

Aus Ay 2 Ay folgt Ay x Q1 DAL,

Definiere fiir n > m > 1 die Funktionen
hpn(wi, ..., wm) = /O . / L (w1, Wy Wiy 1, -+« W) Pa(deon) - -+ Pyyya (dewp 1)
m+1 n
Die Funktionenfolge hy, ,, n > 1, ist fallend in n. Sei

hy = lim hy,, = inf by
n—oo n>m
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der montone (punktweise) Limes. Mit monotoner Konvergenz folgt

/ / T (1, -+, om) Py(deoy) - - - Pos(deom) = lim/ / Tt (01, -+, ) Pr(dcoy ) - - - Pon(dcom)
'Ql Qm Ql Qm

n—oo
©)
— 1 /
_nh—rSoP(A”) >4 >0. 4
Hieraus folgt induktiv dass ,, A, # @ gilt, wie folgt:
Induktionanfang (m = 1): Es gibt ein @w; € () mit hy(w1) > 6 > 0.
Induktionsvorrausetzung: Es gebe @; € );, 1 <i < m mit hy, (@1, ..., &0m) > 6 > 0.
Induktionsschritt (m — m 4 1): Dann folgt mit dem Satz der monotonen Konvergenz
/ hm+l (wlr oo, Wiy wm+l)Pm+1<dwm+l) = / inf herl,n ((Dl/ v, Wiy wm+1)Pm+l (dmerl)
Qg Qg n>m+1
©)
= inf h 01, .-, Om, Pyy1(d
A o min (@1, - - -, Oy Wng1) Pugr (dwpm)
(6)
= inf hyu(@r,...,0m) >26>0.
n>m+1
@)

Dann gibt es @;;4+1 € Q41 derart, dass hy,11(@1, . .., @, @yi1) > 6 > 0.
Fiir jedes m ist daher (@1, ..., @n) € Aj,, mithin (@;);en € Ay, fiir alle n und somit (@;)jen € N, An # D.
Also ist P ein Prama#s.

Mit dem Fortsetzungssatzes von Caratheodory folgern wir nun: Es existiert eine (eindeutige) Fortsetzung
von P zu einem Mafs auf der Produkt-c-Algebra.

3. Die Existenz fiir den Falle einer iiberabzédhlbaren Indexmenge I folgt nun aus dem bereits gezeigten, wie
folgt:

In der Tat (siehe z.B. [Klenke, Def.14.9 und Exercise 14.1.1] oder [Gédnssler/Stute, Satz 1.3.11]) ist jedes
A € F := Qjc1F; von der Form A = A’] x X 2] Q; = nfl(A}) fiir ein abzdhlbares | C I und A} €
®jejFj- Mit der (widerspruchsfreien, wieso ndmlich?) Definition P(A) := Pj(A}) mit P := Q¢ P; (aus
vorigem Teil) folgt die Behauptung.

0

Bemerkung
Insbesondere gilt fiir die Randverteilung der i-ten Koordinate unter P, dass

Pl (A)] = P((A;), AieF

1

d.h. die P; sind die Randverteilung der kanonischen Koordinatenprojektion 7t;.

Korollar 3.37
1. zu gegebenen Wahrscheinlichkeitsmaflen P; auf (QY;, F;)ie; existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q), F, P) mit unab-

hingigen Zufallsvariablen (X;)icr, X; : (Q0, F) — (Q;, F;), so dass P o X;l = D; gilt.

2. Zufallsvariable Y = (Y;);c; auf einem W.raum sind unabhingig genau dann wenn ihre gemeinsame Verteilung das
Produktmaf3 der Einzelverteilungen ist: Py = ®|Py..
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Bedingte Verteilungen aus gemeinsamen Verteilungen

a) Diskreter Fall:

Q=01 xM, F=F&F,Y = (Y,Y,) diskrete Zufallsvariable mit Zahldichte p(y1, y2). Die bedingte Vertei-
lung von Y, gegeben Y7 = y; ist beschrieben durch die bedingte Zahldichte:

p(y1,y2)
Y oy y2)

2€M

_ rlyuy2)

B oy (y1)

Py, |y, (y2ly1) =

jene ist definiert fiir Py, -fast alle y; [an welchen py, (y1) > 0].

Visualisierungen/Veranschaulichungen

i) “mehr- bzw. zwei-stufiges Experiment”:

Y1 (Y1, Y2)

E (y%,: v3)

(v1,¥5%)

(y;ll_f y%)
<¢ :

/ (Wi v2°)
1772
Y Yq ( ) :
[
[
bedingte Ubergangs-Wahrscheinlichkeiten PY, |y,

ii) Kontingenztafel, z.B.

Y1\ Y2 A B Randverteilung |
A 10% | 80% 90%
B 1% 9% 10%
Randverteilung — | 11% | 89% || 100%

wihrend man die Randverteilungen der einzelnen Koordinaten durch aufsummieren (integrieren) iiber die
jeweiligen Zeilen bzw. Spalten bestimmt, erhalten wir die bedingten Verteilungen durch Re-normalisierung
der Wahrscheinlichkeiten auf der gegebenen Spalten bzw. Zeilen: Gegeben dass Y; in A ist, ist zB. die WS.

dass Y, in B ist 8/9.
b) Absolutstetiger Fall:

Sei Y = (Y1, Y>) absolutstetig mit Dichte f(y1,y2) (bzgl. Leb.maB). Die bedingte Dichte von Y, gegeben Y7 = 13
ist

fly,y2)  _ flyuy2) :
= = , € 0y, € )y, mit reaterQ (:= 0 sonst
P vzl N T R fale ( :
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4 ASYMPTOTISCHE EREIGNISSE

(ist definiert fiir Py, -fast alle y;). Dann gilt z.B.

Laxp f(y1,y2)dy1dy2 :/ Lafy, (y1) (/ 1ny2|y1(y2]/1)dy2> dy
1,1 o -
AlB

P[Y;,Ys € Ax B] = /
Q]XQZ

Visualisierung/Veranschaulichung : Man stelle sich vor, dass die 2te Koordinate eines mehrstufigen Experi-
mentes gemaf einer bedingten Dichte fy,|y1(:|y1) gezogen wird, welche mit der Realisierung des Wertes y fiir

die erste Koordinate Y; variiert:

i) mehr- bzw. zwei-stufiges Experiment

Y2|Y1:y1 \\ 3 )
\ I /
AN \ /7
\\ \ ,' /
\ /
\\\ I /
NN | /
AR 1/
NN y
< |
\ (4
L/
Vs
' Vs
| 7
| /
| /
/
I,
4

Ziehe in erster Stufe des Experimentes Merkmal Y7 geméfs Verteilung Py, mit Dichte fy,, und anschlieffend,
bedingt auf die Realisierung von Y7 = y;, das zweite Merkmal Y, gemdf der (bedingten) Verteilung Py, |y,

mit bedingter Dichte y2 — fy, |y, (y2|y1)-

ii) Das Analogon zur Kontingenztafel bei diskreten Zufallsvariablen ist hier die gemeinsame Verteilung, die
durch einen Plot der gemeinsamen Dichtefunktion visualisiert werden kann.

Bemerkung Analoge Aussagen gelten fiir den “n-stufigen Fall” in Dimension n > 2.

Satz 3.38
Seien (Y;);c1 eine Familie von unabhiingigen Zufallsvariablen auf (Q), F,P), Y; : (Q, F) — (€, F;) messbare Abbildung

mit I = U Iy, Iy disjunkt, und seien
keK
pr: (X Q) Fi) = (O, Fi), k€K, messbare Abbildungen.
il il

Dann sind Yy := @i ((Yi)icr,), k € K, unabhiingig.

4 Asymptotische Ereignisse

(Q), F, P) Wahrscheinlichkeitsraum, (Yj)ren Folge von Zufallsvariablen Yy : (Q, F) — (O, Fx)

Definition 4.39
Ein Ereignis A € F heifst asymptotisch bzgl. (Yy)ren, falls

Vn € N 3B, € (X) F so dass: A = (Yo)izn) H(By)

k>n
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5 ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Wir schreiben A((Yy)xeN) fiir das System der asymptotischen Ereignisse A bzgl. (Yi)keN-

Bemerkung

1. A((Yy)ken) ist eine o-Algebra, und
2. Ae A((Y)ken) gilt g.d.w. A € (Y : k > n) fiir alle n (zeigen!).

Beispiel
a) A= Mren Usi{Ys € A} fiir A; € F; VI € N ist asymptotisch (Ubung)

1 N
b) A= { lim <N ) Yi> existiert und nimmt Werte im Intervall [a, b] an} ist asymptotisch.
i=1

N—oo

Satz 4.40 (0-1 Gesetz von Kolmogorov)
Sei (Yy)xew Folge von unabhingigen Zufallsvariablen auf (Q), F, P). Dann hat jedes asymptotische Ereignis A € A((Yx)keN)
die Wahrscheinlichkeit 1 oder 0.

Satz 4.41 (Borel-Cantelli-Lemma)

In (Q, F, P) sei (Ag) e Folge von Ereignissen mit A := limsup,_, A= | U A
nelNk>n
dann gilt:

(i)

Y P(Ay) <o = P(A)=0
keN

(ii) sind die Ay, k € IN zudem unabhiingige Ereignisse mit

Y P(Ay) =00 = P(A) =1
keIN

5 Erwartungswert und Varianz
Kenngrofien reellwertiger Zufallsvariablen.

Definition 5.42
X Zufallsvariable auf (Q), F, P) mit Werten in (R, B). Ist X > 0 oder X € L'(P) (d.h. [ | X|'dP < o0) so heifit
E[X] = [ XdP der Erwartungswert von X.

Bemerkung Fiir R"-wertige Zufallsvariablen X wird E[X] = (E[X?]);—1.., koordinatenweise definiert; fiir kom-
plexwertige Zufallsvariablen entsprechend fiir Real- und Imaginérteil.
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5 ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Lemma 5.43
Sei Px = P o X~ Verteilung von X fiir

X:(Q,F)— (Q,F)
f:(Q,F) = (R,B)
mit f > 0oder fo X € L'(P) messbar.
Dann gilt:
EIf()] = [ F(X(@))P(@de) = [ f(x)Px(dx)

Korollar 5.44
Sei X Zufallsvariable mit absolutstetiger Verteilung mit Dichte p, f messbare reelle Funktion, so dass Y := f o X > 0 oder in

LY(P) ist, dann gilt:
EFCO) = [ f(0p(x)ds

Satz 5.45 (wichtige Ungleichungen)
Sei X Zufallsvariable auf (Q), F, P). Dann gilt:

a) Markovsche Ungleichung
P
x> < BB oo

b) Spezialfall von (a) mit p = 2 nennt man die Tschebyscheff-Ungleichung (auch Chebysev-U.): Bei Anwendung auf zen-
trierte Zufallsvariablen X := Y — E[Y] mit Y € L'(P) liefert das mit 1° V(Y) := E[(Y — E[Y])?]

Py -] 2 < Y00 eso,
c) Exponentielle Markov-Ungleichung
xX
PlaX > €] < Ele }, a,e>0

d) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
fiir X, Y € L?(P) Zufallsvariablen gilt X - Y € L'(P) und

E[|XY[] < |/E[X?]E[Y?]

e) Holdersche Ungleichung
fiir X € LP(P),Y € L1(P) mit p € (1,00) und g so dass: % + % = 1. Dann gilt:

E[|XY]] < E[|X|?]7 E[|Y]7]"

f) Minkowski Ungleichung
fiir X,Y € LP(P),p € [1,00), dann gilt:

X+ Y|z, < IX[lz, +1Yllz,

10yg1. anschlieBende Definition der Varianz V(Y).
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5 ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Lemma 5.46 (Jensensche Ungleichung)
Seien X eine reelle Zufallsvariable, f : R — R eine konvexe Funktion und sei X in L' (P). Dann gilt: f(E[X]) < E(f(X))

Satz 5.47
Seien X,Y € L?(P) unabhingig. Dann gilt E[XY] = (EX)(EY)

Definition 5.48
Seien X, Y reellwertige ZVen.

(a) V(X) := E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X])? die Varianz von X, und \/V (X) heifit die Standardabweichung von X.

(b) Fiir X,Y € L?(P) heift Cov(X,Y) := E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — (E[X])(E[Y]) die Kovarianz von X und
Y und ist in R.

(c) Falls Cov(X,Y) = 0 gilt, heiffen X und Y unkorreliert.

Lemma 5.49
X,Y,Xy,Xp,... € L2(P), a,b,c,d €R

(a) Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y) insbesondere V(aX + b) = a?V(X)
(b) Cov(X,Y) < /V(X)V(Y) wegen Schwarz'scher Ungleichung

n n n
© Y. Xee LPund V(Y. Xi) = Y V(X¢) + Y Cov(X;, X¢)
k=1 k=1 k=1 j#k

Falls Xy unkorreliert sind gilt insbesondere V (3} _ Xx) = Lp_1 V(Xk)

(d) Falls X,Y unabhingig sind, dann sind sie auch unkorreliert

Beweis:Ubung.
Definition 5.50
1. Fiir R-wertige Zufallsvariable X € L?(P) mit V(X) > 0 heifit
5. X—E[X]
V(X)

standardisierte ZVe: E[X] = 0 und V(X) = 1.
2. Fiir X R"-wertig, X € L*(P), d.h. X' € L?Vi. Dann ist

die Kovarianzmatrix von X.

Bemerkung
Unkorreliertheit von X, Y impliziert nicht, dass X und Y unabhédngig sind. Gegenbeispiele.

Definition 5.51 (Korrelationskoeffizient)
Seien X,Y € L*(P), V(X),V(Y) > 0. Dann heifit

Cov(X,Y)

Corr(X,Y) = OV

die Korrelation von X mit Y. Notation: Hiufig wird Corr(X,Y) bezeichnet mit p(X,Y).
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6 DIE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

Die Korrelation zweier reller Zufallsvariablen ist invariant unter (nicht-trivialen) positiv-affinen Transformationen.

Lemma 5.52
X, Y wie in Definition 5.51. Dann

a) Corr(X,Y) € [-1,1]
b) Sei X zentriert (E[X]| = 0), dann gilt

min E[|Y — (aX +b)[*] = E[|Y — (a*X + b*)|?]
a,beR

fiir a* = S5 = Corr(X, Y) %; b* = EY und min E[..] = V(Y)(1 - (Corr(X, Y))2)

6 Die Gesetze der grofien Zahlen

(starkes und schwaches Gesetz)

Bemerkung
Klassische Formulierung der Tschebyscheff (Chebyshev) Ungleichung. Fiir Y € L?(P),e > 0

P[Y —EY|> ¢ < vg)

(Satz 5.45 anwenden fir Y — EY V')

Definition 6.52
Seien Y, (Yn)new Zufallsvariable mit Werten in R (oder R?) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).

(Yn)nen konvergiert stochastisch (auch ,,in Wahrscheinlichkeit” oder ,,in P*) gegen Y, falls
PY,—Y|>e =50 Ve>0

n—oo

(oder, dquivalent: P[|Y, — Y| <] — 1 Ve >0)

Stochastische Konvergenz wird analog fiir Zufallsvariablen definiert, die Werte in normierten (oder allgemeiner in
metrischen) Réumen annehmen.

Satz 6.53 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Seien (X, )new unkorrelierte Zufallsvariablen in L?(P) mit sup V(X,) < ¢ < oo (c € R). Dann gilt fiir alle ¢ > 0:

nelN
P [

insbesondere konvergiert 1 Y| (X; — E[X;]) stochastisch gegen 0.

1 n
- ;(Xz’ — E[Xi])| = 12 —0, *)

o S] < sup,en V(Xn) nseo
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6 DIE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

Definition 6.54 (fast-sichere Konvergenz)
Seien Y, (Yn)neN reellwertige Zufallsvariablen auf demselben (Q), F, P). Dann konvergiert Y, P-fast-sicher (P-fs.) gegen
Y falls die Folge aufSerhalb einer Nullmenge konvergiert. Das heifst

P(lm Y, =Y)=1

n—oo

Man sagt auch, die Folge Yy, konvergiert P-fast-iiberall (P-f.ii.).

Bemerkung

Fiir ein positives Ma y : 7 — [0, 0], das kein Wahrscheinlichkeitsmaf zu sein braucht, sagt man allgemeiner, dass
eine durch eine Teilmenge A € ) beschriebene Eigenschaft u—fast tiberall gilt, falls es eine y-Nullmenge gibt mit
A° C N, u(N)=0.

Lemma 6.55 P
Konvergieren Yy, n € IN, P-fast-sicher gegen Y, so gilt auch Y;, — Y

Bemerkung
Umkehrung gilt nicht: Stochastische Konvergenz impliziert nicht die P-fast-sichere Konvergenz!

Satz 6.56 (Starkes Gesetz der grofen Zahlen)
(Xn)nenN unkorrelierte Zufallsvariablen, X, € LZ(P), auf (Q), F,P), sup V(X)) =: ¢ < co. Dann
nelN

(Xkx — E[Xk]) — 0 P-fast sicher

S -
™=

k

1

Beispiel (zur Konvergenz der relativen Hiufigkeit von Kopf bei Miinzwiirfen gegen %)
1.

0.5

Proportion of heads

/

0.25 -

I I I
3 20 100 1000

Number of tosses

Bemerkung
Das starke Gesetz der grofien Zahlen gilt auch unter schwécheren Voraussetzungen als in dem vorigen Theorem
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6 DIE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

angegeben. 1981 hat Etemadi gezeigt:
Sind X1, X, ... in L!(P), unkorreliert und identisch verteilt. Dann gilt:

n
% Y Xi — E[X4] (P-fast sicher)
i=1

(vgl. Klenke, Thm.5.17, oder Etemadi 1981 https://doi.org/10.1007/BF01013465)

Definition 6.57
Seien X1, Xy, . . . unabhiingig identisch verteilte (“i.i.d.” in engl. Abkiirzung) Zufallsvariablen in L*(P) Fiir jede Realisierung
w € Qovon X;(w), Xa(w), ... sei

1 n
X+ Fy(x) := Fy(x,w) := . ) Lo (Xi(w)), x€R.
k=1

Wir nennen F,, die empirische Verteilungsfunktion von X1, ... X, (n € IN). F, ist die Verteilungsfunktion des empirischen
Wahrscheinlichkeitsmafes

1 n
Pn == Z 5Xk.
=
Als Funktion der zufélligen Stichprobe is F;, also eine zuféllige Funktion w — Fy, (-, w).

Beispiel
Dann gilt

Yy = ﬂ(—oo,x]<Xk)

sind i.i.d. Zufallsvariablen mit Verteilung Bernoulli(F(x)), wobei F Verteilungfunktion von Xj ist.

tarkes Gesetz d. gr. Zahl 1 & .
SRS TS gr saEn Vx e R: Fy(x) = - Y Y "% F(x) P-fast-sicher
k=1

d.h. “die empirischen Verteilungsfunktionen konvergieren punktweise fast-sicher gegen die Verteilungsfunktion F
aus der die i.i.d. Ziehungen kommen.”

Dies motiviert die starkere Aussage des “Hauptsatzes der Statistik”, welcher sogar f.s. gleichméfSiige Konvergenz
zeigt:

Satz 6.58 (Glivenko-Cantelli)
Seien (Xi)reny R-wertige Zufallsvariablen auf (Q), F, P) unabhingig und identisch verteilt (“i.i.d.”), bezeichne F, die empi-
rische Verteilungsfunktion der Xy, . .., X, und sei F die Verteilungsfunktion von X,,. Dann gilt:

lim sup (sup |Fu(x) — F(x)|> = limsup ||F;, — Flloo =0 P-fast sicher

n—oo xeR n—o00

Beispiel

Die folgende Grafik zeigt (in einem Ausschnitt) die empirische Verteilungsfunktionen einer Realisierung von 10,
100, bzw. schliefilich 1000 i.i.d. Exp(1)-verteilten Zufallsvariablen, und die "theoretische" Verteilungsfunktion der
Exp(1)-Verteilung (gestrichelt in Schwarz).
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7 CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN
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7 Charakteristische Funktionen

Grundidee: Wir charakterisieren WahrscheinlichkeitsmagBe auf (RY, B%(R) = B(R%)) durch komplexwertige Funk-
tionen und kénnen damit niitzliche Aussagen iiber Mae auf R? mittels charakteristischen Funktionen formulieren
und “nachrechnen”.

komplexe Zahlen: C=R?

z=x+iy, i*=-1
Kartesische Koordinaten und Polarkoordinaten:

z=x+iy=r-exp(if), Re(z)=x, Re(z) =y,
(r,0) € (0,00) x [0,277), (x,y) € R?, R2\{0} 3 (x,y) «— (r,0) fiirz # 0
Exponentialfunktion: exp(t) = kg(:) It(—];,
r-exp(if) =r(cosf@+isinf); r>0, 0 € R,
2= (2 ) =,
Notation (Skalarproduktin RY)

d
<x’y>:k;lxiyi/ xTy:X']/ny

Definition 7.59
a) sei y ein Wahrscheinlichkeitsmaf aus (R?, BY(R)). Dann heif$t fi definiert durch:

f:RY—=C,
() i= [ e p(dx)
R4

die charakteristische Transformierte (oder Fouriertransformierte) von y

b) Fiir eine Zufallsvariable X, mit Werten in (R?, B*(R)) heifit

px(u) = ﬁX<u) — /ei<u,x>PX(dx) _ E[ei<”’X>}
R4

die charakteristische Funktion von X.
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7 CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN

Bemerkung

e fiir f C-wertig wirddefiniert [ fdu = [Re(f)du+i [Im(f)du
und somit tibertragen sich Resultate fiir Maflintegrale R-wertiger Integranden auf C-wertige Integranden.

* man kann nachpriifen, dass | [ fdu| < [ |f|du

Bemerkung
fa(u) = /ei<”’x>y(dx) = /cos(<u,x>)y(dx)—i—i/sin((u,x))y(dx) €C, VueR?
R4 R4
@x(u) = E[cos({u, X))] +iE[sin((x, X))] €C, Yu € R?
Lemma 7.60

Sei u Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B%(R%)). Dann ist i eine beschriinkte, stetige Funktion auf R* mit fi(0) = 1

Bemerkung (m-tes Moment)

Sei X = (Xy,...,X,) eine R%wertige Zufallsvariable mit |X|" = (2?21 \Xj\z)m/z € LY(P) (d.h. X € L™(P)) mit
m € IN.

Dann nennen wir E[Xj, --- X;, | € Rmit ji € {1,...d} ein (gemischtes) unzentriertes m-tes Moment von X.

Die zentrierten Moemente von X sind diejenigen von X’ := X — EX € L™(P). Fiir eine univariate Zufallsvariable
Y in L™(P) (zB. Y := X}) ist E[Y™] € R das unzentrierte m-te Moment und E[(Y — E[Y])™] € R das zentrierte m-te
Moment.

Satz 7.61 (Beziehung zwischen Moment und Ableitung der charakteristischen Funktion)
X eine R%-wertige Zufallsvariable, mit E[|X|™] < oo fiir ein m € N. Dann ist die charakteristische Funktion @, von X
stetig-partiell differenzierbar bis zur m-ten Ordnung und es gilt mit j € {1,...,d}, k < m, dass

o™ ‘ .
mfpx(u) = i"E[X;, X, - X, el (4X)].
am
InSbesonderefOth mlt "= 0 dass —(PX<0) = lmE[X] X]Z AR X]m]/ und bel Wﬂhl glEicher ]k (k _ 1’ o m):
0xj, 0xj, . . . 0,
o ‘
g 9x(0) = "ELX]!

Beispiel

a) X ~ Bernoulli(p): ‘ ‘
ox(u) = E[e"] = (1—p)e” + pe =1+ p (" 1)
b) X ~ Bin(n, p):
Es gilt: X = i Xy, fir Xy, ..., X, unabhingig Bernoulli(p) (Gleichheit in Verteilung)
k=1
px(w) = E[e"¥] = E[e S = [T E[e"] = (pe + 1~ p)"
k=1
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7 CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN

c) X ~ Poiss(A):
x H k . iu
px(n) = T e = (Ubung) = "D
k=0 :

d) X ~ U([—a,a]) gleichverteilt auf [—a, a]:
sin(au)
au

¢x(u) = (Ubung) =
e) X ~N(0,1):

.. —y?
¢x(u) = (Ubung) = exp(T)

Lemma 7.62 (charakteristische Funktionen von affinen Transformationen)
X eine ]Rd—wertige Zufallsvariable, Y := AX + b, A eine (m x d)— Matrix, b € R™, dann gilt:

py(u) = ™ oy (ATu),u € R™

Beispiel
X univariat normalverteilt: X ~ N (y, 0?)
ueER, o2 >0, X=u+oY furY:= % ~ N(0,1)

= @x(u) = exp(iup — 0'2”72)

Summen unabhingiger Zufallsvariablen
Wir werden sehen, dass sich hiervon die charakteristischen Funktionen sehr einfach berechnen lassen, und zudem
den Begriff der Faltung einfithren.

Definition 7.63 (Definition und Satz)

Seien X, Y R%-wertige unabhingige Zufallsvariablen auf (Q, F, P) mit Verteilungen Px = Po X!, Py = PoY ™! auf
B(R?). Dann heift die Verteilung von Z := X + Y die Faltung (Faltungsprodukt) von Px und Py, notiert P; = Px * Py,
und ist gegeben durch:

P2(A) = Px «Py(A4) i= [ [1ax+y)Px(dw)Pr(dy), VA € BR?)
R4 R4

34



7 CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN

X+Y=1
Y
2
1 \
-3 -2 -1 1 2 x
-1
-2
+Y €10,1]
-3 Streifen also:
X+Y=0

Korollar 7.64
X, Y unabhiingige Zufallsvariablen auf (Q), F, P), R*-wertig, Z := X + Y. Dann gilt:

oz (1) = px(u) - @y(u), ueR?

Satz 7.65
Seien X,Y unabhingige, R%-wertige Zufallsvariablen und Z := X +Y;

a) Hat zudem X eine Dichte fx, dann hat Z eine Dichte fz und es gilt
f2(2) = [ fx(z=p)Pr(dy), zeR".
b) Haben sowohl X als auch Y eine Dichte fx bzw. fy, dann hat Z die Dichte

f2(2) = [ fxz= A W)dy = [ fr(z =) fx(x)dx

Warum heifen charakteristische Funktionen “charakteristisch”?
Die Antwort gibt:
Satz 7.66

Sei X Zufallsvariable mit Werten in (R, B(R)). Dann charakterisiert ¢x(-) bzw. Px(-) die Verteilung Px = P o X~ von
X auf B(RY) in folgendem Sinne: Fiir Wahrscheinlichkeitsmafe uy, pip auf B*(R) gilt:

1 = iy genau dann, wenn py = yp

Zum Beweis von “pj = up” wird gebraucht
1

/f(a,u — 0)p1(du) 2/ (27_[02)% (./‘f((f,x)elf(uv)/az,x>dx) pp (du)

Fubini / 1 df(a,x)e_i<vfx>/‘72 (/ ei<u’X/02>V1 (du)) dx

(2702)2
p(x/c?)
1 ,
-/ 2ot e 0N/ %y (x /o) dx
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8 MEHRDIMENSIONALE NORMALVERTEILUNGEN

Bemerkung

will man etwas Konstruktives zur Berechnung von p aus fi sagen, braucht man Resultate zur Inversion der char.
Funktion (bzw. der Fouriertransformierten).

Im Fall d = 1, gilt z.B. fiir eine R!- wertige Zufallsvariable X und y := Py, fi = Px = ¢x, dass:

8(a,b) - = u((a,b) + g pu({a,b})

T . _ .
— lim i/ exp(=iua) —exp(=iub) . (\)du  Va,beR,a<b
T oo 27T J —T mu ~——

[Vgl. Shiryaev, Probability / Wahrscheinlichkeit, I1.§12.Thm.3].
Und aus g lasst sich dann leicht die Verteilungsfunktion F(b) = P(X < b) berechnen

Satz 7.67
Sei X = (X,...,X%) eine R*-wertige Zufallsvariable auf (Q), F, P).
Dann sind X, ..., X% unabhiingig genau dann, wenn

d
px(u) = [ oxr(ux) Vue R?
k=1

Bemerkung (zu charakteristischen Funtionen.

X sei R-wertige Zufallsvariable. Definiere ¢(z) := E[exp(< z, X >)] fiir z € C, wo Erwartungswert (endlich) defi-
niert ist.

Man kann zeigen, dass diese Funktion auf einem geeigneten Gebiet komplex-analytisch (d.h. holomorph) ist. [Vgl.
Strasser, Mathematical Theory of Statistics, I §85]

8 Mehrdimensionale Normalverteilungen

¢ werden auch multivariate Normalverteilungen (oder auch: Gaufsverteilungen) genannt; Im eindimensionalen
Fall spricht man dagegen von univariaten Verteilungen.

¢ univariate Normalverteilung:
X ~N(uo?),ueR,o>0,

AV
ist im Falle o > 0 absolutstetig mit Dichte f(x) = zlm exp (— %) , und hat

charakteristischer Funktion ¢x (u) = exp(iup — 30?u?), u € R!, E[X]=pund V[X] = ¢?

* wir bezeichnen zudem mit X ~ N (y,0) die Dirac’sche-Punktverteilung auf y € R!, welche wir ebenfalls als
1 neAecBRY

(degenerierte, univariate) Normalverteilung auffassen, das heiflt Px = 6, mit d,(A) = { 0 sonst

Definition 8.68

X = (X,...,X%) eine R¥-wertige Zufallsvariablen auf (Q), F, P) heifit Gauf’sche Zufallsvariable (oder multivariat nor-
malverteilt), falls jede Linearkombination (a, X) = Zzzl a; Xy mit a € RY univariat normalverteilt ist.
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8 MEHRDIMENSIONALE NORMALVERTEILUNGEN

Bemerkung
letzteres ggf auch degeneriert normalverteilt mit V[Y] = 0 fir Y := (4,X), d.h. Y ~ AN (p,0) also Dirac’sches-
Punktmaf} 4, in p € R!

Satz 8.69
X eine R¥-wertige Zufallsvariable auf (Q), F, P).
Dann ist X multivariat normalverteilt (Gauf’sch) genau dann, wenn die charakteristische Funktion von X die Form

px(u) = exp(i{u, ) — 3(u, Qu)), u € R?, hat, mit y € R und Q eine d x d Matrix symmetrisch, positiv semidefinit (d.h
(u,Qu) = utQu >0 Yu € R%).
Und es gilt dann, dass Q die Kovarianzmatrix Cov(X) ist und p der Mittelwertvektor E[X].

Beispiel

Seien X1, ..., X; unabhéngige R!-wertige Zufallsvariablen
X]- ~ ./\/’(‘11]',(7]-2), Ui € R, oj >0

Dann ist X = (X3, ..., X;) multivariat normalverteilt, denn:

d d
. 1
px(u) =[] ox, () = | [ exp(ugpy — 50'13”%)
Pl k1

= exp(i<u,]1> - %(u, Qu))

U1 (712 0
mitpy = | : und Q=
Hd 0 o?

Satz 8.70

Sei X R%-wertig, multivariat normalverteilt.

Dann sind die Koordinaten X, ..., X, von X unabhingig genau dann, wenn die Kovarianzmatrix Cov(X) = Q von X
Diagonalform hat.

Lemma 8.71 E[f] Cov(X)

i)
Sei X R%-wertige multivariate normalverteilte Zufallsvariable, X ~ N'( #t, Q ). Dann existieren unabhingige, univariate
Y1, ..., Yy, wobei Y; ~ N (0, AJZ) mit \; > 0, so dass X = p + AY fiir y = E[X] und eine orthogonale Matrix A (d x d
Matrix, AAT = 1,).

Bemerkung
Zur Simulation von X ~ N (i, Q) braucht man nur soviele Y; zu simulieren, wie der Rang von Q (bzw. I') ist.
Genauer: Mit m := rank(Q) gilt: 3 unabhangige Y1,... Y, mit ¥; ~ N(0,1) und eine d x m-Matrix B, so dass

X = pu + BY die gewiinschte NV (1, Q) Verteilung hat. [Ubung]

Bemerkung Eine ]Rd—wertige multivariant-normalverteilte (“Gaufy’sche”) Zufallsvariable X hat eine Dichte g.d.w.
det(Q) # 0ist (d.h. falls Q nicht singuldr).
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8 MEHRDIMENSIONALE NORMALVERTEILUNGEN

Mittels der Integral-Transformationsformel berechnet sich die Dichte dann als

fulr) = ——mexp(—3 < ¥ =1, QN (x =) >)

wobei det B~ = (det B) ! = (detQ)~/2 > 0, da Q hier pos.definit ist.
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8 MEHRDIMENSIONALE NORMALVERTEILUNGEN

Beispiel (fiir bivariate Normalverteilungen)

1. Standard bivariate Normalverteilung A (0, I), d.h Mittelwerte yx = uy = 0, Einzelstandardabweichungen
ox = oy = 1, Korrelation p = 0.

i
i
A
(A
éﬁéﬂg
%‘:

=
S
=
>
-
N o

i
(/)
i

(Kontur- / Niveau- / Hohenlinien)

2. bivariate Normalverteilung mit ux =1, yy =2, ox = oy = 1 und negativer Korrelation p = —0.85
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9 KONVERGENZ IN VERTEILUNG UND ZENTRALER GRENZWERTSATZ

2
L r~
0 o
. -y
.,.?:,h £

o,

(Dichte der bivariaten Normalverteilung)

(Kontur- / Niveau- / Hohenlinien)

9 Konvergenz in Verteilung und Zentraler Grenzwertsatz

Ziel
Neuer Konvergenzbergriff fiir Zufallsvariablen, der zentral fiir den zentralen Grenzwertsatz sein wird.

Erinnerung
X, Xu, n €N, IRd—wertige Zufallsvariablen auf (Q), F, P)
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9 KONVERGENZ IN VERTEILUNG UND ZENTRALER GRENZWERTSATZ

n—oo

a) Stochastische Konvergenz, X, L x: [|Xp —X|>¢ — 0 Ve>0
b) P-fast sichere Konvergenz, X,, —» X P-fast sicher P| 1211 Xp=X]=1
n (o]

n—oo

1
c) LP-Konvergenz mit p € [1,00), X, x. [|X = Xullp = E[|Xn — X|P]? — 0

Bemerkung
Fiir a), b), ¢) miissen die X, X, auf gleichem Wahrscheinlichkeitsraum leben!

Definition 9.72
Sei (E,d) metrischer Raum, z.B. E = R® mit d(x,y) = |x — y|, mit Borelscher o-Algebra B(E).

a) Seien y, u, Wahrscheinlichkeitsmafle auf (E, B), dann konvergiert i, schwach gegen y, falls
/ fdpn — / fap
— X

—

(Epnlf]) (Eulf])

fiir alle f € Cy, (stetig und beschriinkte Funktionen)

b) Seien X, X, E-wertige Zufallsvariablen auf Wahrscheinlichkeitsriumen (Q, F, P) bzw. (Qpn, Fn, Pu) n € N, dann kon-
vergiert X, in Verteilung gegen X, falls
Px, = Pyo X,

schwach konvergieren gegen Py = P o X! d.h. falls

Enlf(Xn)] — E[f(X)] Vf el

Notation & Sprechweisen

Xn 2y x “converges in distribution” (auch Xj £oX in law™)
D

Xn — PX

pn — pu (auch p, ~ u "weakly”)

Fiir Zufallsvariablen speziell auf E := R! kann Konvergenz in Verteilung durch eine geeignete Konvergenz der
Verteilungsfunktionen Fx, (x) = P[X, < x] beschrieben werden.

Satz 9.73
X, Xn R-wertige Zufallsvariablen, mit Verteilungsfunktionen Fx bzw. Fx,, n € IN. Dann sind dquivalent:

a) Xngx

b) Fx,(c) — Fx(c) Vc € R, an welchen Fx(-) stetig ist.
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9 KONVERGENZ IN VERTEILUNG UND ZENTRALER GRENZWERTSATZ

Beziehung zw. den Konvergenzarten fiir Zufallsvariablen

Satz 9.74
Y,,Y seien le—wertige Zufallsvariablen, mit Y,, — Y P-fast-sicher, dann 'Yy, 2) Y

Satz 9.75
Y, Yy R%-wertige Zufallsvariablen auf (Q), F, P). Dann sind dquivalent:

P
(@) Yy ——— Y
stoch. Konv.

(b) jede Teilfolge (Yn, )ken hat eine Unterteilfolge <Y"k1 )1eN, S0 dass Youg, ey P-fast-sicher

Satz 9.76 ((verallgemeinert) zu majorisierten Konvergenz mit stoch. Konvergenz statt P-fast-sicherer Konv. der Zufallsvar

seien Yy, Y R%-wertige Zufallsvariablen aus (Q, F, P) mit Y, Loy, es gelte: |Yy| < Z (Vn € N) fiir Z € LY(P).
Dann gilt:

und insbesondere also:

Satz 9.77 » >
Y., Y seien ]Rd-wertige Zufallsvariablen, mit Y, — Y, dann gilt Y, T) Y.
n (o]

Bemerkung
Die Umkehrung gilt nicht:

Y, 2sy=sy, By
n—oo

ein Beispiel dafiir: Sei X ~ A(0,1) und Yy, := (—1)"X eine R!-wertige Zufallsvariable, dann:
Py, = Po X, ! = Px =N(0,1) also:

D . . .
Yy T) Py, aber Y, konvergiert nicht stochastisch, denn
n—oo

Yo, 5 X,
P
Youi1— —X

=Y, % X, weil P[X # —X] >0

Bemerkung
1. Allgemein gilt (Ubung):
Falls Y, £ Y, Y, Py folgt:

Y =Y P — fast-sicher

2. Ubung: Sei (X;) eine Folge univariater (1-dim.) normalverteilter zentrierter Zufallsvariablen mit Varianzen
(7,21 — 0. Folgt daraus, dass eine Konvergenz X, — 0 in Wahrscheinlichkeit, in Verteilung, oder fast-sicher?
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9 KONVERGENZ IN VERTEILUNG UND ZENTRALER GRENZWERTSATZ

Proposition 9.78

Sei (yn)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R, B(R)), Fq(x) = pn((—o0,x]), x € R, Verteilungsfunktion
von py. Dann existiert eine Teilfolge Gy = Fy,, k € IN und eine rechtsstetige, monoton wachsende Funktion F : R — [0,1]
mit Gy (c) e F(c) fiir alle c € R, an denen F(-) stetig ist.

Bemerkung
F induziert via y((a,b]) = F(b) — F(a) ein MaB auf B(R), welches aber im Allgemeinen kein Wahrscheinlichkeits-

mafd zu sein braucht.

Definition 9.79
Sei (;)ic 1 eine beliebige Menge von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (RY, B(R)?). Die Menge heifit gleichgradig straff (kurz!1:

straff), falls gilt:Ye > 0 3 ein Kompaktum K C R? (insbesondere also K € B(R)“) so dass:

ui(K) <e Viel (%)

Bemerkung
(x) =
Ve > 03M < cosodass p;((—M, M|) <e Viel.

Diese Aquivalenz ist leicht zu zeigen (Ubung) und liefert uns im R! eine elementarere Bedingung, die wir im Wei-
teren nutzen. Die allg. Bedingung der Definition verallgemeinert sich nattirlich auf topologische (z.B. metrische)
Rédume mit Borel-c-Algebra.

Beispiele (fiir gleichgradig straffe Mengen von Wahrscheinlichkeitsmagen auf (R, B(R)))
a) |I| < oo (endlich), dann ist (y;);c; gleichgradig straff!
b) Oftist I = IN. Eine Folge (1) nen ist gleichgradig straff g.d.w.

VN € N : (pn)n>n gleichgradig straff ist,

oder (dquivalent)
AN € N : (un)n>n gleichgradig straff ist.

Das folgt jeweils mit a) aus c).
¢) Sind (p;)ier, und (p;)ic1, gleichgradig straffe Mengen, dann ist auch die Vereinigung
(Hi)ienun
gleichgradig straff. Dies verallgemeinert sich leicht auf endliche Vereinigungen (wie?).

d) Falls py = u (schwache Konvergenz) gilt, so ist (jin)nen gleichgradig straff. [Ubung: Zeigen fiir den Fall d = 1.
Hinweis: Theorem 9.73 nutzen.]

in Englisch: tight
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9 KONVERGENZ IN VERTEILUNG UND ZENTRALER GRENZWERTSATZ

Satz 9.80 (Helly’sches Selektionsprinzip)
Sei (in)nen eine gleichgradig straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf B(IR). Dann existiert eine Teilfolge (pn, )keN
und ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ y auf B(R) so dass

V”kgy

Satz 9.81 (Stetigkeitssatz von Paul Lévy)

Seien p, pin, n € IN Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R, B*) mit charakteristischen Transfomierten ¢ = i bzw. ¢, = fiy. Dann

gilt:

(@) pn <> = @u(u) > @(u), VuecR

(b) Falls @y (u) —= W(u), u € RY, fiir eine Funktion ¢ : R? — C, die in O stetig ist, dann ist ¢ die charakteristische
n—oo

Transformierte eines Wahrscheinlichkeitsmafes v auf B und p, <> v

Bemerkung
In der Tat kann man in (a) sogar die stirkere Aussage zeigen: ¢, — ¢ gleichmiBig auf Kompakta.

Beispiel (zur Anwendung von Satz 9.81)

Xy —EX Xu-—
Betrachte X, ~Poisson(\,) mit A, :=1n, Z, := — _An— M

V(X)) v

dann gilt: Z, 2 N(0,1)

Beispiele (zur Motivation des zentralen Grenzwertsatzes:)
* Aus vorigem Beispiel:

n
Y; —nE[Y:]
_ Xy—n j=1

Z, = — n—»00 1
= NG en N(0,1)

* Man kann andere Beispiele fiir (iid) Verteilungen der Summanden Y; betrachten und durch direkte Berech-

nungen zum gleichen Grenzwert gelangen (Ubung).

Bemerkung

Der zentrale Grenzwertsatz zeigt nun, dass eine entsprechende Aussage wie in den vorigen Beispielen allgemeiner
fiir "beliebige” zu Grunde liegende Verteilungen der unabhédngigen Summanden Y; gilt, etwas genauer gilt, dass
Summen vieler unabhingiger gleichgrofier Zufallsgrofien approximativ Gaufi-verteilt sind; bei Standardisierung
Standard-Gaufs-verteilt, das rechtfertigt die Bezeichnung dieser generischen Limesverteilung als Normalverteilung.
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10 GRUNDLAGEN DER MATHEMATISCHEN STATISTIK

Satz 9.82 (Zentraler Grenzwertsatz)
Seien (Xp)nen i.i.d., R-wertig, mit u := E[X,], 0% := V(X,) € (0,00) und sei

N Sy—n-
Sy = ZXj, S, = nif
j:1 n-o

Dann gilt:

Bemerkung Sei X, wie in Satz 9.82 (zentraler Grenzwertsatz).
Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen wissen wir, dass

n
Xy = % 2 Xj=Sn/n — [n — ooy = E[X] P-fast-sicher
j=1

Frage: Wie schnell konvergiert das?
Fiir Konvergenz einer Folge (1, )uen in R sagt man, dass (y,) mit Ordnung n=%, « > 0, gegen 0 konvergiert, falls

lim n*|y,| =:c € R
n—oo

gilt. Ein solches «, so dass n* |X,,/n — u| P-fast-sicher gegen ein ¢ € R konvergiert, gibt es nicht; Jedoch zeigt
der zentrale Grenzwertsatz, dass Konvergenz in Verteilung gegen eine endliche (normalverteilte) Zufallsvariable

vorliegt:

nt - (Xu/n—u) L, N(0,0%)
N—e —— 10
Y Xi—np
j=1"71 —g§*
NG n

In diesem Sinne gilt: Der ZGWS zeigt, dass die Konvergenzordnung n~1/2 ist.

Bemerkung Es gibt Verallgemeinerungen des zentralen Grenzwertsatzes:
— Fiir eine mehrdimensionale Version [s. Klenke, Thm.15.56].

— Die Annahme identischer Verteilungen kann abgeschwicht werden; hilfreich fiir Anwendungen, wo dieses Kri-
terium teils nicht erfiillt ist; s. [Klenke] fiir sog. “Dreieckschemata” von ZV’en.

— Sehr genaue Bedingungen fiir zentrale Grenzwertsatzaussage liefern die “Lindeberg-Bedingungen” [vgl. Klen-
ke, Thm.15.43].

— Der Satz von Berry-Esseem liefert eine Abschdtzung dafiir, wie schnell die Verteilungsfunktionen der S, gegen
diejenige der Standard-Normalverteilung konvergieren, [s. Klenke, Thm.15.51].

— Beispiel fiir Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes:
Bestimmung von (approximativen) “Vertrauensbereichen” (Konfidenzbereichen) fiir unbekannte Verteilungspa-
rameter, die aus Daten geschitzt werden .

10 Grundlagen der mathematischen Statistik

zur Schitz- und Testtheorie.
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Definition 10.84 (statistisches Modell)
12 Sei X eine beliebige Menge, F eine o-Algebra auf X, und sei { Py | ¢ € @} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf
(X, F), wobei © eine beliebige Menge ist.

Dann heifit (X, F,{Py}ycq) statistisches Modell.

Grundlagen der Schitztheorie

Definition 10.85
Fiir eine Funktion'® g : © — RY heifit eine messbare Abbildung T : X — ¢(®) = Im(g) ein Schiitzer fiir die Kenngrasse

g(9).

zur Definition von ML-Schétzer:
Sei y ein MaB auf (X'; F) derart, dass fiir jedes ¢ € ® die Radon-Nikodym Dichten existieren:

drs

G = P, dasheift Py(4) = /plg(x)]lA(x)],t(dx),VA €F ,8c®

d.h. f IlAplgd“I/l:fﬂAdpg

(kompakt notiert also “dPy = pgdpu”)

Definition 10.86 (Maximum-Likelihood-Schitzer, Likelihood-Funktion)
Fiir Py, ¢ € ©, und p wie oben ist

a) Likelihood-Funktion
Ly(9) =pp(x), x€X,0€0O

b) Log-Likelihood-Funktion
Lx(8) := log (Lx(8))

0)de® heifst Maximum-Likelihood-Schitzer fiir ¥, falls

Le(8) = L(8
() %Eaé(x()

-~

d) § = g(0) mit 8 Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir & (vgl. c) heifit Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir die Kenngrifie
8(9)

Bemerkung
1. Der Maximum-Likelihood-Schétzer braucht im Allgemeinen nicht eindeutig zu sein.

2. Die mathematische Statistik zeigt: Maximum-Likelihood-Schétzer haben oft (asymptotisch, fiir wachsenden
Stichprobenumfang) gute Eigenschaften.

12Frequentistischer Ansatz: alle Wahrscheinlichkeitsmafle werden, grob gesagt, “gleich” behandelt und man macht “gleichméssige Aussagen”
(tiber ¥) bzgl. jener Familie. Fiir den bayesschen Ansatz zur Statistik (Bayes, 1701-1761), den wir hier nicht behandeln kénnen, wird bzgl. einer
a-priori Verteilung (Wahrscheinlichkeitsmafl) bzgl der ¢ (sic!) zwischen den Py gemittelt, und eine bedingte a-posteriori Verteilung ggb. die
Beobachtungen hergeleitet; Siehe zB. [Georgii, Sekt.7.7]. Fiir jene Theorie werden bedingen Wahrscheinlichkeitsverteilungen (siehe zB. bedingte
Wahrscheinlichkeiten und bedingte Dichten) und “stochastische Kerne” (allgemeiner, vgl. zB. Stochastik-2 VL oder [Klenke]) bzw. reguldre
bedingte Wahrscheinlichkeitsmafie wichtig.

13Man kénnte als Wertebereich hier allgemeiner auch einen messbaren Raum nehmen, wir beschrianken uns im Weiteren hier aber auf RY.
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10 GRUNDLAGEN DER MATHEMATISCHEN STATISTIK

3. Obige Definitionen a) bis d) hdngen offenbar zundchst von dem Maf$ y ab. Die (log-)Likelihood Funktionen
dndern sich auch in der Tat, wenn wir ein anderes y nehmen; Die M.L. Schétzer hangen jedoch nicht von der

Wahl von y ab. Genauer: Sei fig(x) = dPy/dji fiir ein zu u dquivalentes'* Mafji. Dann ist die Radon-Nikodym
Dichte dyu/dfi > 0 f.ii (bzgl p und fi) und py(x) = ”fi—l:;’(x) = %—?Z—Z(x) = ﬁg(x)g—ﬁ(x) , X€ XA. Weil der zweite
Faktor (f.11.) strikt positiv ist und nicht von @ abhéngt, folgt daraus, dass (fiir fast alle x € X') & genau dann ein
Maximum von py(x) ist, wenn es Maximum von py(x) ist.

4. (Plug-in-Prinzip): Falls g : ® — © bijektiv ist, so ist & M.L.Schitzer fiir ¢ € © (bzgl. ®) genau dann, wenn
¢(8) M.L.Schitzer von ¢ := g(8) € O ist (bzgl ©).

Es gibt zwei typische Fille fiir yu:

1) X abzihlbar, F = 2%, Py(A) = Y ps(x), ACX

xX€EA
= dPy = ppdy bzgl. ZahlmaB u(A) = Y 6:(A)
xeX
2) X C RY F = Spur-c-algebra von B*(R) auf Gebiet X € B*(R), [z.B..X = R?, F = B%, oder Intervalle etc.]
Py absolutstetig bzgl. Lebesguemaf3, welches wir darum als u wihlen: dPy = ppdu
Dichte der absolutstetigen Verteilung Py
Beispiel

Schitzung der Erfolgswahrscheinlichkeit bei i.i.d., Miinzwiirfen.
Wir beobachten k Erfolge bei n Wiirfen.
Firk:=xec X ={0,1,...,n}, p =09 € © = [0,1], Zahldichte py(k) (bzgl. ZahlmaB y = Y}, J) ist

n

Li(0) = pg(k) = <k>19k(1 —9)" 7k, keax.

Als Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die unbekannte Erfolgswahrscheinlichkeit & = p errechnet sich !° hier

Praziser formuliert ist der (eindeutige) M.L.Schétzer hier: d: X — O mitx — 3(35) =x/n.

Erinnerung

Statistisches Modell: (X, F, {Py}gce). Um mit Zufallsvariablen X statt mit realisierten beobachteten Daten x € X
zu argumentieren, sei X := Idy, X : x — x.

Interpretation: x = X(x) ist die (bei bzw als x € X)) realisierte Beobachtung, die Abbildung X steht fiir die Beobach-
tung als Zufallsvaiable.

Maximum-Likelihood-Ansatz fiir Schitzer 8 fiir 9: §(x) = argmax, g ps(x) = argmaxy_q Lx(¢) wobei dPy = pydy
O N

Im vorgehenden Miinzwurf-Beispiel schreibt sich X' 3 x — d#(x) = £ € © damiteinfachals ¢ = 1X.

o

144 h. die MaBe haben die gleichen Nullmengen. .
15Hinweis: Untersuche getrennt die Félle0 < k <n,k =0,k =n.
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Einige wiinschenswerte Eigenschaften fiir Schitzer § von ¢(9) (¢ : ® — R?, ¢ : X — ¢(®) messbar) sind die
Folgenden:

Definition 10.87
Ein Schiitzer § fiir g(0) heifit erwartungstreu, falls

Es[8(X)] = g(8) VoeO,

wobei Ey den Erwartungswert bzgl. Py bezeichnet.

Beispiel
Betrachte wieder den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p = ¢ € [0, 1] bei n Miinzwiir-
fen mit einer moglicherweise unfairen Miinze: Der Schétzer ¢(x) = % mit x = Anzahl von Zahl (Erfolg), d.h.

g=X/nmit X:x— X(x),X R Binomial(n, ¢), ist erwartungstreu.

Definition 10.88
Eine Folge von Schiitzern $, fiir g(9),® € © heifit (stark)1%konsistent, falls

8n =% g(8) Py-fast sicher V9 € ©.

Bemerkung
Man kann zeigen, dass Maximum-Likelihood-Schétzer von i.i.d. Stichproben fiir wachsenden Stichprobenumfang
unter gewissen Annahmen typischerweise eine (schwach) konsistente Folge liefern (vgl. Georgii, Satz 7.30).

Beispiel (Wieder der méglicherweise unfaire Miinzwurf)
Seien X1, X, ... i.id. Bernoulli(®) (d.h. X; € {0,1},i € N), ¢ € [0,1] = ©, X = {0,1}N, fiir den Maximum-
Likelihood-Schétzer der unbekannten Erfolgswahrscheinlichkeit haben wir

n—oo

9, = X; — Ep[X;] =0 P-fastsicher V¢ € O,

S|
.m:

1

dank des starken Gesetzes der groen Zahl. Also ist (¢,),cN eine (stark) konsistente Folge von Schétzern.

Beispiel
Betrachte {Py | ¢ € @} abzihlbare Familie, so dass R-wertige X;, X, ... sind unter Py i.i.d. mit X; € L?(Py)

a) Betrachte Schitzung von my := ¢(9) := E[X;],
n
dann ist das arithmetische Mittel X,, := = ) _ X; ein erwartungstreuer Schtzer .
i=1

16Gilt die Konvergenz stochastisch, so spricht man von schwacher Konsistenz, welche wir hier aber nicht weiter diskutieren werden.
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b) Schitzung von 05 := g(8) := Vy(X;) = Ep[(X; — my)?], dann ist

n

i=1

erwartungstreu fiir (Tl%.

Bemerkung )
Xy, und s2 sind auch konsistent; fiir s2: Ubung (vgl. H.-O. Georgii)

Beispiel (Maximum-Likelihood-Schitzerim absolutstetigen Fall) (vgl. Georgii)

Xq,..., X, unter Py ii.d. mit X; 7 N(m, 02), o > 0, m € R, gemeinsame Dichte von X = (Xj,...,X,) bzgl
Lebesguemaf y

1 1 &
Ly ————r ex ——E , xeR'"=X
(8) = po(x) = (2702)3 P( 202 = )
Fall a): 0 = 0y bekannt, m € R unbekannt

0e®:={(mo)|meR,oc=o0p}

Als Maximum-Likelihood-Schitzer kann man herleiten: 7i(x) = % Y xjalsom = % i Xi
Fall b): ¢ und m beide unbekannt
O:={(m,o)|meR,oc>0}

Als Maximum-Likelihood-Schitzer errechnen sich hier :

1 _
==Y X;=:X,
nia
und
1 n
aZ:EZ(x X.)?

1

Man kann nachpriifen, dass zwar i, nicht jedoch o2, erwartungstreu fiir m bzw. o2 sind. (Letzteres ist jedoch
“asymptotisch erwartungstreu” fiir 7 — oo im Limes, welcher gleich demjenigen fiir s2 ist.)

Definition 10.89
Der mittlerer quadratische Fehler (engl.: mean squared error, MSE) eines Schiitzers § fiir Kenngrofie g(9) unter ¢ € © ist

R(§ 8) = Esll§ —g(®)*], decO.

Proposition 10.90
(Bias-Varianz-Zerlequng) Fiir jeden Schiitzer § von g(9) mit endlichem MSE R(§, ) < oo gilt

R(8,9) = |Eolg] — (&) + Eo |12 — Eolg]?] -

Statt “Punktschitzer” fiir unbekannte Parameter betrachtet man auch “Bereichsschitzer” (Vertrauensbereiche, Kon-
fidenzbereiche) :
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Definition 10.91

In einem statistischen Model mit X(x) := x und a € (0,1) heifit eine Abbildung C : X — 2R’ welche jedem moglichen
Beobachtungsergebnis x € X eine Menge C(x) zuordnet, ein Konfidenzbereich'” zum Niveau (Irrtumsniveau) a (oder zum
Sicherheitsniveau 1 — ) fiir die zu schitzende Kenngrifie g(9) € R?, falls

inf Py(g(9) € C(X)) 21—a VO€O.
9e®

Dies erfordert insbesondere, dass {g(9) € C(X)} = {x € X | g(8) € C(x)} fiir jedes & € © eine messbare Menge ist!

Bemerkung 1. Der Niveauparameter muss vor der Datenerhebung so festgelegt werden, wie es fiir das Anwen-
dungsproblem angemessen ist! Oft findet man fiir « Werte wie 5% oder 1%, aber auch 0.000001 kann Problem-
addquat sein (Wofiir, z.B.?).

2. Man will im Allgemeinen fiir ein vorgegebenes « einen moglichst kleinen Konfidenzbereich finden! Zwar ist etwa
C(x) = g(0) ein Konfidenzbereich zu jedem Niveau, aber offenbar nutzlos.

3. Der Konfidenzbereich C(X) : x — C(X(x))) = C(x) ist zuféllig. Fiir eine realisierte Beobachtung x € X’ ist jedoch
C(x) deterministisch, eine Aussage wie “mit Wahrscheinlichkeit von mind. 1 — & liegt ¢(¢) in C(x).” ist irrig. Fiir
eine realisierte Beobachtung liegt ¢(¢) entweder in C(x) oder nicht, da ist nichts mehr zuféllig. Lediglich vor der
Realisierung der Beobachtung, kann man jedoch sinnvoll von einer (Mindest-)Wahrscheinlichkeit sprechen, dass
der Zufallsbereich C(X) die unbekannte Kenngrofie enthélt.

Beispiel Seien X1, X5, ... X, unter Py i.i.d. N(m, (72) verteilt mit unbekanntem Mittelwert 8 = m € R und bekannter
Varianz ¢? € (0,00). Mit 17 X; = X, =: h(X) fur X = (Xy,...,Xy) und g > 0 als 1 — a/2-Quantil der
N(0,1)-verteilung (also: ®(—q) = 1 — ®(+4) = a/2 fiir die Verteilungsfkt. (CDF) ® der A/'(0, 1)-Verteilung, z.B.18
g ~ 1.96 fiir « = 0.05). Offenbar ist S}, := (X, — m)/(y/no) ~ N(0,1) unter jedem Py, und aus {S}; € [—q, +q]} =
{m € C(X)} kann man folgern, dass C(X) := [X,, — 0q/+/n, Xn + 0q/+/n] eine Konfidenzintervall zum (Irrtums-
)Niveau «a) fiir g(¢) = ¢ = m ist. (Sicherheitsniveau ist 1 — a. Man tiberlegt sich, dass nach Konstruktion dieses
Konfindenzintervall unter jedem Py das Intervall minimaler Linge darstellt, welches das Sicherheitsniveau 1 — «
einhalt.

Beispiel Allgemeiner sind oft die X; zwar vielleicht i.i.d., die Verteilung von X; jedoch nicht normal, und natiirlich
ist auch die Varianz ¢? € (0,0), anders als vorigem Beispiel, oft nicht bekannt. Man kann auch in dieser allge-
meineren Situation mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes ganz dhnlich argumentieren wie in dem Beispiel, um
zumindest ein approximatives Konfidenzintervall herzuleiten (vgl. Ubungsaufgabe): S}; ist dann lediglich approxima-
tiv N (0, 1)-verteilt, wir bestimmen g wie zuvor, die Wahrscheinlichkeitsabschdtzungen von zuvor gelten nun also
nur approximativ fiir grofse #; Falls ¢ zudem unbekannt ist, kann man in der Festlegung des (approximativen) Kon-
fidenzintervalles C(X) den Parameter ¢ ersetzen noch durch seinen Schitzer \/s2(X). Vgl. zB. [Georgii, Bsp.8.4],
Ubungsblatt 9,2019, A.2, und [Georgii, Satz.9.12 und Sekt.12.3, Kor.12.19 u. 12.20].

Grundlagen der Testtheorie

Idee: Teste “Null”-Hypothese(®)) gegen die Alternative(©®;)
0 =0 L# (O

disjunkt

Beispiel (einfache Hypothese vs. einfache Alternative)
O = {do}, @1 = {1}, @ = {0, "} G #t
Sprechen Stichproben X’ fiir oder gegen Py := Py,?

( Gegen bzw. fiir Py := Py, ?)

7oft auch genannt: Konfidenzintervall (bei d = 1, falls Intervall), Bereichsschitzer (Betonung der Unterscheidung von gewdhnlichen Schét-
zern, welche Punktschitzer sind) oder Vertrauensbereich.
18Siehe z.B. Verteilungstabllen in der Literatur, z.B. im Georgii.
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Definition 10.92
(X,f, Pg), O = @()U@].
Ein Test von Nullhypothese ®q vs. Alternative ©1 ist gegeben durch einen Ablehnungsbereich R C X (mit R € F).

Interpretation ist:

x € R ©g wird abgelehnt
x ¢ R~ ©y wird nicht abgelehnt

Beispiel
Medikamententest:

Op=Medikament wirkt wie Placebo
©=Medikament wirkt besser

Fehlerwahrscheinlichkeiten eines Tests

e Wahrscheinlichkeit fiir Fehler erster Art (irrttimliches Verwerfen von ©g):

sup Pyp(R) mit Py(R) = Py(X € R), @€ Qg
SN

e Fehler zweiter Art (irrtiimliches Nicht-Verwerfen von @) unter gegebenem ¢ € @ ist:
Ps(R°) =1—Py(R), 0€06;

Definition 10.93
der Test R (von engl. rejection) fiir ©g vs. ©1 hat (Irrtums-)Niveau « € [0,1] (bzw. Sicherheitsniveau 1 — w), falls

sup Py, (R) <
9e®g

Der Test hat unter Py, fiir 9, € ©1 die Macht Py, (R).

Bemerkung

¢ typischz.B.x = 1%,
(Irrtumsniveau 1% sichert, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art kleiner als 1% ist. Da fiir ein prakti-
sches Testproblem (vor der Auswertung des Tests!) das Niveau « problemadédquat festzulegen ist, ist fiir einen
Test mit Irrtumsniveau « (d.h. Sicherheitsniveau 1 — a) demzufolge die Ablehnung der Nullhypothese das
auf diesem Niveau signifikante Ereignis. Dieses Niveau sagt aber nichts iiber die Wahrscheinlichkeit einer
irrtiimlichen Nicht-Ablehnung der Nullhypothese aus.

* Die Macht gibt an, wie wahrscheinlich sich die Alternative unter einem Mafl Py, aus der Alternative ¢; € ©;
“durchsetzt”. Die Wahrscheinlichkeit, dass unter einem Maf$ Py, aus der Alternative ¢; € ©; die Nullhypo-
these nicht abgelehnt wird, ist Py, (R) = 1 — Py, (R).
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Im Weiteren:
e einfache Hypothese ©) = {9}
e einfache Alternative ©1 = {#1}, © = {0, 91}

Satz 10.94 (und Definition, Neyman-Pearson)

Optimale Tests fiir einfache Hypothese vs. einfache Alternative:

Seien P; := Py, i = 0,1, Wahrscheinlichkeitsmafle aus (X, F) mit Dichten p; bzgl. eines Mafles p auf (X, F) (oft Lebesgue-
oder Zihlmaf), d.h.

dP; = pidyu, i=0,1bzw.
A) = /IlA(x)pi(x)‘u(dx), AcT,i=0,1

und mit pg > 0.

Zum Testen von @y = {8y} vs. ©1 = {01} auf statistischem Modell (X, F,{Py}goco) konstruiert man einen Test mit
maximaler Macht bei einem Irrtumsniveau « wie folgt:

Der Likelihoodquotient (Likelihood-Ratio) ist definiert als

in dem Sinne , dass R maximale

)i
< P1(R)

Dann ist der Test R := R, := {q > ¢}, ¢ > 0, optimal zum Niveau o mit a := Py(R
Macht hat: D.h. jeder andere Test R" mit Py(R") < a hat weniger Macht als R, d.h. P;(R)

Beispiel
Betrachte X3, ..., X, i.i.d. normalverteilt mit

e X;iid.~ N(0,1) unter Py und
e X;iid.~ N(m,1) unter P

mitm € R,m # 0.
Wir testen:

®y = Mittelwertist 0 = {(0,1)}
®; = Mittelwertistm = {(m,1)}
© ={(0,1),(m,1)}
Der Likelihoodquotient g(x) hat die Form
1 1y 2
T
q(x) = = — 5
S

@r1)2

= exp <<x,m 1) — %nm2> (nur hier) mit1:= (1,...,1)T ¢ R"

Optimale Tests haben die Form

ler :exp(c2— % nmz)

R={x|q(x) > e1} = {x[ (x,m-1) > c2},

n
={x|m) x> c}
i=1
Fiir das Niveau von R unter Py erhalten wir
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1o () o )

wobei ®@(+) die Verteilungsfunktion von N (0, 1) bezeichnet.

Die Macht von R ist
_ 2 2
P(R)=1- (L m ”) :q><__c2 m ”)
nm?

Bemerkung

Fiir vorgegebenen Niveauparameter « € (0,1) kann man nun ¢, = c;(«, 1, m) so bestimmen, dass der Test R = R(«)
das Niveau Py(R) = a hat: Fiir — \/:ﬁ = @~ !() ist also die Macht des Tests gleich @ (®~1(«) + |m|y/n) und wir
sehen, dass die Macht fiir m*>n — oo gegen Eins geht, z.B. bei fixem m fiir n — oo; Bei fixem Stichprobenumfang

n sehen wir, dass fiir |m| — co die Macht ebenfalls asymptotisch gegen Eins geht, wiahrend Sie fiir |m| | 0 gegen «
geht.

Ubung: Interpretieren Sie diese und ggf weitere dhnliche Aussagen - was bedeuten Sie fiir das Testproblem?
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