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Ubungen zur Stochastik 1

Aufgabe 1 (4 Punkte)

a) Sei  eine endliche Menge, also Q2| = n.
Zeigen Sie, dass die Potenzmenge 2% eine o-Algebra mit 2" Elementen ist.

b) Zeigen Sie, dass £ := {[a,b] C R | a < b fiir a,b € Q} ein abzéhlbarer Erzeuger der borelschen
o-Algebra B(R) auf R ist.

c) Seien H :={{z} |z € R} und F :={A C R | A oder R\ A ist abzéhlbar}.
Zeigen Sie, dass o(H) = F gilt.
Hinweis: Fiir die Inklusion C ist es hilfreich, zu zeigen, dass F eine o-Algebra ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

a) Formulieren Sie die Konvergenzsétze von Lebesgue (dominierte Konvergenz) und Beppo Levi
(monotone Konvergenz), sowie das Lemma von Fatou.

b) Finden Sie ein Beispiel einer punktweise konvergenten Folge integrierbarer Funktionen f,, : R — R,
n € N, sodass f(x) := li_>rn fn(x) integrierbar ist, aber / fn(x) dz nicht gegen / f(x) dx kon-
e R R

vergiert.

c¢) Finden Sie ein Beispiel einer monoton wachsenden Folge messbarer Funktionen g, : R — R,

n € IN, fiir die jedoch / gn(z) dz nicht gegen / lim g, (z)dx konvergiert.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

a) Die Vereinigung F U G zweier o-Algebren F und G auf einer gemeinsamen Grundmenge () ist
wiederum eine o-Algebra.

b) Jede stetige Funktion ist Borel-messbar.
c¢) Jede Lebesgue-Nullmenge ist abzihlbar.

d) Die Wahrscheinlichkeit, bei einmaligem Wiirfeln eine 6 zu bekommen, ist gleich der Wahrschein-
lichkeit, mit zwei Wiirfeln einen Pasch zu erhalten.

e) Jede monotone reellwertige Funktion ist auf einem kompakten Intervall Lebesgue-integrierbar.
f) Die Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen ist wiederum eine Nullmenge.

g) Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines von zwei Ereignissen eintritt, ist gleich der Summe
der Einzelwahrscheinlichkeiten.

h) Jede integrierbare Funktion nimmt fast tiberall nur endliche Werte an.
Abgabe: Montag, 24.04.2017, vor der Vorlesung
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