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Ubungen zur Stochastik 1

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Seien (X, )nenw und (Yy,)new zwei Folgen von reellwertigen Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) mit den Eigenschaften

X, 2 x und v, Bo.

Fiir n € IN sei die Zufallsvariable Z,, definiert als Z,, := X,, +Y,,. Beweisen Sie, dass Z,, g X.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

a) Zeigen Sie

li - — =
nvoo K2
k=0
indem Sie den zentralen Grenzwertsatz auf eine Folge unabhéngiger, identisch zum Parameter

A = 1 Poisson-verteilter Zufallsvariablen anwenden.

b) Zeigen Sie folgende Charakterisierung der schwachen Konvergenz von Poisson-Verteilungen: Sind
Xy, ~ Poisson(\,) fiir Parameter A, > 0 und X reellwertige Zufallsvariablen, so gilt:

X, 5 x genau dann, wenn A = lim A, existiert und X ~ Poisson(\).
n—oo

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Wir beobachten eine fest vorgegebene Anzahl n von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
(Xi)i=1,...,» mit uns unbekanntem Erwartungswert E[X1] =: p und existierender, bekannter Varianz
02 = V(X1) > 0. Sei X,, = n7! >y X, das empirische Mittel der X;’s. Fiir eine vorgegebene
Zahl o € (0,1) soll nun ein moglichst kleiner Teilbereich der reellen Achse identifiziert werden, der
den unbekannten Parameter p € R mit einer statistischen Sicherheit von (1 — «) - 100% iiberdeckt.
Genauer sind reelle Zahlen et = et (n,0) > 0 sowie e~ =&~ (n,0) > 0 gesucht, so dass approximativ
(n sei groB) gilt

PX, - <p<X,+et]~1-aq,

wobei et und e~ méglichst klein gewihlt werden sollen. Berechnen Sie e und €~ unter Verwendung
des zentralen Grenzwertsatzes. Beachten Sie dabei, dass die zufilligen Intervallgrenzen X,, 4 % fiir
den unbekannten aber deterministischen Parameter 4 € R dabei nur von den beobachteten Daten
(also den X;’s) und den bekannten Gréfien n und o abhéngen diirfen.



Aufgabe 4 (Prisenzaufgabe)

a) Zeigen Sie, dass fiir Rd—wertige Zufallsvariablen X,,, X, X, n € N aus X, P X und Xn Px
fast sichere Gleichheit, X = X IP-f.s., folgt.

b) Sei X,, ~ Poisson(\,) mit A, := n. Zeigen Sie direkt (also ohne den zentralen Grenzwertsatz zu
X, — E[X,]

schwache Konvergenz 7, N (0,1) gilt.
V(Xn)

verwenden), dass dann fir Z,, :=

Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinden Sie.

¢) Stochastische Konvergenz X, Lox impliziert P-fast sichere Konvergenz.
d) LP-Konvergenz (p > 1) impliziert stochastische Konvergenz.

e) X, 2 X impliziert P[X, € A] — P[X € A] fiir alle A € B(R).

f) Seien X,, ~ N (pn,02). Wenn p, — p und o, — o, so konvergiert X, 2, N(u,0?).

Abgabe: Montag, 10. Juli 2017, vor der Vorlesung.

Die Losungen konnen in festen Zweiergruppen abgegeben werden. Die Aufgaben sind auf getrennten
Blattern zu bearbeiten, da sie separat korrigiert werden. Auf jedes Blatt schreiben Sie bitte ihre
Namen, Matrikelnummern und Ubungsgruppe.



