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Ubungen zur Stochastik 1

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Seien X, Y reellwertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) mit gemeinsamer
Dichte f: R? — R.

a) Laut Aufgabe 4d) hat X die Dichte fx(z) = [ f(z,y)dy. Fiir z,y € R definieren wir

f(z,y)
fY|X(Z~/\$) =< fx(x)’
0

, sonst.

falls fx(z) >0,

Zeigen Sie, dass fy|x(-|z) fiir P x-fast alle z eine Dichte ist.

b) Zeigen, Sie dass fiir beliebige B € B(R?) die Darstellung

P[(X,Y) € B] :/

R

</]R 1, (y) fyix (ylz) dy> fx(z)dz

gilt, wobei B, :={y € R | (z,y) € B} sei.

c) Sei nun z,y € R und € > 0 so, dass fx(z) > 0 und fx stetig bei z ist. Bestimmen Sie die
bedingte Wahrscheinlichkeit P [Y <y ‘ Xer—eaz+ 6]] und zeigen Sie, dass der Grenzwert

Fyx(ylz) = ;i\lj(l)]P[Y <y|Xelp—cx+e]]

existiert, sowie, dass fy|x(y|r) = %an(y\m) gilt. (man nennt daher fyx die bedingte Dichte).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
a) Seien X,Y unabhingig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in INg. Geben Sie die
Verteilung von X an, falls P[X =k | X +Y =n| = (Z) 27" fur alle 0 < k <n.

b) Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable, d.h. fiir den Parameter A > 0 ist die Dichte
gegeben durch f(z) = )\e*)‘x]l[om) (). Bestimmen Sie fiir ¢ > 0 die bedingte Verteilung

PX>s+t|X>t, s>0.

Was bedeutet dieses Ergebnis?

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es seien X,...,X,, unabhéngige, reellwertige Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen Fi, ..., F),.
a) Bestimmen Sie, moglichst explizit, die Verteilungsfunktionen Fj; von M := max{Xy,...,X,}
und F, von m := min{Xy,..., X, }.

b) Bestimmen Sie fiir den Fall, dass jedes X; gleichverteilt auf [0, 1] ist, die Dichten von M und m.
Sind M und m unabhéngig?

c) Die Zeit bis zum Zerfall eines radioaktiven Atoms wird durch die Exponentialverteilung Exp(\)
beschrieben. Wie ist die Zeit bis zum ersten Atomzerfall in einer Probe aus N solchen Atomen
verteilt?



Aufgabe 4 (Prisenzaufgabe)

a) Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie!
(i) Zwei Ereignisse A und B sind genau dann unabhingig, wenn A° und B unabhéngig sind.
(ii) Sei I eine beliebige Indexmenge. Die Ereignisse (A4;);er sind genau dann unabhéngig, wenn
die Zufallsvariablen (1 4;)ies unabhéngig sind.
(iii) Zwei Ereignisse A, B (mit P[B] > 0) sind genau dann unabhéngig, wenn P[A | B] = P[A].

b) Seien Ay, As, ..., A, unabhéngige Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, IP). Zeigen
Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, dass keines der Ereignisse eintritt, hochstens exp (— Y p_; P[Ax])
betrigt.

c) Sei (Y;)i=1,..n eine endliche Familie von Zufallsvariablen auf (€2, F,IP). Zeigen Sie:

(i) Falls alle Y; diskret, also von der Form Y; : (Q,F) — (£;,F;) mit abzéhlbaren ; und
F; = 2% sind, so sind die (Y3)i=1,..n genau dann unabhéngig, wenn

PlY,=w; firi=1,...,n] = HIP[YZ =w;| fiir alle w; € €.
=1

(ii) Falls alle Y; von der Form Y; : (2, F) — (R, B(R)) sind, so sind die (Y;)i=1,...» genau dann
unabhéngig, wenn
PlY; <¢ firi=1,...,n| = HIP[YZ < ¢l firalle ¢; € R.
i=1

(iii) Sei nun I eine beliebige Indexmenge. Wie miissten die Unabhéngigkeitsaussagen aus (i)
und (ii) fiir eine Familie (Y;);c; von Zufallsvariablen lauten?

d) Seien X,Y reellwertige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f(x y). Zeigen Sie, dass dann
X eine Dichte besitzt, und zwar fx(z) = [ fix,y)(z,-)dA.

e) Bestimmen Sie die Verteilung einer Zufallsvariable Y auf (INg, 2%0) (wobei Ny = {0, 1,...}), die
im folgenden (diskreten) Sinne gedéchtnislos ist:

Vm,neNy: PlY>m+n|Y >m]=PY >n]

Abgabe: Montag, 29. Mai, 2017, vor der Vorlesung.

Die Losungen konnen in festen Zweiergruppen abgegeben werden. Die Aufgaben sind auf getrennten
Blattern zu bearbeiten, da sie separat korrigiert werden. Auf jedes Blatt schreiben Sie bitte ihre
Namen, Matrikelnummern und Ubungsgruppe.



