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Übungen zur Stochastik 1

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y ∈ L2(P) reellwertige Zufallsvariablen mit positi-
ven Varianzen, V(X),V(Y ) > 0.

a) Zeigen Sie, dass für die Korrelation Corr(X,Y ) ∈ [−1, 1] gilt.

b) Beweisen Sie, dass reelle Zahlen â, b̂ existieren, mit

min
a,b∈R

E
[
|Y − (aX + b)|2

]
= E

[
|Y − (âX + b̂)|2

]
.

Berechnen Sie â und b̂, sowie den Wert des Minimums E
[
|Y − (âX + b̂)|2

]
.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei X ∼ N (µ, σ2) normalverteilte Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P).

a) Zeigen Sie, dass X ∈ Lp(P) für alle p ∈ [1,∞).

b) Beweisen Sie, dass E[X2k+1] = 0 für k ∈ N, falls µ = 0.

c) Berechnen Sie die Momente E[X2k] für k ∈ N, falls µ = 0.

Hinweis: Finden Sie eine Rekursionsformel über k.

d) Sei Y = X2 − 1 und µ = 0. Beweisen Sie, dass X und Y nicht unabhängig sind (obwohl sie
unkorreliert sind).

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Anna und Bianca spielen ein Münzspiel. Beide starten mit Anfangskapital von n Euro, n ∈ N. Ei-
ne (möglicherweise unfaire) Münze wird mehrmals geworfen. Die Wahrscheinlichkeit von

”
Kopf“ sei

p ∈ [0, 1]. Bei Kopf erhält Anna 1e von Bianca, bei Zahl gibt Anna Bianca 1e. Das Spiel endet, sobald
eine der beiden pleite ist.

Zeigen Sie, dass das Spiel fast sicher in endlich vielen Schritten endet.

Aufgabe 4 (Präsenzaufgabe)
Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) sei eine Folge von ZufallsvariablenXn : (Ω,F)→ (Ωn,Fn),
n ∈ N, gegeben.

a) Wie ist die Menge A
(
(Xn)n∈N

)
der asymptotischen Ereignisse definiert?

b) Zeigen Sie, dass A
(
(Xn)n∈N

)
eine σ-Algebra ist.

c) Seien nun Ωn = R und Fn = B(R). Sind folgende Ereignisse asymptotisch oder nicht? Begründen
Sie.

A1 :=
{
X1 < X2

}
A2 :=

{
lim inf
n→∞

Xn > 5
}

A3 :=
{

lim sup
n→∞

Xn <∞
}

A4 :=
{

lim
n→∞

Xn existiert
}

d) Sei U eine auf (0, 2π) gleichverteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass X := sinU und Y := cosU
zwar unkorreliert, aber nicht unabhängig sind.
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