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Projektaufgaben Block 3

Aufgabe 1 (Geometrische Brown’sche Bewegung)
Sei (B;) eine brownsche Bewegung auf ¢ € [0, 1] mit Startwert By = 0 und sei o > 0. Dann heif}t

Sy := exp(oB; — 0t/2)

geometrische brownsche Bewegung auf ¢ € [0, 1]. Man kann zeigen, dass (S;) eine sogenannte
stochastische Differentialgleichung der Form d.S; = S;odB; mit Startwert Sy = 1 16st.

a) Simulieren Sie in einem gemeinsamen Plot 10 Pfade der geometrischen brownschen Be-
wegung (S;) auf ¢ € [0,1] indem Sie n = 1000 unabhingige normalverteilte (Pseudo)-
Zufallszahlen kumulativ aufsummieren, um die Werte von (B;) entlang eines dquidistanten
Zeitgitters ty, = k/n, k = 0,...n, zu erzeugen, und daraus diejenigen von Sy entsprechend
der Definition zu berechen. Alternativ konnen Sie auch direkt (S;) entlang des Zeitgitters
durch kumulative Produktbildung simulieren. Was ist nummerisch giinstiger?

b) Simulieren Sie nun, ohne sie zu plotten, 10000 solche Pfade und plotten Sie zu jedem
Zeitpunkt t das Mittel der Werte jener Pfade zur Zeit ¢t. Versuchen Sie, Thre Beobachtung
kurz zu interpretieren.

c¢) Erzeugen Sie nun einmal eine Stichprobe Z,...Z, von n unabhingigen standardnor-
malverteilten (Pseudo)-Zufallszahlen, mit denen Sie nun auf zwei Arten einen Pfad der
geometrischen brownschen Bewegung erzeugen und einen gemeinsamen Plot von beiden
Pfaden generieren. Den einen Pfad generieren Sie wie in a) mit Hilfe von kumulativer
Summen- bzw Produktbildung unter Nutzung von B;, — By, _, = \/1/nZj. Den anderen
Pfad (in einer anderen Farbe) generien Sie rekursiv entsprechend eines Euler-Schemas zur
zeitdiskreten Approximation der stochastischen Differentialgleichung wie folgt:

Setzte Sp := 1 und fiir k = 1,...n:
gtk = :S'Vt,ﬁl + §tk710\/ 1/7”LZ]C .

d) Wiederholen Sie das Experiment von c) auf einem groberen Zeitgitter mit n = 30 und
interpretieren Sie Ihre Resultate.

Aufgabe 2 (Brown’sche Briicke)
Sei (B;) eine brownsche Bewegung auf ¢ € [0, 7] mit Startwert By = 0. Zu einem fest gewéhlten
Zeitpunkt 7" > 0 und einer Konstanten ¢ € R heifit der Prozess

d
(Bt)ecpo,r) = (Bt | Br = ¢)iefo,1]

brownsche Briicke
(Achtung: P[Br = ¢| = 0; gemeint ist die Verteilung li{%IP[Bt €-|Br € (c—e,c+e)).
&€

Es gelten folgende Zusammenhéinge (mit ggf. unterschiedlichen brownschen Bewegungen B, W):
- t -
]Bt = Bt — T(BT — C) (1)

IBt—C
t—-T

dB, = dW, + dt. (2)



a) Angenommen, der Endwert By = ¢ wére nicht a priori deterministisch festgelegt, son-
dern wurde lediglich beobachtet. Zeigen sie mittels der Kovarianzfunktion Cov(Bjg, B;) der
standard-brownschen Bewegung, dass

t t
E[B] = % und Cov(Bs,By) =sAt— % gilt.

Hinweis: Nutzen Sie [RW06, Gleichungen (2.18), (2.19)].

b) Simulieren und plotten Sie 10 brownsche Briicken B; auf [0,5] mit Bs = ¢ = 1 mittels
Gleichung (1).

c) Benutzen Sie die Lévy-Konstruktion einer brownschen Bewegung, um eine brownsche
Briicke auf [0, 5] mit Endwert ¢ = 1 zu simulieren. Plotten Sie wieder das Ergebnis.

d) Simulieren Sie B als Gaufiprozess iiber ihre Kovarianzfunktion.

Schreiben Sie dazu eine Funktion sampleBrownianBridge(T, c, ts), die fiir einen Zeit-
horizont T, Endposition ¢ und einen Vektor von Zeitpunkten ts = (ti)izlv,_,n die Werte
By, liefert. Plotten Sie wieder das Ergebnis.

(Im Falle T'=1, ¢ = 0 ist dies im Wesentlichen [RW06, Aufgabe 2.9.3]).

e) Versuchen Sie B mittels Euler-Schema fiir die stochastische Differentialgleichung (2) zu
approximieren. Plotten Sie die so gewonnene Approximation ein einem gemeinsamen Gra-
phen mit einer direkt mittels b), c¢) oder d) erzeugten.

Verwenden Sie dabei fiir die Euler-Approximation den selben Pfad von B, wie fiir die
direkt erzeugte brownsche Briicke (also die selben Inkremente AB;)!

Was fallt Thnen auf? Erklaren Sie.

f) Ein weiterer Ansatz neben der direkten Darstellung (1), der sich auch fiir andere Kon-
struktionen dieser Art verallgemeinern lasst, ist die brownsche Briicke mittels zweier Teil-
prozesse zu approximieren. Dazu simuliert man zwei brownsche Bewegungen B! und B?,
wobei B! im gewiinschten Startpunkt der brownschen Briicke (hier 0) startet, und B>
im gewiinschten Endpunkt c. Letztere invertiert man in der Zeit zu B? := B%_t. Man

bestimmt nun den ersten Treffpunkt 7 der von B! mit %2. Falls diese sich nicht treffen,
generiert man nochmal neu. Nun setzt man

Ward dann-—eine-brownsehe B e?Begritndensiekurz: (Der so konstruierte

Prozess ist keine brownsche Briicke, sondern nur eine Approximation! Fiir Details
siche [BS14]).

(ii) Tmplementieren Sie dieses Verfahren und plotten Sie By .
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Hinweise zur Abgabe:
Alle Dateien (PDF der Auswertung, Python-Code fiir jede einzelne Aufgabe) gepackt als Zip-

Archiv mit dem Namen UFES_Student1_Student2.zip bis zum 19. 12. per E-Mail an frentrup @math. hu-
berlin.de schicken.
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