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Ubersicht

© Zeitreihen
@ WeiBes Rauschen (WN)
@ Moving Average (MA)
o Autoregressive (AR, ARMA)
@ Autoregressiv mit bedingter Heteroskedastizitat (ARCH)
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Zeitreihen

Definition

Ein stochastischer Prozess (X;)e7 mit diskretem T = INg oder T =Z
heiBt Zeitreihe.

Eine Zeitreihe (X;) heiBt (strikt) stationar, falls

d
VnE]N,tl,...,t,,,tE T:(X]_t,...,th) = (Xt1+t7"'7Xt,,+t)~

Eine Zeitreihe (X;) mit X; € L?(P) heiBt schwach stationir falls
Vr,s,t € T:

E[Xs] = E[Xs+4],
COV(Xr, XS) = COV()(,r.H_»7 X5+t) 0

In diesem Fall heiBt t — c(t) := Cov(Xs, Xs++) Autokovarianzfunktion
(s € T beliebig) und t — p(t) := c(t)/c(0) Autokorrelationsfunktion.

v
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Zeitreihen

Stationare Zeitreihen
@ Jahrliche Regenmengen
@ Umtauschkurs Euro—Dollar
@ Anzahl Autounfille

@ Herzfrequenz einer gesunden Person

Nicht-Stationdre Zeitreihen
@ Jahrliche Marienkaferpopulation
@ Tagliche Regenmengen
© Stiindliches Verkehrsaufkommen an der Rudower Chaussee

Nach herausrechnen von Trends und saisonalen Komponenten konnen
letztere teilweise auch als strationdr angenommen werden.
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Zeitreihen

Stationare Zeitreihen
@ Jahrliche Regenmengen
@ Umtauschkurs Euro—Dollar
© Anzahl Autounfille

© Herzfrequenz einer gesunden Person

Nicht-Stationdre Zeitreihen
@ Jihrliche Marienkaferpopulation
@ Tégliche Regenmengen
© Stiindliches Verkehrsaufkommen an der Rudower Chaussee

Nach herausrechnen von Trends und saisonalen Komponenten kdnnen
letztere teilweise auch als strationdr angenommen werden.
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Definition
Ein schwach stationérer Prozess (¢¢)tcz mit E[e;] = 0 und
Autokovarianzfunktion
{02 t=0,
c(t) =

0 t#0

heiBt weiBes Rauschen (engl. white noise), (¢;) ~ WN(0, 02).
Falls zudem die ¢; i.i.d. sind, so schreiben wir (g¢) ~ 1ID(0, 0?).

A WeiRes Rauschen &; ~ U[-/3,/3) A WeiBes Rauschen & ~ N0, 1)
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Definition (MA)
Fiir (e¢) ~ WN(0,02) und by, ..., by € R, q € IN, definiert

Xt :=¢ét+ biee—1+ ...+ bget—q, tezZ,

eine stationdre Zeitreihe, genannt Moving Average Zeitreihe

(Xe) ~ MA(q).

MA(7)-Zeitreihe
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Definition (AR und ARMA)

Eine Zeitreihe (X;)tez heiBt Autoregressiv mit Ordnung p € IN,
(Xt) ~ AR(p), falls

Xe = a1 Xe—1+ aXe2+ ...+ 3pXep + &, tE€Z,

fiir (e¢) ~ WN(0, 02) und Parameter a1, ...,a, € R, p € IN.
Mit by,...,bq € R, g € IN, heiBt eine Losung von

Xt = 31Xt_]_ + ...+ apXt_p +eé&r + b1€t_1 + ...+ bq&t_q 9 t € Z,

Autoregressive Moving Average Zeitreihe, (X;) ~ ARMA(p, q)

(Humboldt-Universitit zu Berlin) Zeitreihenanalyse 19. Dezember 2017 7/13



X ~ ARMA(p, q):
Xt = 31Xt71 + ...+ apthp +e&r + b]_Stfl + ...+ bqﬁtfq y teZ.

Lemma

Sei (g¢) ~ WN(0, 02). Falls |a| < 1, so gibt genau eine schwach stationare
AR(1)-Zeitreihe Xy = aXi—1 + &, t € Z. (ndmlich Xy = Zf.io ajet_j)

Fiir viele konkrete (g¢)tez ~ WN(0, 0?) und Parameter aj, bj lassen sich die
Anfangswerte X_p41,..., Xo einer (schwach) stationdren

ARMA(p, q)-Zeitreihe (X;)tew explizit berechnen/simulieren, ohne alle
(et)t<o simulieren zu miissen.
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Autoregressiv mit bedingter Heteroskedastizitat (ARCH)

Definition (ARCH(1)-Zeitreihe)

Fiir zufilliges Xo mit E[XZ] < oo, unabhingiges (g;) ~ 11D(0, 1), und
Parameter ap > 0 und a; € (0, 1) heiBt

Xt = \/30+31Xt2_1 Ew g t E]N, (1)

autoregressiv mit bedingter Heteroskedastizitdt (engl. ARCH(1)).

ARCH-Prozesse wurden 1982 von Robert Engle zur Modellierung
finanzieller Zeitreihen (z.B. Renditen eines Finanzgutes) eingefiihrt.
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Autoregressiv mit bedingter Heteroskedastizitat (ARCH)

Definition (ARCH(1)-Zeitreihe)

Fiir zufilliges Xo mit E[XZ] < oo, unabhingiges (g;) ~ 11D(0, 1), und
Parameter ap > 0 und a; € (0, 1) heiBt

Xt = \/30+31Xt2_1 Et, t E]N, (1)

autoregressiv mit bedingter Heteroskedastizitdt (engl. ARCH(1)).

ARCH-Prozesse wurden 1982 von Robert Engle zur Modellierung
finanzieller Zeitreihen (z.B. Renditen eines Finanzgutes) eingefiihrt.

Lemma
X aus (1) ist ein weiBes Rauschen (bei geeignet gewihltem Xg ). }

Beweis: Ubung.
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Ubersicht

© Vorhersagen
@ Yule-Walker-Schéatzer
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Vorhersagen

AR(p)-Zeitreihe X¢r1 = a1 X + ... + apXe—p+1 + €41, (e¢) ~ WN(0,02).

Die beste lineare Vorhersage fiir X;,1 gegeben der Beobachtungen
Xo, .., Xe (t > p) ist

)%t+1 = 31Xt + ...+ apXt_pH + E[Et+1] y
=0

d.h. ]E[()A(Hl — Xe11)? | Xo, ..., X¢] ist minimal fiir diesen Schitzer.
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Vorhersagen

AR(p)-Zeitreihe X¢r1 = a1 X + ... + apXe—p+1 + €41, (e¢) ~ WN(0,02).

Die beste lineare Vorhersage fiir X;,1 gegeben der Beobachtungen
Xo, .., Xe (t > p) ist

)%t—‘f-l = 31Xt + ...+ apXt_p+]_ + E[Et+1] y
=0

d.h. ]E[()A(Hl — Xe11)? | Xo, ..., X¢] ist minimal fiir diesen Schitzer.

Problem: Parameter ay, ..., a, unbekannt.
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Empirisches Mittel gegeben Xi,..., X;:

1 n
fin == — Xi.
n-
i=1
Empirische Autokovarianz gegeben Xy, ..., Xj:
1 n—h
&(h) =~ > (Xi = fin)(Xign — fin),  c(—h):=c(h), heNy.
i=1
Empirische Autokorrelation gegeben X, ..., X;:
¢(h)
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Yule-Walker-Schatzer

X : schwach stationarer, kausaler (d.h. X; hdngt nur von Vergangenheit ab)
AR(1)-Prozess mit (g;) ~ WN(0, 02).
Problem: Parameter ay, ..., a, Schatzen.
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Yule-Walker-Schatzer

X : schwach stationarer, kausaler (d.h. X; hdngt nur von Vergangenheit ab)
AR(1)-Prozess mit (g;) ~ WN(0, 02).

Problem: Parameter ay, ..., a, Schatzen.

E[X¢] = 0, Autokovarianz:

c(h) = Cov(X¢, Xe—p) = Cov(arXe—1 + ... + apXe—p + ¢, Xe—p)
=aic(h—1)+...+apc(h—p) firh>1,

c(0) = Cov(X¢, X¢) = Cov(ar Xe—1 + ... + apXe—p + €4, X¢)
=arc(—1) + ...+ apc(—p) +o2.

(Humboldt-Universitit zu Berlin) Zeitreihenanalyse 19. Dezember 2017 13 /13



Yule-Walker-Schatzer

X : schwach stationarer, kausaler (d.h. X; hdngt nur von Vergangenheit ab)
AR(1)-Prozess mit (g;) ~ WN(0, 02).

Problem: Parameter ay, ..., a, Schatzen.

E[X¢] = 0, Autokovarianz:

c(h) = Cov(X¢, Xp—p) = Cov(arXe—1 + ... + apXe—p + €1, Xe—p)
=aic(h—1)+...+apc(h—p) firh>1,

c(0) = Cov(X¢, X¢) = Cov(ar Xe—1 + ... + apXe—p + €4, X¢)
=arc(—1) + ...+ apc(—p) +o2.

c(l) =aic(0)+---+apc(p—1)

=c=0C"a
c(p) = arc(p—1) + - - + a,c(0)

p = (c(i _j))lgi,jgp' a=(a1,...,ap)".
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Yule-Walker-Schatzer

X : schwach stationarer, kausaler (d.h. X; héngt nur von Vergangenheit ab)
AR(1)-Prozess mit () ~ WN(0, 02).
Problem: Parameter ay, ..., a, Schatzen.

c(1) =a1c(0) +---+apc(p—1)
: =c=0C"a
c(p) = arclp— 1) + -+ + a,c(0)

mit ¢, = (c(1),...,c(p))", Cp = (c(i _j))lﬁi,jép’ a=(a1,...,ap)".

Definition (Yule-Walker-Schéatzer)

Mit empirischer Autokovarianz é(h) = %Z;’:—lh XiXi+n (da E[Xj] = 0) heiBt
die Losung 4 von C, - 4 = ¢, Yule-Walker-Schitzer.
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