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Ubersicht

@ Problemstellung
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Problemstellung

@ Zur Untersuchung einer Verteilung IP¢ mit Dichte f ist es i.A. nétig,
(viele) Stichproben X ~ P¢ zu generieren, um so KenngréBen von Py,
wie Erwarrtungswert E¢[X], Varianz Var¢(X), etc. nach
Monte-Carlo-Methode zu approximieren: E[h(X)] ~ % Z,N:1 h(X;) .

@ Verschiedene Methoden fiir konkrete f:
> Inversionsmethode
» spezielle Methoden (Normalverteilung, diskrete Verteilungen)

» Verwerfungsmethode
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Verwerfungsmethode

o Ziel: Erzeuge X ~ Py mit Wahrscheinlichkeitsdichte f.

o Gegeben: Kandidatendichte g, sodass Y ~ P, leicht zu simulieren ist,
mit f(x)/g(x) < M Vx fiir eine Konstante M.

o Algorithmus:
» Schritt 1: Erzeuge U ~ Up,1j und Y ~ P, sodass U L Y (unabh.)
» Schritt 2:
* Falls U < f(Y)/(Mg(Y)), so akzeptiere: X :=Y;
* sonst: lehne Y ab, kehre zu Schritt 1 zuriick.
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Verwerfungsmethode — Eigenschaften

o Korrektheit:

]P[ng]:IP[Ygx‘Ug

F(Y
f(Y) ] -~ PlY <x U< M((\Z)]
Mg(Y) P[U < f‘{))]
B . fof(y)/(Mg(y)) dug(y)dy - Vf—oo

S22 gD qug(yydy  ag S f (y) dy
=P¢[(—o0,x]] .
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Verwerfungsmethode — Eigenschaften

o Korrektheit:

PlY < x, U< 00
]P[ng]:IP[Ygx‘Ug f(Y))]_ [ X, Mg (Y)

Mg(Y P[U < 5]

S SO qug(yydy L [T F(y)dy

e OV MEW) Gy g(y)dy S e FY) dy
=P [(—oo,x]] .

@ Unabhangig von der Dimension.

o Akzeptanzwahrscheinlichkeit: P[U < 4005] = 1/M.

Je kleiner M, desto eher wirkt akzeptiert.

@ Problem: g schwierig zu finden.
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Verwerfungsmethode — Beispiel

o Erzeuge X ~ Beta(4,3), d.h.
f(x) = mx“_l(l —x)371 =60x3(1 - x)?, x € [0, 1]

@ Inversionsmethode nicht analytisch moglich:
u= fg f(x)dx = 15y* — 24y5 4 10y® nicht analytisch invertierbar.

o Fiir Verwerfungsmethode, wihle g(y) =1, also Y ~ Ujg yj.
Konstante M:

f(x) < Mg(x) =M
& 60x3(1—x)2 <M

fir x € [0,1], d.h. M = 2,1.
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Urspriingliches Problem

o Viele Stichproben X; ~ IP¢ fiir Monte Carlo generieren:

E¢[h(X)] Z

i=1

2

@ Verschiedene Methoden fiir konkrete f:
» Inversionsmethode

» spezielle Methoden

» Verwerfungsmethode

@ Gemeinsamkeiten obiger Methoden:
© Erzeugen i.i.d. Samples X;.
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Urspriingliches Problem

@ Viele Stichproben X; ~ P¢ fiir Monte Carlo generieren:

N

E¢[h(X)] Z

i=1
@ Verschiedene Methoden fiir konkrete f:
> Inversionsmethode (i.A. teuer: muss F(x) = [*_ f(z)dz invertieren)
» spezielle Methoden (nur spezielle f)
» Verwerfungsmethode (benétige Dichte g mit (x)/g(x) < konst., fiir

die P, leicht zu samplen ist)

@ Gemeinsamkeiten obiger Methoden:
© Erzeugen i.i.d. Samples X;.

@ Basieren auf relativ starken Annahmen an f.

(Humboldt-Universitit zu Berlin) Markov Chain Monte Carlo 16. Januar 2018 7/17



Urspriingliches Problem

@ Viele Stichproben X; ~ P fiir Monte Carlo generieren:

Ef[h(X Z h(X

@ Verschiedene Methoden fiir konkrete f:

> Inversionsmethode (i.A. teuer: muss F(x) = [*_ f(z)dz invertieren)

» spezielle Methoden (nur spezielle f)

» Verwerfungsmethode (bendtige Dichte g mit f(x)/g(x) < konst., fiir

die P, leicht zu samplen ist)
@ Gemeinsamkeiten obiger Methoden:
© Erzeugen i.i.d. Samples X;.

@ Basieren auf relativ starken Annahmen an f.
Haufig nicht erfiillt! Beispiel: Bayes a posteriori Dichte

X0 £6
pox — I 1 f‘xf o FXI0F0.
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Urspriingliches Problem

@ Viele Stichproben X; ~ P fiir Monte Carlo generieren:

Ef[h(X Z h(X

@ Verschiedene Methoden fiir konkrete f:
> Inversionsmethode (i.A. teuer: muss F(x) = [*_ f(z)dz invertieren)

» spezielle Methoden (nur spezielle f)
» Verwerfungsmethode (bendtige Dichte g mit f(x)/g(x) < konst., fiir
die P, leicht zu samplen ist)
@ Gemeinsamkeiten obiger Methoden:
© Erzeugen i.i.d. Samples X;. < Das ist nicht nétig!

@ Basieren auf relativ starken Annahmen an f.
Haufig nicht erfiillt! Beispiel: Bayes a posteriori Dichte

X0 £6
pox — I 1 f‘xf o FXI0F0.
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Ubersicht

© Markov Chain Monte Carlo
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Idee

[Christian P. Robert, George Casella — Monte Carlo Statistical Methods]

Satz (Ergodensatz von Birkhoff)

Ist (Xn)n>0 eine Harris-rekurrente Markov-Kette mit invariantem W-MaB
P, so gilt fiir alle h € L1(IP¢), dass

1N—1
— h(X, h(x)f(x)dx = Ef[h(X)], fir N — oco.
2 0 = [ M) ax = BflhO0L. s

o Fiir ,,groBe" n erzeugt die Markovkette anndhernd Samples beziiglich f.

@ Diese Samples sind nicht i.i.d.!
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Markov-Ketten

Definition (Uberganskern)

Eine Abbildung K : RY x B(R9) — R heiBt Uberganskern, falls
@ K(x,-) fiir alle x € R ein WahrscheinlichkeitsmaB auf B(R?) ist und

@ K(-, B) fiir alle B € B(RY) messbar ist.

Definition (Markov-Kette)
Ein Prozess (X,)n>0 heiBt Markov-Kette (MC), falls

P[Xpi1 € B | Xo, ..., Xn] = P[Xns1 € B | Xu] :/ K(Xn, dx)
B

fiir n € Ny, B € B, mit Ubergangskern K.

Beispiel: AR(1)-Prozess, Random Walk, .. ..
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Markov-Ketten

Eine Markov-Kette (Xj,)n>0 mit Uberganskern K heiBt
@ Zeit-homogen, falls P[X,11 € B | X,] = P[X; € B | Xo;
o v-irreduzibel fiir ein MaB v auf B, falls Vx € R, A € B mit v(A) > 0
dn: K"(x,A) > 0;
@ Harris-rekurrent, falls v : (X,) v-irreduzibel und
VA,V(A)>0Vx e A:P[E3n>1: X, e A| Xo=x] =1

Definition

Ein MaB 1 heiBt zu einem Ubergangskern K invariant, falls uK = p, also
[ u(dx)K(x, B) = u(B) VB € B.
Ist 1 ein W-MaB, so heiBt es auch stationar ((X,) mit Xo ~ p ist stationar).

Fiir Existenz von i geniigt die Detailed Balance Bedingung:

u(dx)K(x, dy) = p(dy)K(y, dx).
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Der Metropolis-Hastings-Algorithmus

Ziel: Markov-Kette (Xp),>0 mit invariantem W-MaB P¢ simulieren.
@ Wihle Xy zufillig/beliebig, sodass f(Xp) > 0.
@ Angenommen, wir haben schon X, erzeugt.
Erzeuge Y, ~ Py %)
. F(Ya)a(Xa | Yn)
tze r(X,, Y,) = {1,
serze 10 Vo) = UL E eV %)

Setze
X Y, mit Wahrscheinlichkeit r(X,, Y,),
+1 = . . .
! X, mit Wahrscheinlichkeit 1 — r(X,, Y5).
(Humboldt-Universitit zu Berlin) Markov Chain Monte Carlo 16. Januar 2018
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Der Metropolis-Hastings-Algorithmus

Ziel: Markov-Kette (Xp),>0 mit invariantem W-MaB P¢ simulieren.
@ Wihle Xy zufillig/beliebig, sodass f(Xp) > 0.

@ Angenommen, wir haben schon X, erzeugt.
Erzeuge Y, ~ Py %)

Setze r(Xn, Yn) i= min{l,

Setze

F(Yn)q(Xa | Yn)
F(Xn)a(Ya | Xn)

X Y, mit Wahrscheinlichkeit r(X,, Y,),
LA X, mit Wahrscheinlichkeit 1 — r(X,, Y5).

Spezialfall: Symmetrische Sampling-Dichte g(y|x) = q(x|y)
= r(Xp, Yn) = min{1, f(Y,)/f(Xn)}
Interpretation:

o Akzeptiere Y,, immer, falls es im Bereich groBerer Dichte liegt.

@ Ansonsten vertraue dem Sample weniger und , wirf eine Miinze".
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Eigenschaften der Metropolis-Hastings MC (X))

o Ubergangskern der Markov-Kette ist
K(x, B) = P[Xpt1 € B | Xn = x|

= [ rxey)aty 190y + 160 [ (1 r(x2))alz | x)dz
B

fiir Borelmenge B.
K erfiillt Detailed Balance: K(x, dy)f(x)dx = K(y, dx)f(y)dy
(nachrechnen!)
= p = Py ist invariante Verteilung von (X,), da
P[X1 € B| Xo ~ y] :/K(x, B)f(x) dx

_ / / 15(y)K (x, dy)f(x) dx = / / 15(y)K(y. dx)f(y)dy
~ [ Fo)tat)ay = u(e).
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Weitere Eigenschaften von (X,,)

e Falls g(y | x) > 0 fiir alle (x,y) € € x &€, wobei £ = supp(f), so ist
(Xn)n>0 irreduzibel (bzgl. Lebesgue-MaB), d.h. jeder Punkt im Support
€ von f kann in einem Schritt erreicht werden, denn K(x, y) > 0.

e Man kann zeigen: falls P[X, 11 = X,] > 0, so ist (X,)n>0 aperiodisch
und somit (da irreduzibel) Harris-rekurrent, d.h. der Ergodenzatz ist
anwendbar.

e Es sollte leicht sein, von g(- | x) zu samplen.

@ Erzeugte Samples hingen stark von der Konvergenzgeschwindigkeit
gegen die stationdre Verteilung P ab.

@ Samples sind nicht unabhangig; Approximation ist erst nach
Burn-in-Phase gut; verwende % ng;v_u h(Xn).
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Anwendungsbeispiel

@ 28. Januar 1986: Explosion der Raumfihre Challenger wegen
Materialermiidung en Dichtungsringen

@ Wabhrscheinlicher Grund: ungewdhnlich niedrige AuBentemperatur von
31°F (ca. 0°C)

Probleme 11 1 1 0 O O O O O o0 O
Temperatur | 53 57 58 63 66 67 67 67 68 69 70 70

Probleme 1 1 0 O 0 1 0 O 0O 0 O
Temperatur | 70 70 72 73 75 75 76 76 78 79 81
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Anwendungsbeispiel

@ Modelliere Materialprobleme mit logistischer Regression:

» Annahme: Beobachte Y; < Bernoulli(p(x;))
» X; = Temperatur, Y; = Materialproblem Ja/Nein

o) PIY = 11 X — o] = &Pl xiB)
P(Z)E—RIP[YI =1]X=x]= 1+ exp(a+ xi5)
@,

» Dies ist ein verallgemeinertes lineares Modell

fir Parameter

o Ziel: Bestimme «, 8 anhand der Daten und mache Vorhersagen fiir
ungesehene Temperaturen.
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Anwendungsbeispiel

o hier: Bayes-Analyse

e a-Priori-Dichte: mo(cv | b) = fe @e=e/b ma(B) =1,
b = Hyperparameter (fiir datengetriebene Wahl siehe [Robert &
Casella, 2004])

o Likelihood-Funktion: Fiir x = (x)2,, y = (v;)?3,,

(o, B %y) = pr,y'lf (xi) ™

@ a-Posteriori-Dichte: f(«a, 8) o L(e, 8 | x,y)m(c, )

@ Vorschlagsdichte (unabhingig): q(«, ) = ma(a | b)p(B), mit
N(0,1)-Dichte ¢.

@ Von q lasst sich leicht samplen.

@ Akzeptanzwahrscheinlichkeit von (o, 3'):

'8 — min Lo/, B | x,y)0(5)
r((0nB). (o', 8) = min{1. Z T T )
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