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Bogenlange

Satz C.166
Der Graph y = f(x) einer stetig differenzierbaren Funktion f : [a, b] — R

hat die Lange

L:/b\/1+f’(x)2dx.

Beispiel C.167
Kreisbogen y = v/1 — x2.
’ N2 X2
Es gilt = d it =—.
s gi y und somi (') =

Damit gilt fiir den Kreisbogen

2 2 1 2 dx
= [ 14 (y)?d :/‘/—d :/—_:acs' a.
/0 (y')? dx A T & e rcsin
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Definition C.168

Eine ebene Kurve (Kurve in R?) wird beschrieben durch zwei stetige
(differenzierbare) Funktionen x(t), y(t) (a <t < b). Der Punkt

P(t) = (;8) , ast<b

verdndert sich stetig mit t (Zeit) und durchlauft eine Kurve. Man nennt
das System der beiden Gleichungen

x=x(t)  y=y1)

eine Parameterdarstellung der Kurve, t den Parameter und [a, b] das
Parameterintervall. Die Kurve wird mit wachsendem t in positiver
Richtung durchlaufen.
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Beispiel C.169
1. Die Parameterdarstellung x = rcost, y = rsint fiir 0 < t < 2w
beschreibt einen Kreis mit Radius r.
2. Die Parameterdarstellung x = acost, y = bsint fir 0 <t <27
beschreibt eine Ellipse ’§ + ',V,—z =1

Satz C.170

Die Linge eines Kurvenbogens mit stetig differenzierbarer
Parameterdarstellung x = x(t), y = y(t) fir a < t < b betragt

b
L= /a V) + (v(2)* at.
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Beispiel C.171
Fiir den Kreisumfang gilt

2 2m
L= / V/(=rsint)? 4 (rcost)? dt = / rdt =2nr.

0 0
Bemerkung:
Man kann eine Kurve auch beschreiben durch einen Zeiger, der um den
Nullpunkt gedreht wird und dessen Lange r sich mit dem Winkel ¢
verdndert:

r=r(p) (a<p<p)

heiBt dann die Polardarstellung der Kurve. Fiir die Lange erhalt man

L= /j \ () + (%Sf)yd%
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Beispiel C.172

1. Fiir den Kreis (konstanter Radius) gilt r(¢) = r fiir 0 < ¢ < 27 und
damit

2
L:/ \/r_zdap:ZWr.
0

2. Esist r(p) = ap fiir a> 0 und 0 < ¢ < oo die Polardarstellung
einer Spirale Nach einem Umlauf (0 < ¢ < 27) betrégt die Linge

2 2
L:/ \/(acp)2+azd<p:a/ V2 +1dy
0 0

2 2
= §(<‘0\/ 1+ 2 ‘Oﬂ + arsinh<p’ow)
= S (2n V1447 + arsinh2n)
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Sektorflachen

Wir wollen den Flicheninhalt berechnen, den ein Fahrstrahl von 0 nach
c(t) fiir eine Funktion c : [a, b] — R? iiberstreicht.

Dazu approximieren wir die Flache durch Dreiecksflachen:

Sei Z={tp=a<t <...<t,= b} eine Zerlegung von [a, b].

Die Flache des durch die Eckpunkte

0,c(t) = ( X ) sc(tiv) = ( Xit1 ) festgelegten Dreiecks betragt
Yi Yit+1
1
5 xiyie1 = X1yl
womit die Gesamtflache aller durch die Zerlegung entstandenen Dreiecke

1 n—1
AZ) = 3 Z(Xi}’iﬂ = Xi+1Yi)
iz

ist (geeignete Orientierung vorausgesetzt, damit die Betrige entfallen
kénnen).
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Definition C.173 (Orientierter Flacheninhalt)

Der Fahrstrahl an der Kurve c : [a, b] — R? iiberstreicht den orientierten
Flacheninhalt F(c), wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir
jede Zerlegung Z von [a, b] mit n(Z) < § gilt:

A(Z) - (o) < c.

Satz C.174 (Sektorformel von Leibnitz)
Sei ¢ : [a, b] — R? eine stetig differenzierbare Kurve. Dann iiberstreicht
(1)

der Ortsvektor c(t) = < W(t)

) im Zeitintervall [a, b] die Fliche

b
F(e) = %/ (3 — &y)dt.

Mathematik fir Informatiker 11
L Integrierbare Funktionen f : R — R

Anwendungen der Integralrechnung

Beispiel C.175

Der Fahrstrahl an den orientierten Kreisbogen

X =rcost
y=rsint tel0,¢]

tiberstreicht die orientierte Flache
1 P 1 i ,2
—/ (xy — xy)dt = 7/ rcost-rcost+rsint-rsintdt = —p.
2 Jo 2 Jo 2

Fiir ¢ = 2 ergibt sich 7r? (die Kreisfliche).



