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Sommersemester 2014, Blatt 9: Funktionen und Stetigkeit

Aufgabe 9.1. (6 Punkte) Es sei ) # X C R und f : X — R sei eine Funktion. Fiir eine Zahl z € R
beziehungsweise eine Menge M C R definieren wir die mengenwertige Umkehrfunktion von f durch

FHz) = {z € X[ f(z) = 2}, ) = ) = {w e X | f(x) € M},

zeM

Ausserdem seien die Funktionen g, h,j : R — R gegeben durch

2z, fir x < 1,

9(33)_{ (x_1)27 fiir > 1. h(.%‘):L j($)=x4—|—1.

a) Bestimmen Sie die Abbildungsvorschriften der Funktionen
a=j+2g—h, b=g"=g-g, c=goj, d=hog

b) Bestimmen Sie die Mengen
A=g7H(1), B=h"'(2), C=
D =g '({zeR[a®>2}), E=h"((0,2), F

c) Welche der Funktionen g, h, j sind stetig, und welche nicht?

Aufgabe 9.2. (6 Punkte) Es sei () # X C R eine offene Menge und f : X — R sei stetig.

a) Zeigen Sie, dass das Urbild einer offenen Menge unter f offen ist, d.h. zeigen Sie, dass gilt:
Ist M C R offen, so ist auch f~1(M) offen.
(Hinweis: Sie kénnen hierbei die e-6-Definition der Stetigkeit benutzen.)

b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Menge X C R, eine stetige Funktion f : X — R und eine offene
Menge M an, so dass f~'(M) nicht offen ist.

Aufgabe 9.3. (6 Punkte) Es sei X C R, x > 0 eine reelle Zahl und f : X — R eine Funktion so, dass
fiir alle ¢,y € X gilt

[f(z) = F(y)| < klz —yl.
a) Zeigen Sie, dass f stetig ist.
b) Geben Sie eine Funktion f : R — R an, welche die obige Bedingung mit x = 2 erfiillt.

Aufgabe 9.4. (6 Punkte) Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwor-
ten jeweils durch einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

a) Fiir alle Funktionen f,g: R - Rgilt f-g=g¢- f.
b) Fiir alle Funktionen f,g: R — R gilt fog=go f.

c) Essei f: R — R stetig und (a,)nen C R eine Folge. Wenn die Folge (f(ay))nen nicht konvergiert,
dann konvergiert auch (ay)nen nicht.

d) Ist M C R beschrénkt, dann ist auch die Menge der Beriihrungspunkte von M beschrinkt.
e) Sind f,g: R — R Funktionen und ist f o g stetig, so ist auch f stetig.

f) Ist M C R offen und f: R — R stetig, so ist auch f(M) = {f(x) |z € M} offen.
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