Aufgabe 2.1: (2 Punkte)

Zeigen Sie mithilfe des Binomischen Lehrsatzes:

(14 v/3)" 4+ (1 — +/3)" ist fiir alle n € N eine natiirliche Zahl.

Loésung 2.1:

Nach dem binomischen Lehrsatz gilt:

(1+V3)" = kznjo <”) (V3)¥  bzw. (1—3)" = Y (”)(—Jﬁ)k.
Somit ergibt sich

(14 VB 4 (- VE) =Y (”)(@Mi(”)(—ﬁ)’“): y () /3 + VB,

k=

o

Betrachte nun die Summe

k=0

Hierbei fallt auf, dass fiir die einzelnen Summenglieder gilt:

2v/3  fiir k gerade

0 fiir k ungerade

(V3)F + (-V3)F = { (1)

1. Fall: Nehme zuerst an, dass n € N gerade ist, dh. es existiert ein n € N mit n = 2n.
Dann folgt aus (1), dass alle ungeraden Summanden, fiir welche k =2/4+1 mit [ € N
und 0 <! < 7 gilt, null sind. Somit reicht es iiber alle geraden Summanden, fiir
welche £k =2l mit [ € N und 0 <[ < 7 gilt, zu summieren:

n

> (Z) (V3)F +(=V3)") = Z (Z) (V3)2 + (—v/3)2)

Nun ist noch zu iiberlegen, dass (;l) und 3! natiirliche Zahlen fiir 0 < [ < 7 sind.
Somit ist der Ausdruck (2) als Multiplikation und Addition natiirlicher Zahlen wieder
eine natiirliche Zahl und die Behauptung fiir den Fall n gerade bewiesen.

2. Fall: Der Fall fiir n ungerade funktioniert analog - d.h. nach gleicher Vorgehensweise
mit gewissen Anderungen an den entsprechen Stellen.

Da die Aussage fiir alle moglichen Fille (n ungerade und n gerade) gezeigt wurde, gilt die
Behauptung.



Aufgabe 2.2: (3 Punkte)

Beweisen Sie folgende Aussage durch vollstdandige Induktion

k
VneNVEeN : Y (”“”) _ ("““{1)
o n n -+

und veranschaulichen Sie diesen Zusammenhang im Pascalschen Dreieck.

Losung 2.2:

o= $ ()= (247

Anfang der Induktion iber n: Vk : A(1, k). Beweis dieser Aussage wiederum mit Induktion
iiber k und n = 1. Anfang der Induktion iber k: A(1,1)

1
1 1 2 3
A(1,1)<:>Z< +1m)=<1>+<1>:1+2:3:<2>
m=0
ist erfiillt.

Voraussetzung fir Induktion tber k:
Vi</i<k: A(1,0)
Schritt der Induktion diber k: A(1,k —1) = A(1,k).

e (17 ()

m=0

=B+ (1)-(5)

m=0

I@. k+1 n k+1 B k+2
2 1 N 2

1
(k+ )k+k+1:(k+2)(k+1)
2 2
K2k kK2 3k
— 4+ —-+k+1l=—+—
<:>2+2+ + 2+2+1

Implikation erfiillt; also schlieBt man: Vk € N: A(1, k). Damit ist der Anfang der Induk-
tion iiber n erfiillt.
Voraussetzung fiir Induktion tiber n:

Vi<m<nVkeN: A(m,k)



Schritt der Induktion iber n: A(n —1,k) = A(n, k).

i $5 ()= (A1)

m=0
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Implikation erfiillt. Also schliefit man: Vn,k € N: A(n, k).
((*) ist dabei die Identitit (}) = (71) + ("."))

Das Pascal’schen Dreieck ldsst sich wie folgt illustrieren:

N\K|0 1 2 - k - n

UNR)

Dabei gilt stets (x).

Die bewiesene Summenformel A(n, k) sagt nun, dass die Summe der Eintréige in der n-ten
Spalte bis zur (n + k)-ten Zeile einschlieflich gerade dem Eintrag in der (n + 1)-ten Spalte
in der (n + k + 1)-ten Zeile entspricht.



Aufgabe 2.3: (4 Punkte)

1. Beweisen Sie mit Hilfe der Kérper- und Anordnungsaxiome in R:

Va,bER:Ogagb:ag\/%gaT—i_bgb

2. Begriinden Sie mit Hilfe dieser Ungleichung, dass von allen Rechtecken mit festge-
legtem Umfang U das Quadrat den maximalen Flédcheninhalt hat.

Loésung 2.3:
1. Es gilt:

(\/&\/5)2 Rec enregeél 1m Knorper \/aQ\/EZ — b — \/5\/5 _ \/%

(i) Die erste Ungleichung erhélt man wie folgt:

\/5 < \/5 Anordngsamome \/a\/a < \/5\/5 —a< \/%

(ii) Aus den Anordnungsaxiomen folgt bekanntermafien die Positivitit aller Qua-
dratzahlen. Insbesondere

i b
(Va — vb)? > o Pham. a2—2\/&\/5+\/5220:>%2\/%

(iii)
a+b <b

Anordnung/saxiome

a<b a+b<2b—

2. Fiir die Seitenlédngen eines Rechtecks a < b mit 2(a + b) =: U gilt fiir die Fliche
A := ab nach der obgen Ungleichung;:
a?+0v> 2

<=

2
A=ab<
2 2

mit Gleichheit genau dann, wenn (a — b)? = 0 <= a = b. Also hat das Quadrat mit
den Seitenldngen a = b = U/4 den maximalen Inhalt.



Aufgabe 2.4: (4 Punkte)

1. Finden Sie alle = € R, welche die Ungleichung |z + 2| < |z — 1| erfiillen.
2. Finden Sie alle € R, welche die Ungleichung |2 — |z + 1|| < 1 erfiillen.

3. Beschreiben Sie ein Verfahren zur Losung von Ungleichungen der Form |ax + b| < ¢
fiir a,b,c und x € R.

Losung 2.4:

1. Im Folgenden verwenden wir die Definition des Absolutbetrages und eine Fallunter-
scheidung um alle x € R zu bestimmen, welche der Ungleichung geniigen:

r+2<zx-1 gdw. z+2>0A 2—-12>0
T42] < o — 1] = —(z+2)<z-1 gdw. z+2<0A2—-12>0
—(x4+2)<—(z—-1) gdw. z4+2<0A2—-1<0
(z+2< —(z—1) gdw. z+2>0 AN 2—-1<0

(0< 1 gdw. z>1
.TUZ—% gdw. z< -2 A z2>1
—2< -1 gdw. x< -2

kazg—% gdw. z>-2 ANz <1

z €
x e
<~
x €] —o00,—2]
ze [-2,—-1/2]

=z €] —o00;—1/2]



2. Betrage auflésen per Fallunterscheidung.

2-(z+1)|<1 fix 2+1>0

2—lz+1|| <1<
24+ (z+1)<1 fir z+1<0

1—-z2<1 fir z+1>0A1—-2>0
r—1<1 fir x+1>0A1—-2<0
3+x<1 fir z4+1<0A34+2>0
\—S—xgl fir x4+1<0A34+2<0

x>0 fir z>-1A2<1
x <2 flir z>2-1Azxz>1
r< -2 fir z<-1Ax>-3
\x2—4 fir z<-1 Az< -3

(2 € [0,1]

x €]1,2]
—

x € [—3,-2]

x € [—4,-3[

ez e[-4,-2]U[0,2]

3. Fiir ¢ <0 ist die Losungsmenge leer. Fiir ¢ > 0 ist

lax +b| <c<= —c<ar+b<c<= —c—-b<ar<c—b
—eb cp<=b fir a>0
<~ .
fir a<0

PN :L‘E]—CTI’;C;[ fir a>0
:EE]C;;—CH’[ fir a<0

Falls a = 0, ist fiir |b| < ¢ die Losungsmenge ganz R. Falls a = 0 und [b| > ¢ ist die
Losungsmenge leer.



Aufgabe 2.5: (3 Punkte)
Nennen Sie Thre Vermutungen iiber die Bedeutung des Terms %M, wobei z,y € R,
und beweisen Sie diese. Zeigen Sie mit ein paar Worten auf, wie Sie zu Threr Vermutungen

kamen?

Loésung 2.5:

Idee ist es, die beiden moglichen Félle zu betrachten, wie der Betrag aufgelost werden
kann: Falls x > y gilt:

r4+y+lr—yl s+y+r—-y 2

2 2 o Y
Und falls y > zx gilt:
x+y+|zr—y| _Ttyty—-z 2y
2 - 2 o Y
Also ist
T+y+ |z —y

5 = max(x,y) Vz,y€eR



