Ubungsaufgaben 1
Vollstindigkeit und Separabilitit

Aufgabe 1. Man zeige, dal3 ein metrischer Raum (X, p) genau dann vollstandig ist, wenn
der Durchschnitt jeder abzihlbaren Familie { Fi }reny C X abgeschlossener Kugeln, fiir
die Fx+1 C Fy fiir jedes k € N sowie limg_, o, diam F; = 0 gilt, aus genau einem Punkt
u € X besteht. )

Losung. 1. Seien {uy }xen eine Cauchy-Folge in X und die Radien r, = 27¢ fiir £ ¢ N
definiert. Dann gibt es eine Teilfolge {uk, }ren von {ug fken mit p(Up,4m. Uk,) < re4q fUr
alle £, m € N. Fiir jedes u € K(ug,,,,req1) folgt daraus

p(u,uk,) < p(u, U, ) + P,y > Uk,) < 2141 = 1o,

das heilt, u € K(ug,,r¢). Somit gilt K(ug,, ,,re+1) C K(ug,, re) fir jedes £ € N.

2. Enthilt der Durchschnitt Ngen K(ug,,7¢) den Punkt v € X, dann gilt nach der
letzten Abschétzung p(u,ux,) < r¢ fir jedes £ € N. Wird ¢ > 0 beliebig vorgegeben
und n € N derart gewahlt, daBl r, < ¢ fiir alle £ € N, £ > n gilt, dann ergibt sich aus
p(u,ug,) < r, und der Beziehung p(uk,+m, Uk,) < rn+1 aus Schritt 1 schlieBlich

pu, Uk, +m) < p(u,ug,) + p(Uk,+m>Uk,) < Tn + Fny1 <2¢ firallem e N.

Somit ist gezeigt, dal3 die beliebig vorgegebene Cauchy-Folge {uy }ren In X gegen einen
Grenzwert u € X konvergiert, woraus sich die Vollstindigkeit von (X, p) ergibt.

3. Sei (X, p) ein vollstindiger metrischer Raum und {K(ug, rx)}xeny C X eine Fol-
ge abgeschlossener Kugeln, fir die K(ug+1,7x+1) C K(ug,ry) fir jedes k € N sowie
limg 00 7 = O gilt. Sei ferner ¢ > 0 beliebig vorgegeben und ko € N derart gewihlt,
daB rp < e fiir alle k € N, k > kq gilt. Da die Folge {uz}reny C X der Mittelpunkte die
Bedingung uy € K(ug,ry) fur alle k, £ € N mit £ > k erfiillt, folgt daraus

pug,ug) <rp <e furallek,{ e Nmitl >k > ko,

das hei3t, {uy }ren ist eine Cauchy-Folge in X. Wegen der Vollstindigkeit von X konver-
giert diese Folge gegen einen Grenzwert u € X.

Sei k € N beliebig fixiert. Da die Restfolge {u;}ren, >k C X in der abgeschlossenen
Kugel K(ug,ry) liegt, gehort ihr Grenzwert u € X ebenfalls zu K(ug, ri). Wegen der
Beliebigkeit von £ € N ergibt sich daraus u € Ngen K(ug, rx). AuBerdem gilt fiir jeden
Punkt v € Ngen K(ug, rr) die Beziehung

p(u,v) < p(u,ux) + p(ug,v) <2r; firallek € N.

Wegen limy oo rx = 0 folgt daraus u = v und somit Ngen K (ug, rr) = {u}. O



Aufgabe 2. Sei £*° die Menge aller Zahlenfolgen u = {x;}yeny C K, fiir die das Supre-
mum sup,y |x¢| endlich ist sowie ¢ C £°° die Teilmenge aller konvergenten Zahlenfolgen.
1. Man zeige, da3 durch die Definition p(u, v) = supyen |X¢—ye| firu = {x¢}ren € £
und v = {ys}lren € £ ein vollstindiger metrischer Raum (£°°, p) entsteht und ¢ ein
abgeschlossener Teilraum von £ ist!
2. Man untersuche den metrischen Raum (£°°, p) und seinen Teilraum (c, p) auf Sepa-
rabilitdt und begriinde die Antwort mit einem Beweis oder einem Gegenbeweis!

Losung. 1. Fiir alle Folgen u = {x¢}ien, v = {Ve}ren € £° gilt p(u,v) = p(v,u) > 0
sowie p(U, V) = SUpyen |X¢ — y¢| = 0 genau dann, wenn u = v ist. Ist w = {z;}gen € £
eine weitere Folge, dann ergibt sich fiir alle £ € N die Abschidtzung

|x¢ — z¢| < |x¢ — yel + |ye — z¢| < Supgen |X¢ — ye| + supgen [ve — zel

und somit die Dreiecksungleichung p(u, w) = supyen |X¢ — z¢| < p(u, v) + p(v, w).
Zum Beweis der Vollstindigkeit von (£°°, p) sei {uy }xen eine Cauchy-Folge in (£°°, p)
mit den Gliedern uy = {xx¢}ren € £°°. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein ko € N, so dal

|Xke — Xme| < SUPgen [ Xkt — Xme| = p(Up, um) < €

fur alle £, k, m € N mit k, m > kg gilt. Damit sind die Folgen {x,,s}men C K der £-ten
Folgeglieder fiir jedes £ € N Cauchy-Folgen in K, also in K konvergent. Somit existiert
eine Folge u = {x;}yeny C K von Grenzwerten, so daB3 lim,,;,— o |Xme — x¢| = O fiir jedes
¢ € N gilt. Da |xg¢—x¢| < |Xke —Xme| + [ Xme —X¢| < €4 |Xme—x¢| fliralle £, k, m € N mit
k,m > ko gilt, folgt daraus |xx¢ —x¢| < e fiir jedes £ € N und somit sup,cpy [Xxe —x¢| < &,
wenn man den Grenziibergang m — oo ausfiihrt. Da |x¢| < &+ [xko¢| < €+ Supgen |Xkot|
fir alle £ € N gilt, folgt aus ug, = {xkeleeny € £ auch u = {xg}ren € £°°. AuBerdem
ergibt sich p(ug, u) = supyen |Xke — x¢| < ¢ fir alle k € N mit k > ko. Damit konvergiert
die Cauchy-Folge {uy}ren in (£°, p) gegen den Grenzwert u € £°°,

2. Um zu beweisen, dalB3 ¢ in (£*°, p) abgeschlossen ist, sei {uy }reny C ¢ ein Folge mit
den Gliedern u; = {xx¢}ren € c, die gegen einen Grenzwert u = {x;}yen € £ in (£*°, p)
konvergiert. Sei ¢ > 0 beliebig fixiert und k € N derart gewihlt, daB p(ux, u) < 7 gilt.

Um zu zeigen, daB3 die Folge u = {x;}yeny € €*° zur Menge ¢ der in K konvergenten
Folgen gehort, gentigt es, sich davon zu liberzeugen, daf3 sie eine Cauchy-Folge in K ist:
Zunichst gilt fir alle £, n € N die Abschdtzung

|x¢ — Xn| < |x¢ — Xke| + [Xke — Xkn| + |Xkn — X

< 20(ug,u) + |Xke — Xin| < 5 + [ Xkt — Xgenl-



Da die Folge ux = {xx¢}ren € c in K konvergiert, gibt es einen Index £y € N, so dal
|Xke — Xpn| < % fur alle £, n € N mit £, n > £, gilt, woraus sich schlieBlich |x; — x,| < ¢
firalle£,n € Nmit £, n > £y und somit u = {x;}sen € c ergibt.

3. Um einzusehen, dall der metrische Raum (£°°, p) nicht separabel ist, soll gezeigt
werden, daB jede in (£*°, p) dichte Teilmenge tiberabzahlbar ist. Dazu wird die Teilmenge
d C £ aller dyadischen Zahlenfolgen {x;}seny C {0, 1} eingefiihrt. Sei E eine in (£*°, p)
dichte Menge. Dann wird zu jedem u € d ein Tu € E mit der Eigenschaft p(u, Tu) < %
ausgewahlt. Es soll gezeigt werden, dal3 die dadurch definierte Abbildung 7 : d — E in-
jektiv ist: Sind u, v € d mit u # v gegeben, dann folgt daraus p(u, v) = 1. Angenommen,
es wiirde Tu = Tv gelten. Dann ergibe sich aus den beiden Beziehungen p(u, Tu) < %
und p(v, Tu) = p(v, Tv) < %der Widerspruch 1 = p(u,v) < p(u, Tu) + p(Tu,v) < 1.
Somit mull 7u # Tv geltenund T : d — E injektiv sein. Das bedeutet, dal3 T eine bijek-
tive Abbildung zwischen der liberabzihlbaren Menge d und der Teilmenge 7'[d] von E
ist, das heiB3t, auch die in £*° dichte Teilmenge E ist liberabzédhlbar.

4. Um zu sehen, daB3 der metrische Teilraum (c, p) separabel ist, definiert man Q = Q
imFalleK = Rbzw. Q = {z € C : Rez € Q, Imz € Q} im Falle K = C. In beiden
Fillen liegt QO in K dicht. Man betrachtet die Menge g C £* aller Zahlenfolgen v =
{Ve}een € £%°, 50 daBl y, € Q fir jedes £ € N gilt sowie deren abzédhlbare Teilmenge
q1 C q der Zahlenfolgen w = {z;}¢en € ¢, fiir die ein £y € N und ein z € Q existiert, so
daBzy =z firalle e N, £ > £, gilt.

Seien ¢ > 0 und eine konvergente Folge u = {x/}seny € ¢ vorgegeben, die gegen den
Grenzwert x € K konvergiert. Dann gibt es ein £y € N, so dal} [x; —x| < 5 fiiralle £ € N
mit £ > £, gilt. Da Q in K dicht liegt, kann man ein z € Q mit [x — z| < 5 sowie eine
Folge w = {zy}yen € ¢q; finden, so daB |xy — z4| < efiiralle £ € {1,...,£p} sowie z; = z
fir alle £ € N mit £ > £, gilt. Dann folgt auch fiir alle £ € N mit £ > £, die Abschidtzung
|x¢—z¢| = |x¢—z| < |x¢—x|+|x—2z| < &, iInsgesamt also p(u, w) = sup,eyn |X¢e—2z¢] < €.
Damit ist gezeigt, dal3 die abzihlbare Menge ¢; dicht in (c, p) ist. Il



