
Übungsaufgaben 10

Meßbare und integrierbare Funktionen

Aufgabe 1. Sei der Koordinatenraum .Kn; k k/ mit der durch kxk2 D
Pn
kD1 jxkj

2 für

x 2 Kn definierten Euklidischen Norm ausgestattet, ferner F � Kn eine nichtleere, abge-

schlossene und konvexe Teilmenge, das heißt, es gelte

�x C .1 � �/z 2 F für alle x, z 2 F sowie � 2 Œ0; 1�:

1. Man finde für jedes y 2 Kn ein z 2 F mit der Eigenschaft

Re
Pn
`D1.y` � z`/.x` � z`/ � 0 für alle x 2 F Š

2. Man folgere daraus, daß für jedes y 2 Kn mit y … F eine abgeschlossene Hyperebene

E � Kn mit der Trennungseigenschaft F \ fy C � 2 Kn W � 2 Eg D ¿ existiert! ¯

Lösung. 1. Für beliebig fixiertes y 2 Kn wird die stetige Funktion ' W F ! R durch

'.x/ D ky � xk2 für x 2 F definiert. Betrachtet man ı D inf
˚
ky � xk W x 2 F

	
� 0

und die nichtleere, kompakte und konvexe Teilmenge K D
˚
x 2 F W ky � xk � ı C 1

	
von F , dann nimmt die stetige Funktion ' W F ! R ihr Minimum nach dem Satz von

Weierstraß in einem Punkt z 2 K an. Da z C �.x � z/ 2 F für alle x 2 F und � 2 Œ0; 1�

gilt, ergibt sich daraus '.z/ � '.z C �.x � z//, das heißt,

ky � zk2 �
Pn
`D1 j.y` � z`/ � �.x` � z`/j

2

D ky � zk2 C �2kx � zk2 � 2�Re
Pn
`D1.y` � z`/.x` � z`/

und somit für alle � 2 Œ0; 1� die Beziehung

2�Re
Pn
`D1.y` � z`/.x` � z`/ � �

2
Pn
`D1 jx` � z`j

2:

Dividiert man durch � 2 .0; 1/ und führt dann den Grenzübergang � # 0 durch, so folgt

Re
Pn
`D1.y` � z`/.x` � z`/ � 0 für alle x 2 F :

2. Gilt y 2 Kn, y … F und z 2 F , so wird durch die Vorschrift

hg; �i D
Pn
`D1.y` � z`/ �` für � 2 Kn

ein nichttriviales lineares stetiges Funktional g W Kn ! K und somit eine abgeschlos-

sene Hyperebene E D
˚
� 2 Kn W hg; �i D 0

	
in Kn definiert. Da nach Schritt 1 die

Ungleichung Re hg; x � zi � 0 für alle x 2 F gilt, ergibt sich

0 < ky � zk2 D Re hg; y � zi � Re hg; y � xi für alle x 2 F

und somit y � x … E für alle x 2 F , das heißt, F \ fy C � 2 Kn W � 2 Eg D ¿.



Aufgabe 2. Sei .V; k kV / ein Banach-Raum über K und ff1; : : : ; fng � V � eine beliebig

vorgegebene Familie linear unabhängiger Funktionale.

1. Man konstruiere eine Familie fv1; : : : ; vng � V mit der Eigenschaft

hfk; v`i D ık` für alle k, ` 2 f1; : : : ; ngŠ

2. Man weise nach, daß durch die Vorschrift

kxkn D inf
˚
kvkV W v 2 V; hfk; vi D xk für jedes k 2 f1; : : : ; ng

	
für x 2 Kn

eine Norm k kn W Kn ! R auf dem Koordinatenraum Kn definiert wird!

3. Sei " > 0 vorgegeben. Man zeige, daß für y 2 Kn genau dann ein v 2 V mit

kvkV < r C " und hf`; vi D y` für alle ` 2 f1; : : : ; ng

existiert, wenn es ein r > 0 gibt, so daß die Bedingungˇ̌Pn
`D1 x`y`

ˇ̌
� r

Pn
`D1 x`f`


V � für jedes x 2 Kn

erfüllt ist! ³

Lösung. 1. Die Familie fv1; : : : ; vng � V wird rekursiv konstruiert: Im Falle n D 1 gibt

es wegen f1 ¤ 0 einen Vektor v1 2 V mit hf1; v1i D 1.

Unter der induktiven Annahme, daß die Existenz einer Familie fu2; : : : ; ung � V mit

hfk; u`i D ık` für alle k, ` 2 f2; : : : ; ng bereits nachgewiesen ist, betrachtet man zunächst

den abgeschlossenen linearen Teilraum

U1 D
˚
u 2 V W hfk; ui D 0 für jedes k 2 f2; : : : ; ng

	
von V :

Dann gibt es für jedes v 2 V eine Darstellung in der Form

v D uC
Pn
`D2 ˛`u` mit u 2 U1 und ˛2; : : : ; ˛n 2 K; (1)

denn wählt man ˛` D hf`; vi für ` 2 f2; : : : ; ng sowie u D v �
Pn
`D2 ˛`u`, so ergibt sich

hfk; ui D hfk; vi �
Pn
`D2 ˛`hfk; u`i D ˛k � ˛k D 0 für alle k 2 f2; : : : ; ng:

Außerdem ist die Darstellung (1) auch eindeutig, denn wegen u 2 U1 gilt

hfk; vi D hfk; ui C
Pn
`D2 ˛`hfk; u`i D ˛k für alle k 2 f2; : : : ; ng:

Damit gibt es für jedes v 2 V eine eindeutige Darstellung in der Form

v D uC
Pn
`D2hf`; viu` mit u 2 U1: (2)



Angenommen, für jedes u 2 U1 würde stets hf1; ui D 0 gelten. Da für jedes v 2 V ein

u 2 U1 mit der Darstellung (2) existiert, erhielte man

hf1; vi D hf1; ui C
Pn
`D2hf`; vihf1; u`i D

˝Pn
`D2hf1; u`if`; v

˛
und somit die lineare Abhängigkeit des Funktionals f1 D

Pn
`D2hf1; u`if` 2 V

� von den

anderen Funktionalen f2; : : : ; fn 2 V � im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit gibt es

stets ein v1 2 V mit hfk; v1i D ık1 für alle k 2 f1; : : : ; ng. Genauso beweist man für jedes

` 2 f2; : : : ; ng die Existenz eines Vektors v` 2 V mit hfk; v`i D ık` für alle k 2 f1; : : : ; ng.

2. Da nach Schritt 1 eine Familie fv1; : : : ; vng � V mit hfk; v`i D ık` für alle k, ` 2

f1; : : : ; ng existiert, gehört für jedes x 2 Kn der Vektor v D
Pn
`D1 x`v` 2 V zur Menge˚

v 2 V W hfk; vi D xk für jedes k 2 f1; : : : ; ng
	
. Damit ist das Infimum

kxkn D inf
˚
kvkV W v 2 V; hfk; vi D xk für jedes k 2 f1; : : : ; ng

	
� 0 für jedes x 2 Kn

stets endlich. Im Falle kxkn D 0 gibt es für jedes beliebig fixierte " > 0 ein v 2 V mit

kvkV � " und hfk; vi D xk für jedes k 2 f1; : : : ; ng:

Daraus folgt jxkj � kfkkV �kvkV � "kfkkV � für alle k 2 f1; : : : ; ng und somit x D 0, da

" > 0 anfangs beliebig vorgegeben wurde. Ferner gilt für alle x 2 Kn und ˛ 2 K, ˛ ¤ 0

die Homogenität

k˛xkn D inf
˚
kvkV W v 2 V; hfk; vi D ˛xk für jedes k 2 f1; : : : ; ng

	
D inf

˚
k˛vkV W v 2 V; hfk; ˛vi D ˛xk für jedes k 2 f1; : : : ; ng

	
D j˛j inf

˚
kvkV W v 2 V; hfk; vi D xk für jedes k 2 f1; : : : ; ng

	
D j˛jkxkn:

Zum Nachweis der Dreiecksungleichung seien x, y 2 Kn sowie " > 0 beliebig vorgege-

ben. Man wählt u, v 2 V mit kukV < kxkn C " und kvkV < kykn C " sowie

hfk; ui D xk und hfk; vi D yk für jedes k 2 f1; : : : ; ng:

Daraus folgt hfk; uC vi D xk C yk für jedes k 2 f1; : : : ; ng und somit

kx C ykn � kuC vkV � kukV C kvkV < kxkn C kykn C 2";

also kx C ykn � kxkn C kykn, da " > 0 anfangs beliebig vorgegeben wurde.



3. Gibt es für y 2 Kn einen Vektor v 2 V , so daß hf`; vi D y` für alle ` 2 f1; : : : ; ng

gilt, dann erhält man sofortˇ̌Pn
`D1 x`y`

ˇ̌
D
ˇ̌˝Pn

`D1 x`f`; v
˛ˇ̌
� kvkV

Pn
`D1 x`f`


V � für jedes x 2 Kn:

Sei umgekehrt y 2 Kn sowie r > 0 gegeben, so daß die Bedingungˇ̌Pn
`D1 x`y`

ˇ̌
� r

Pn
`D1 x`f`


V � für jedes x 2 Kn

gilt, und sei ı > 0 beliebig fixiert. Für gegebenes x 2 Kn, x ¤ 0 folgt stets
Pn
`D1 x`f` ¤ 0

wegen der linearen Unabhängigkeit der Funktionale f1; : : : ; fn 2 V � und damit

ı
2

Pn
`D1 x`f`


V � C

ˇ̌Pn
`D1 x`y`

ˇ̌
< .r C ı/

Pn
`D1 x`f`


V � :

Somit existiert ein u 2 V mit kukV D r C ı sowie

ı
2

Pn
`D1 x`f`


V � C

ˇ̌Pn
`D1 x`y`

ˇ̌
<
ˇ̌˝Pn

`D1 x`f`; u
˛ˇ̌
:

Folglich besitzt der Vektor w D

ˇ̌Pn
`D1 x`y`

ˇ̌ˇ̌˝Pn
`D1 x`f`; u

˛ˇ̌ u 2 V die Eigenschaften

ˇ̌˝Pn
`D1 x`f`; w

˛ˇ̌
D
ˇ̌Pn

`D1 x`y`
ˇ̌

und kwkV D

ˇ̌Pn
`D1 x`y`

ˇ̌
kukVˇ̌˝Pn

`D1 x`f`; u
˛ˇ̌ � kukV D r C ı:

Schließlich findet man ein ˛ 2 K mit j˛j D 1, so daß die Beziehungen˝Pn
`D1 x`f`; ˛w

˛
D
Pn
`D1 x`y` und k˛wkV � r C ı gelten:

Definiert man z 2 Kn durch z` D hf`; ˛wi für ` 2 f1; : : : ; ng, so ergibt sich im Hinblick

auf die Definition der Norm k kn in Schritt 2 schließlichPn
`D1 x`z` D

˝Pn
`D1 x`f`; ˛w

˛
D
Pn
`D1 x`y` sowie kzkn � k˛wkV � r C ı:

Da jede abgeschlossene Hyperebene E in Kn als Menge
˚
� 2 Kn W

Pn
`D1 x`�` D 0

	
für

ein geeignetes x 2 Kn, x ¤ 0 darstellbar und die KugelK D
˚
� 2 Kn W k�kn � rC ı

	
eine

nichtleere, kompakte und konvexe Teilmenge von Kn ist, wurde somit nachgewiesen, daß

es für jede abgeschlossene Hyperebene E in Kn einen Vektor z 2 K mit z � y 2 E gibt.

Das Resultat aus Aufgabe 1 liefert folglich y 2 K, also kykn � rCı und damit kykn � r ,

da ı > 0 anfangs beliebig vorgegeben wurde.

Hinsichtlich der Definition der Norm k kn in Schritt 2 existiert daher für jedes " > 0

ein Vektor v 2 V mit kvkV < r C " sowie hf`; vi D y` für jedes ` 2 f1; : : : ; ng.



Aufgabe 3. Sei .X;A; �/ ein � -endlicher und vollständiger Maßraum und .V; k kV / ein

Banach-Raum über K, der einen separablen Dualraum .V �; k kV �/ besitzt.

1. Man beweise, daß zu jedem h 2 V �� eine Folge fukgk2N � V existiert, so daß

fJukgk2N � V
�� punktweise auf V � gegen h 2 V �� konvergiert!

2. Man zeige, daß für jedes g W X ! V � die folgenden Aussagen äquivalent sind!

2.1. Die Funktion g W X ! V � ist meßbar.

2.2. Die Funktion hh; gi W X ! K ist für jedes h 2 V �� meßbar.

2.3. Die Funktion hg; ui W X ! K ist für jedes u 2 V meßbar. ¯

Lösung. 1. Da der duale Raum .V �; k kV �/ separabel ist, kann man eine abzählbare

Menge ff`g`2N � V
� linear unabhängiger Funktionale mit cl linff`g`2N D V

� finden.

Wird h 2 V �� beliebig vorgegeben, dann ist für jedes k 2 N die Bedingungˇ̌Pk
`D1 x`hh; f`i

ˇ̌
D
ˇ̌˝
h;
Pk
`D1 x`f`

˛ˇ̌
� khkV ��

Pk
`D1 x`f`


V � für jedes x 2 Kk

erfüllt. Somit existiert aufgrund von Aufgabe 2 für jedes k 2 N ein Vektor uk 2 V mit

kukkV < khkV �� C 1 und hf`; uki D hh; f`i für alle ` 2 f1; : : : ; kg:

Wegen der Stetigkeit der natürlichen Einbettung J 2 L.V IV ��/ ist somit auch die Fol-

ge fJukgk2N in V �� beschränkt. Außerdem folgt hJuk; f`i D hf`; uki D hh; f`i für

alle k, ` 2 N mit k � `, das heißt, limk!1hJuk; f`i D hh; f`i für alle ` 2 N. We-

gen cl linff`g`2N D V � und der Beschränktheit der Folge fJukgk2N � V �� liefert der

Satz von Banach-Steinhaus für Funktionale auf V � die punktweise Konvergenz der Fol-

ge fJukgk2N � V
�� gegen h 2 V ��.

2. Nach dem Satz von Pettis ist wegen der Separabilität des dualen Raums .V �; k kV �/

eine Funktion g W X ! V � genau dann meßbar, wenn die Funktion hh; gi W X ! K für

jedes h 2 V �� meßbar ist.

Ist die Funktion hh; gi W X ! K für jedes h 2 V �� meßbar, dann muß auch die

Funktion hg; ui D hJu; gi W X ! K für jedes u 2 V wegen Ju 2 V �� meßbar sein.

Sei die Funktion hg; ui W X ! K für jedes u 2 V meßbar. Wird h 2 V �� beliebig

vorgegeben, so gibt es nach Schritt 1 eine Folge fukgk2N � V , so daß fJukgk2N � V
��

punktweise auf V � gegen h 2 V �� konvergiert, das heißt, es gilt die Beziehung

hh; g.x/i D lim
k!1
hJuk; g.x/i D lim

k!1
hg.x/; uki für fast alle x 2 X:

Die Folge der nach Voraussetzung meßbaren Funktionen hg.x/; uki W X ! K konvergiert

damit fast überall gegen die Grenzfunktion hh; gi W X ! K, die somit meßbar ist.


