Ubungsaufgaben 10

MeBbare und integrierbare Funktionen

Aufgabe 1. Sei der Koordinatenraum (K”, || ||) mit der durch ||x||*> = Y_;_, |xx/|? fir
x € K" definierten Euklidischen Norm ausgestattet, ferner F C K” eine nichtleere, abge-
schlossene und konvexe Teilmenge, das heil3t, es gelte

Ax+(1—A)ze F firallex,z € F sowie A € [0, 1].
1. Man finde fiir jedes y € K” ein z € F mit der Eigenschaft
Red )y —Zo)(x¢ —z¢) <0 firallex € F!

2. Man folgere daraus, daf3 fiir jedes y € K” mit y ¢ F eine abgeschlossene Hyperebene
E C K" mit der Trennungseigenschaft F N{y + & € K" : £ € E} = & existiert! )

Losung. 1. Fiir beliebig fixiertes y € K” wird die stetige Funktion ¢ : F — R durch
¢(x) = ||y — x| fir x € F definiert. Betrachtet man § = inf{|ly —x| : x € F} >0
und die nichtleere, kompakte und konvexe Teilmenge K = {x € F : |y —x|| < § + 1}
von F, dann nimmt die stetige Funktion ¢ : F — R ihr Minimum nach dem Satz von
Weierstral3 in einem Punkt z € K an. Daz + A(x —z) € F firallex € Fund A € [0, 1]
gilt, ergibt sich daraus ¢(z) < ¢(z + A(x — z)), das heil3t,
ly =217 < 3ioy [(ve — 2e) — ACxe — zo) P

= |ly — 2> + A%|lx — z|* = 24 Re 3°4_, (¥, — Zo) (x¢ — z¢)

und somit fiir alle A € [0, 1] die Beziehung
2ARe Y (Vg —Z0) (e — z¢) < A2 D4y |xe — zef.

Dividiert man durch A € (0, 1) und fiihrt dann den Grenziibergang A | 0 durch, so folgt

Re Z’Z:l(yé —Z¢)(xg—z¢) <0 firallex € F.

2.Gilty e K",y ¢ F und z € F, so wird durch die Vorschrift

(g.6)=>7_10,—Z0)& firfeK”

ein nichttriviales lineares stetiges Funktional g : K” — K und somit eine abgeschlos-
sene Hyperebene E = {§ € K" : (g,£) = 0} in K" definiert. Da nach Schritt 1 die
Ungleichung Re (g, x — z) < 0 fiir alle x € F gilt, ergibt sich

0<|ly—z|®>=Re(g.y—z) <Re(g,y—x) firallex € F

und somit y —x ¢ E fiirallex € F,dasheillt, FN{y+ ¢ e€eK": £ € E} = @. [



Aufgabe 2. Sei (V, || ||y) ein Banach-Raum tiber K und { f1, ..., f,} C V* eine beliebig
vorgegebene Familie linear unabhidngiger Funktionale.
1. Man konstruiere eine Familie {vq,...,v,} C V mit der Eigenschaft

(fe,ve) = 6pe furallek, £ e {l,...,n}!
2. Man weise nach, dal3 durch die Vorschrift
Ix|l» = inf{||v||V v eV, (fk,v) = xi fiir jedes k € {1,...,n}} fir x € K"

eine Norm || ||, : K” — R auf dem Koordinatenraum K" definiert wird!
3. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Man zeige, daB fir y € K” genau dann ein v € V mit

|lvlly <r+e und (fe,v) =y, furallel e {l,...,n}
existiert, wenn es ein r > 0 gibt, so da3 die Bedingung

1> hms xeye| < || iy xe fe|

erfullt ist!

y«  fur jedes x € K"

Losung. 1. Die Familie {vq,...,v,} C V wird rekursiv konstruiert: Im Falle n = 1 gibt
es wegen f; # 0 einen Vektor v; € V mit ( f1,v;) = 1.

Unter der induktiven Annahme, dal3 die Existenz einer Familie {u,,...,u,} C V mit
(fx,ug) = O firalle k, £ € {2,...,n} bereits nachgewiesen ist, betrachtet man zunachst
den abgeschlossenen linearen Teilraum

Uy={ueV:(fr.u)=0firjedesk €{2,...,n}} vonV.
Dann gibt es fiir jedes v € V eine Darstellung in der Form
v=u+Y j_,oqu; mitu € Uyund ay, ..., o, €K, (1)
denn wéhlt man oy = (f¢, v) fur € € {2,...,n} sowie u = v — Y _,_, aguy, so ergibt sich
(feou) = (fieo ) = Y pen e fioue) =k —o =0 furallek € {2,...,n}.
AuBerdem ist die Darstellung (1) auch eindeutig, denn wegen u € U, gilt
(fi, v) = (freou) + D jos (S, ug) = o flirallek € {2,...,n}.
Damit gibt es fiir jedes v € V eine eindeutige Darstellung in der Form

v=u+ Yy (fe,v)u; mitu € U. 2)



Angenommen, fir jedes u € U; wiirde stets ( f1,u) = 0 gelten. Da fiir jedes v € V ein
u € U; mit der Darstellung (2) existiert, erhielte man

(fr.v) = (frou) + 0, (fe o) froue) = (i fioue) fo, v)

und somit die lineare Abhéngigkeit des Funktionals f; = > j_,(fi,u¢) fr € V* von den
anderen Funktionalen f,,..., f, € V* im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit gibt es
stets ein v; € V mit ( fx, v1) = 0 firalle k € {1,...,n}. Genauso beweist man fiir jedes
¢ €{2,...,n} die Existenz eines Vektors vy, € V mit ( fx, ve) = 8¢ fiiralle k € {1,...,n}.

2. Da nach Schritt 1 eine Familie {vy,...,v,} C V mit (fr,vs) = ¢ fiir alle k, £ €
{1,...,n} existiert, gehort fir jedes x € K" der Vektor v = Y j_, x¢v¢ € V zur Menge
{v eV :{(fk,v) = x firjedesk € {1,... ,n}}. Damit ist das Infimum

I x[ln = inf{|lv]ly : v €V, (fk.v) = xx fir jedesk € {1,...,n}} >0 firjedes x € K"
stets endlich. Im Falle ||x||, = O gibt es fiir jedes beliebig fixierte ¢ > 0 ein v € V mit
lvlly <e und (fg,v) =x, firjedesk €{l,...,n}.

Daraus folgt |xx| < || fxllv<llvllv < el fx|lv= fiir alle k € {1,...,n} und somit x = 0, da
¢ > 0 anfangs beliebig vorgegeben wurde. Ferner gilt fiir alle x e K" und o € K, o # 0
die Homogenitat

loex|l, = inf{[lvlly : v €V, (fe,v) = axi fir jedes k € {1,...,n}}
= inf{llav|ly : v € V. (fr,av) = axi firjedes k € {1,...,n}}
= |alinf {[[v]ly 1 v € V. (fi.v) = x; fiir jedes k € {1.....n}} = [a|[|x]n-

Zum Nachweis der Dreiecksungleichung seien x, y € K” sowie ¢ > 0 beliebig vorgege-
ben. Man wihlt u, v € V mit |lu|ly < |x|, + e und |[v|y < [|y]» + & sowie

(fx-u) =xx und (fx,v) =y, firjedesk €{l,...,n}.
Daraus folgt { fx,u + v) = xx + yi fiirjedes k € {1,...,n} und somit
x4+ ylla < llu+vlly < llully + lvllv <llxlla + [ylla + 26,

also ||[x + y|l» < l1x|l» + |ly]lx, da € > 0 anfangs beliebig vorgegeben wurde.



3. Gibt es fiir y € K” einen Vektor v € V, so daB3 (f;,v) = y, firallel € {1,...,n}
gilt, dann erhilt man sofort

|20y xeyve| = [(Xty xefeo v)| < Mlvllv | Xio; xe fe|

y« furjedes x € K"

Sei umgekehrt y € K” sowie r > 0 gegeben, so dal3 die Bedingung

fir jedes x € K”

| xeye| = r|[ i xe fel

gilt, und sei § > 0 beliebig fixiert. Fiir gegebenes x € K", x # 0 folgt stets > j_, x¢fr # 0
wegen der linearen Unabhingigkeit der Funktionale fi,..., f, € V* und damit

V*

2|2k xe

po 2y Xeve| < (r +8) | 4o, xefe

y

Somit existiert ein u € V mit |u||y = r + § sowie

2|5y xe £

pe [ lor xeve| < [(X0oy xefou)]-

|ZZ=1XZ)’Z|
HZZ=1xﬁf€’“)|

Folglich besitzt der Vektor w = u € V die Eigenschaften

> xeve| lully
‘(22;1”]%’”)}

SchlieBlich findet man ein o € K mit |o| = 1, so daB3 die Beziehungen

< lully =7 +8.

(fey e feow)| = |20y xeye] und  Juwly =

(Mo xefeow)=>"_ x¢ye und Jlaw|y <r +8 gelten.

Definiert man z € K” durch z; = ( f;,aw) fiir £ € {1,...,n}, so ergibt sich im Hinblick
auf die Definition der Norm || ||, in Schritt 2 schlieBlich

Demy Xezp = (Z’Z=l xzfe,aw) =D t=1 Xeye sowie | z[l, < [lew|y <7 +36.

Da jede abgeschlossene Hyperebene E in K” als Menge {¢ € K" : > j_, x¢& = 0} fir
ein geeignetes x € K”, x # 0 darstellbar und die Kugel K = {¢ € K" : ||¢|l, < r +§} eine
nichtleere, kompakte und konvexe Teilmenge von K” ist, wurde somit nachgewiesen, daf3
es fiir jede abgeschlossene Hyperebene E in K” einen Vektor z € K mit z — y € E gibt.
Das Resultat aus Aufgabe 1 liefert folglich y € K, also ||y|l, < r 4+ und damit ||y|, <r,
da § > 0 anfangs beliebig vorgegeben wurde.

Hinsichtlich der Definition der Norm || ||, in Schritt 2 existiert daher fiir jedes ¢ > 0

ein Vektor v € V mit ||v|y < r + e sowie ( fy,v) = y; fur jedes £ € {1, ..., n}. ]



Aufgabe 3. Sei (X, 2, 1) ein o-endlicher und vollstindiger MaBraum und (V, || ||y) ein
Banach-Raum tiber K, der einen separablen Dualraum (V*, | |y+) besitzt.

1. Man beweise, dal3 zu jedem 2 € V** eine Folge {ur}reny C V existiert, so dal
{Jugtren C V** punktweise auf V* gegen h € V** konvergiert!

2. Man zeige, dabB fiir jedes g : X — V* die folgenden Aussagen dquivalent sind!

2.1. Die Funktion g : X — V* ist meBbar.

2.2. Die Funktion (4, g) : X — K ist fiir jedes & € V** mel3bar.

2.3. Die Funktion (g, u) : X — K ist fiir jedes u € V mef3bar. )

Losung. 1. Da der duale Raum (V*,| |yv*) separabel ist, kann man eine abzdhlbare
Menge { fe}ren C V* linear unabhidngiger Funktionale mit cllin{ fy }¢,eny = V'* finden.
Wird h € V** beliebig vorgegeben, dann ist fiir jedes k € N die Bedingung

[y xelh, fo)] = (B Xy xe fo)] < Whllve+ | iy xefe-  fir jedes x € K

V*

erflillt. Somit existiert aufgrund von Aufgabe 2 fiir jedes k € N ein Vektor uy € V mit
lully < |hllv=++1 und (fe,ur) = (h, fr) furallef e{l,... k}.

Wegen der Stetigkeit der natiirlichen Einbettung J € £(V; V**) ist somit auch die Fol-
ge {Jugtren In V** beschrankt. AuBerdem folgt (Jug, fo) = (fe,ux) = (h, fy) fur
alle k, £ € N mit k > £, das heilit, limg_ oo (Jug, fe) = (h, f;) fur alle £ € N. We-
gen cllin{ fy}yen = V* und der Beschrinktheit der Folge {Jug}reny C V** liefert der
Satz von Banach-Steinhaus fiir Funktionale auf VV* die punktweise Konvergenz der Fol-
ge {Juglren C V** gegen h € V**.

2. Nach dem Satz von Pettis ist wegen der Separabilitit des dualen Raums (V*, || ||y+)
eine Funktion g : X — V* genau dann meB3bar, wenn die Funktion (&, g) : X — K fiir
jedes h € V** meBbar ist.

Ist die Funktion (h,g) : X — K fiir jedes & € V** melbar, dann muB} auch die
Funktion (g,u) = (Ju, g) : X — K firjedes u € V wegen Ju € V** mel3bar sein.

Sei die Funktion (g,u) : X — K fiir jedes u € V meBbar. Wird 7 € V** beliebig
vorgegeben, so gibt es nach Schritt 1 eine Folge {ux}reny C V, so daB {Juglreny C V**
punktweise auf V* gegen h € V** konvergiert, das heif3t, es gilt die Beziechung

(h,g(x)) = klim (Jug, g(x)) = klim (g(x),uy) firfastallex € X.

Die Folge der nach Voraussetzung mebaren Funktionen (g(x), ux) : X — K konvergiert
damit fast iiberall gegen die Grenzfunktion (4, g) : X — K, die somit meBbar ist. O



