Ubungsaufgaben 11

Duale Raume integrierbarer Funktionen

Aufgabe 1. Sei (V.|| ||v) ein separabler Banach-Raum tiber K, ferner u : % — [0, o0]
ein o-endliches, vollstindiges Mal auf einer o-Algebra 20 C P(X) liber X.

1. Man zeige, dal3 die Menge M (; V) aller MaBe v : 24 — V von beschrinkter Varia-
tion, welche absolut stetig beziiglich u sind, einen linearen Raum tiiber K bildet!

2. Definiert man als Norm auf M (2; V) die Totalvariation ||v|| = |v|(X) des Males
v e M(; V), so beweise man, dall (M (; V), | ||) ein Banach-Raum ist! )

Losung. 1. Firvy, v, € M(A; V) und a1, @y € Kistauch ajvy; + a0, 1 A — V ein Mab,
dennist { E¢}reny C A eine Zerlegung einer Menge E € A, dann folgt aus der Konvergenz
der Reihe { "), vi(Ep)}, . in V gegen vy (E) sowie der Reihe {) "y, v2(E)}, inV
gegen v,(E) stets die Konvergenz der Reihe {Y 7., (a1v1 + o2v2)(Er)}
den Grenzwert (a;v; + av,)(E). Da auBerdem die Abschidtzung

in V gegen

meN

Yoveq lavi(Ee) + aava(Ed)llv < laal Yoy Ivi(EDllv + |zl Doy [Iv2(Eo) Iy
< laq[|vi[(E) + |az||v2|(E)

fir jedes m € N und somit auch > ;2 [[(a1v1 + @2v2)(Eo) v < |oq||[vi|(E) + |ea||v2|(E)
gilt, ergibt sich

vy + a2 |(E) < |ag]|vi|(E) + |oz]|v2|(E) fiir jedes E € 2.

Fiir jedes £ € A mit w(E) = 0 gilt v (E) = v2(E) = 0 und somit (x;v; + aov2)(E) = 0.
Damit gehort die Linearkombination ayv; + asv, zu M(2; V). AuBBerdem gelten alle
kommutativen, assoziativen und distributiven Gesetze eines linearen Raums.

2. Um einzusehen, dal3 die Totalvariation eine Norm auf M (2; V') definiert, stellt man
fest, daB [v[(X) > O fir jedes MaB v € M(2; V) gilt und man im Falle |v|(X) = 0 fir
jede Menge E € U die Beziehung ||[v(E)|ly < [v[(E) < |[v|(X) = 0, also v = 0 erhilt.
Desweiteren gilt fiir jedes v € M(U; V), a € K sowie jede Zerlegung {E¢}reny C A von X

Yozt lev(EDlly = le| 32202 IV (E v =< lerl[v](X)

und somit |av|(X) = |«||v|[(X). Aus Schritt 1 folgt schlieBlich fiir alle vy, v, € M(A; V)
die Dreiecksungleichung |v; + v2|(X) < |[vi[(X) + |v2|(X).



3. Zum Beweis der Vollstandigkeit von M(2; V) sei {vi }xeny C M(A; V) eine Cauchy-
Folge in M(2; V') und & > 0 beliebig fixiert. Dann gibt es einen Index kg € N, so dal

Wi (E) =va(E)llv < [vi = val(E) < [[ve — vl < &

firalle E € Aund k, n € N mit k, n > ko gilt. Da (V,| |v) ein Banach-Raum ist,
konvergiert die Folge {vi(E)}xeny C V in V fiir jedes E € U gegen einen Grenzwert
v(E) € V, wodurch eine Mengenfunktion v : 2 — V definiert wird. Der Grenzprozel3
n — oo liefert die Beziehung.

vk (E) —v(E)|ly <e firalle E € A sowiek € N, k > k.

4. Fir jedes £ € A mit w(E) = 0 gilt stets v (E) = O fiir alle k € N, also v(E) = 0.
5. Ist {Eg}ren C U eine Zerlegung von E € U, dann erhdlt man

Z'Z’:l e (E¢) —va(Eo)|ly < |vk —vu|(E) <e filrallek,n,m e Nmitk,n > kg
und somit wegen lim, .« ||V4(E¢) — V(E¢)|y = 0 die Abschdtzungen

Y et Ie(Ee) =v(Elly <& und Y7, [v(E)llv < 2o lve(E)llv + ¢

fir alle k, m € N mit k > kg, also auch

Yo k(Ee) —v(EQ|lv <& und Y 2, [IV(EQ)ly < |vel(E) + &.

6. Mit Schritt 3 ergibt sich daraus fiir k = k¢ und alle m € N die Beziehung

[v(E) = i v(ED |y < IIV(E) = vy (B)ly + [ vio(B) = X7y v(ED]
<&+ ||vko (E) = Xy vio (B |y, + X0y ko (Ee) = v(ED) Iy
< 28 + ko (B) = 30, vieo (E) -

Wegen der Konvergenz der Reihe {d"/"; v, (E¢)}, . in V gegen den Grenzwert vy, (E)
folgt daraus lim,,;— Hv(E) — 22":1 V(E()”V < 2& und somit wegen der willkiirlichen
Wahl von ¢ > 0 die o-Additivitdt v(E) = ) ;2 v(E¢) € V.

Somit ist v : A — V ein MaB, das hinsichtlich Schritt 4 absolut stetig bezliglich w ist.

Da wegen Schritt 5 fiir jede Zerlegung { E¢}yeny C U einer Menge E € A sowohl

e IW(EDly = [viol(E) + ¢ alsauch 3772 [[v(Ee) —vi(EQlly <&

fir alle k € N mit k& > kg gilt, ist u : A — V ein Mal von beschriankter Variation.
AuBerdem erhilt man vy — V|[(E) < efluralle E € A und k € N, k > ko. Damit
konvergiert die Cauchy-Folge {vi }xen in M(; V) gegenv € M(A; V). O



Aufgabe 2. Sei (V, || |v) ein separabler, reflexiver Banach-Raum iiber K, dessen dualer
Raum (V*,|| |lv+) ebenfalls separabel ist. Sei desweiteren u : A — [0, oo] ein o-endliches,
vollstindiges MalB} auf einer o-Algebra A C P(X) Uber X. Man weise nach, dal3 der
Banach-Raum L?(X; V) fiir jedes p € (1, oo) reflexiv ist! )

Lisung. 1. Seien p, q € (1,00) mit 5 + ¢

Raum (V*,| ||y=) separabel. Da (V, | ||y) separabel und reflexiv ist, mul3 die natiirliche

= 1 gegeben. Nach Voraussetzung ist der duale

Einbettung Jy : V < V** ein isometrischer Isomorphismus sein. Damit ist auch der
biduale Raum (V**,|| |y=) separabel. AuBerdem wird durch (J,u)(x) = Jyu(x) fir
x € X ein Isomorphismus J, : L?(X; V) <> L?(X; V**) definiert.

2. Man betrachtet den Isomorphismus 7, : L9(X; V*) < [L?(X; V)]*, der durch

(Tg fou) = [y (f().u(x))du(x) fir f e LIX; V"), u € LP(X; V),
definiert wird, fixiert 4 € [L?(X; V)]** beliebig und definiert g € [LY(X; V*)]* durch
(g¢. f)=(h,T,f) furalle f € L9(X; V7).
3. Erklart man den Isomorphismus A, : L?(X; V**) < [LY(X; V*)]* durch
(Apv, ) = [y (v(x), f(x))du(x) firve LP(X;V*), f e L1(X;V*),
dannist A,J, : LP(X;V) < [L9(X; V*)]* nach Schritt 1 ein Isomorphismus, und es gilt
(Apdpu. f) = [ (Iyu(), f)) du(x) = f{f(),u(x)) dp(x) = (T, fou)

furalle f € LY9(X;V*),u € L?(X;V) wegen Schritt 2. Somit existiert einu € L?(X; V)
mit A,J,u = g, das heil3t, es gilt nach Schritt 2 die Identitit

(Tg fou) = (ApJpu. f) = (g. f) = (h.Tg f) furalle f e LYX: V7).

Wegen T,[L9(X; V*)] = [LP(X; V)]* ist damit gezeigt, daB die natiirliche Einbettung von
L?(X;V) in den bidualen Raum [L?(X; V)]** surjektiv und somit der Raum L?(X; V)
reflexiv ist. O



