Ubungsaufgaben 12
Vollstetige Abbildungen

Aufgabe 1. Seien (V,| ||v) und (W, | |w) Banach-Riume iiber demselben Korper K.
Man beweise, dal3 der Bildraum 7'[V] einer vollstetigen Abbildung 7 € K (V; W) stets
ein separabler linearer Teilraum von (W, || |w) ist! @

Lisung. Wegen T € K (V; W) ist das Bild T[K,] der Kugel Kg = {u € V : |lully < £}
fir jedes £ € N relativ kompakt in W. Daher gibt es fiir jedes £ € N eine abzidhlbare, in
T[K¢] C W dichte Menge D, C T[K,].

Da wegen V = U2 Ky auch T[V] = U T[K] gilt, ist U2 Dy C T[V] somit eine
abzihlbare, in U72 T [K¢] = T[V] dichte Menge, das hei3t, der Bildraum T'[V] ist ein
separabler linearer Teilraum von (W, || |lw). Il

Aufgabe 2. Seien (V,| |v) und (W, | |lw) Banach-Rdume iiber demselben Korper K.
Sei ferner {Ti}reny C L£(V; W) eine Folge, so daB der Bildraum T [V] fiir jedes k € N
endlichdimensional ist. Konvergiert die Folge {7 }xen in (L£(V; W), || |), so zeige man,
daB der Grenzwert 7" zu KX (V; W) gehort! )

Losung. Der Bildraum (T¢[V], || |lw) ist fir jedes k € N ein endlichdimensionaler und
damit abgeschlossener linearer Teilraum von (W, || |w). Wegen {Ti }xeny C L£(V; W) 1st
die Bildmenge Ti[E] fiir jede beschrinkte Menge £ C V' im endlichdimensionalen Teil-
raum (T [V], || |lw) beschriankt und somit relativ kompakt in (7x[V], | |w), das heiBt,
es gilt Ty, € K (V; Tx[V]) fiir jedes k € N.

Da die natiirliche Einbettung des Teilraums (T¢[V], || |lw) in (W, ]| |w) eine lineare
stetige Abbildung ist, ergibt sich daraus {7y }xeny C K (V; W).

Wegen der Konvergenz der Folge {Tx}keny C K(V; W) in (L(V; W), | |) gegen den
Grenzwert T € £(V; W) und der Abgeschlossenheit des linearen Teilraums K (V; W) in
(LWV; W), || | ergibtsichT € K(V;W). ]

Aufgabe 3. Sei (V, || ||v) ein separabler Banach-Raum tiber R, ferner u : 2 — [0, oo] ein
o-endliches, vollstindiges Mal} auf einer o-Algebra A C L(X) liber X sowie desweiteren
u € L2(X; V) eine vorgegebene Funktion. Man weise nach, daBl durch die Vorschrift

Ty = [yupdp firg e L*(X;R),

eine vollstetige Abbildung 7 € K (L?(X;R); V) definiert wird! )



Losung. 1. Wegen u € L?(X;V) ist aufgrund der Holder-Ungleichung die Funktion
lullv|e] : X — R fiir jedes ¢ € L?(X;R) integrierbar, und es gilt die Abschitzung
ITellv < [y lullvieldi < lullzx v ll@llL2cxr).

Da T : L?(X;R) — V eine lineare Abbildung ist, erhdlt man 7 € £(L?(X;R); V).

2. Wegen der Dichtheit der einfachen Funktionen aus L2(X; V) in L?(X; V) kann man
eine Folge {uy}ren C L?*(X;V) einfacher Funktionen wihlen, die in L?(X;V) gegen
u € L2(X; V) konvergiert. Wird ¢ > 0 beliebig vorgegeben, so existiert ein ko € N mit

Ik —ullp2xary < & fiirallek € N, k > ko.

3. Da {ug}ren C L2(X;V) eine Folge einfacher Funktionen ist, findet man fiir jeden
Index k € N eine Zerlegung { Ex¢}¢eny C 2 von X in Mengen endlichen MaBes sowie eine
Folge {vi¢}een C V mit der Darstellung uy = Z;‘;l 1g,,vke € L*(X; V). Da fir jedes
k € N die Konvergenzbeziehung 32, [, lukllf dpn = [y llukllf, dp gilt, kann man fiir
jedes k € N ein m; € N mit folgender Eigenschaft finden:
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Wahlt man wy = ZZ’Z"I 1g,,vke € L*(X; V) fur jedes k € N, dann folgt mit Schritt 2
lwe —ullL2x;vy < lwe —urllz2ceyy + llue —ullzxyy <& firallek € N, k > k.
4. Man definiert fiir jedes k € N eine Abbildung T} : L?>(X;R) — V durch
Tre = [y wkpdp firg € L2(X;R).
Wegen {witren C L2(X; V) ist |lwi|lv|e| : X — R aufgrund der Holder-Ungleichung
fiir jedes ¢ € L?(X;R) integrierbar, und es gilt die Abschitzung
ITkelly < [x lwillvieldp < llwill2xn l@llzer)  firallek € N.
Da Ty : L?(X;R) — V fiir jedes k € N linear ist, erhdlt man {7} }reny C L(L2(X:R); V).
Aufgrund der Konstruktion aus Schritt 3 ergibt sich fiir jedes k € N und ¢ € L?(X;R)
Teo = [x 208 Lpveepdie = 305, [, @ divie € lin {vgr, ... Ve,
das heiBt, der Bildraum T [L?(X;R)] C lin {vk1, . . ., Ukm, } ist fir jedes k € N von endli-
cher Dimension. Da fiir alle k € N, k > ko und ¢ € V nach Schritt 3 die Abschidtzung
1Tk — Tolly < [y lwe —ullv|eldu < lwe —ullLzxeonllellzaer) < €llellizxer)

gilt, konvergiert die Folge {Ti }xen in £(L?(X;R); V) gegen T € £(L*(X;R); V), woraus
sich nach Aufgabe 2 schlieBlich die Vollstetigkeit von T' € K (L?(X;R); V) ergibt. ]



Alternative Losung. 1. Die Holder-Ungleichung liefert wegen u € L?(X; V) die Integrier-
barkeit der Funktion ||u||yv|¢| : X — R fiir jedes ¢ € L?(X;R), und es gilt

ITelly < [x lullvlpldpn < llullLzcemllellzzcem)-

Da T : L?(X;R) — V eine lineare Abbildung ist, erhdlt man T € £(L?*(X;R); V).

2.Sei{gr }ren C V* eine auf V punktweise gegen 0 € V* konvergente Folge. Nach dem
Satz von Banach-Steinhaus fiir Funktionale ist {gx }xen €ine in V* beschrinkte Folge.
Wegen u € L?(X; V) folgt daraus die Beschrinktheit der Folge {{gx,u)}ken C L*(X:R),
denn es gilt die Abschitzung

Jx Kge )P dp = [ gl lulls die < llgicllillullf 2y, furallek e N.

AuBerdem konvergiert die Folge {(gx, u) }xen fast tiberall auf X punktweise gegen 0 € R.

3. Fiir alle k € N und ¢ € L?(X;R) erhilt man durch Anwendung des Satzes von
Bochner iiber lineare stetige Abbildungen mit Hilfe der Holder-Ungleichung fiir die ad-
jungierte Abbildung T* € £(V*;[L*(X:R)]*)

(T*gk.0)| = l{gk. To)| = |(gk. [y up dp)| < [5 Hgi. ug)|du
= [y g w)lleldu < gk, )l L2cxmy 1@l L2 (xR

und somit die Abschitzung ||T*gx |y« < [|{(gk.u)|lL2(x:r) fiir alle & € N. Der Satz von
Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz liefert im Grenzprozel3 k — oo wegen Schritt 2

Jim ([T g5 < lim [y (ge,u)>dp = [y lim [(g,u)|* dp = 0.

Da die auf V' punktweise gegen 0 € V* konvergente Folge {gx}xen C V* anfangs will-
kiirlich vorgegeben wurde und (V, | ||y) ein separabler Banach-Raum ist, liefert das Voll-
stetigkeitskriterium von Gelfand schlieBlich 7 € K (L?(X:R); V). [



