Ubungsaufgaben 2
Kompaktheit und Stetigkeit

Aufgabe 1. Man zeige, daB man fiir jede offene Uberdeckung {U, },er eines kompakten
metrischen Raums (X, p) eine Konstante ry > 0 finden kann, so daB fiir jedes u € X ein
Index y € I' mit B(u, ry) C U, existiert! @

Losung. 1. Fur jeden Punkt u € X gibtesein y € I', so da3 u € U, gilt; folglich gibt es
wegen der Offenheit von U, in X einen Radius r(u) > 0 mit B(u,2r(u)) C U,. Da die
Familie { B(u, r (1)) }uex der Kugeln eine offene Uberdeckung des kompakten metrischen
Raums (X, p) bildet, existiert eine endliche Menge {u 1, ...,ux} C X von Punkten, so dal
auch die endliche Teilfamilie {B(uq,r(u1)), ..., B(ug,r(ur))} den Raum X iiberdeckt.

2. Sei rg = min{r(u,y),...,r(ur)} der kleinste dieser Radien. Da es fiir jedes u € X
einen Index £ € {1,...,k} mitu € B(ug, r(uy)) gibt, gilt auch B(u,ro) C B(ug, 2r(uy)).
Nach Konstruktion kann man fiir jedes £ € {1,...,k} einen Index y € I finden, so daB3
B(ug,2r(ug)) C U, gilt, woraus sich B(u,ry) C U, ergibt. O

Aufgabe 2. Sei (£°°, p) der metrische Raum aller Zahlenfolgen u = {x;}reny C K, fiir die
das Supremum sup,.y |x¢| endlich ist, und der mit der durch p(u, v) = sup,en |Xe — V¢
firu = {xs}reny € £° und v = {yrlren € £ definierten Metrik ausgestattet ist. Man
zeige, daB3 im Raum (£°°, p) keine abgeschlossene Kugel kompakt ist! )

Losung. Sei K(u,r) = {v € £*° : p(u,v) < r} eine abgeschlossene Kugel mit beliebig
vorgegebenem Mittelpunkt u = {x¢}reny € £°° und Radius r > 0. Es soll eine Folge
{urtren C K(u,r) mit den Gliedern uy = {xg¢}ren € £°° konstruiert werden, die keinen
Haufungspunkt in £°° besitzt. Dazu definiert man fiir alle k£, £ € N die Folgeglieder

xe+r fallsk = ¢,
x¢ falls k # €.

Xkt =

Dann gilt p(ug, u) = Supgen [Xke —xe| = r sowie p(ug, Um) = SUPgeN [Xkt —Xme| =17 >0
fir alle k, m € N mit k # m, das bedeutet, die Folge {us}ren C K(u, r) hat in £*° keinen
Haufungspunkt. O

Aufgabe 3. Sei (X, p) ein vollstandiger metrischer Raum und 7 : X — X eine Abbil-
dung, fiir die eine Lipschitz-Konstante 0 < L < 1 existiert, so da3 p(Tu, Tv) < Lp(u, v)
fir alle u, v € X gilt. Ferner werde fiir einen Punkt uy € X eine Folge {ux}reny C X
durch uy = Tuy_, fiir k € N rekursiv definiert. Man beweise die folgenden Aussagen:



1. Es gilt (1 — L)p(ux,u¢) < L¥p(uq,uo) fiiralle k, £ € N mitk < £.
2. Die Folge {ux}ren C X konvergiert gegen einen Grenzwert u € X.
3. Dieser Grenzwert u € X ist ein Fixpunkt von T : X — X, das heiBt, es gilt Tu = u.
4. Die Abbildung T : X — X hat genau einen Fixpunkt. )

Losung. 1. Es soll gezeigt werden, dal3 die rekursiv definierte Folge {uz}reny C X fiir
einen beliebigen Startpunkt uy € X konvergiert: Zunachst gilt

p(uii1,ur) = p(Tug, Tug—1) < Lp(ug,ug—1) < --- < L¥p(uy,uo)

fiir jedes k € N. Daraus folgt fiir alle k£, £ € N mit k < £ die Beziechung
POt ) = Yty pQtmirsttm) < p(ur o) Yoty L™ = LEp(uy, ug) Y 25" L.
Wegen 0 < L < 1gilt Yo %0 L™ < % L™ = 1 und somit
(1 — L)p(ug, ur) < L*p(uy,up) furallek, £ € N mitk < ¢.

2. Da {L*}ren C R eine Nullfolge ist, muB {uy }xeny C X eine Cauchy-Folge sein, die
wegen der Vollstandigkeit von (X, p) gegen einen Grenzwert u € X konvergiert. Fiihrt
man in der letzten Ungleichung den Grenziibergang £ — oo aus, so ergibt sich die auller-
dem die Abschitzung (1 — L)p(u, ux) < L*¥p(uy, uo) fiir alle k € N.

3. Um einzusehen, daB dieser Grenzwert u € X ein Fixpunkt von 7 ist, fithrt man in
der fiir alle k € N geltenden Abschiatzung

p(Tu,u) = p(Tu, Tug) + p(uk+1,u) < Lp(ug, u) + p(ug+1,u)

den Grenziibergang k — oo durch und erhélt Tu = u wegen limg_ o0 p(ug,u) = 0.

4. Sind u, v € X zwei Fixpunkte von T, dann gilt p(u,v) = p(Tu,Tv) < Lp(u,v),
also (1 — L)p(u,v) < 0. Wegen 0 < L < 1 folgt daraus u = v, das heil3t, der Fixpunkt
u € X von T ist eindeutig bestimmt. O



