Ubungsaufgaben 3

Raume stetiger Abbildungen

Aufgabe. Sei fiir das abgeschlossene Intervall X C R auf der Menge BC(X,R) aller
beschrinkten stetigen Abbildungen 7 : X — R wie iiblich eine Metrik durch p(7y, T3) =
sup,cy |T1u — Tru| fir alle 71, T, € BC(X;R) gegeben.

1. Man beweise mit Hilfe der binomischen Formel, daB die beiden Beziehungen

k k
> (’2) wQ—w)¥*t=1 und ; (12) ut(1 = )4 — ku)® = ku(1 —u)

£=0
fir alle u € [0, 1] und k € N gelten! ®
2. Seien fiir jedes k € Nund alle £ € {0, 1, ..., k} die Punkte uzx; = % € [0, 1] definiert.
Wird fir jedes T € BC([0, 1];R) und k € N eine Abbildung 7% : [0, 1] = R durch

k

Tou =Y (]Z) ut (1 —u)*“Tup, firu €0,1]

£=0

erklirt, so beweise man, dal3 die Folge {Tx}xen C BC([0, 1];R) gleichmdfig gegen die
Abbildung T € BC([0, 1];R) konvergiert, also limg—, o SUp,epo 17 [Tkt — Tu| = 0 gilt! @
3. Man zeige, daB der metrische Raum (BC([0, 1];R), p) separabel ist! ®
4. Man weise nach, daB3 der metrische Raum (BC(R;R), p) nicht separabel ist! ®

Losung. 1. Sei k € N vorgegeben. Fiir alle u € [0, 1] liefert die binomische Formel

> (12) w1 -t =u+a1-u)k=1. (1)

£=0

Differenziert man die Terme in der fiir v € [0, 00) geltenden binomischen Formel

k (k
Z(Z)v%(wl)k

£=0

nach v, dann ergeben sich fiir alle v € [0, oo) die Identitidten

k
> (]Z) " =k + D' also Y (1;) b = kv + D Q)

=1 £=0

Differenziert man die letzten Ausdriicke erneut nach v, so erhilt man fiir alle v € [0, c0)

k k
> (’z) o' = k(kv+ D+ 12, also Y (’z) vt = kv(kv+ 1)+ DF2 (3)



Setzt man v = 1= € [0, 00) fiir u € [0, 1) in die Formeln (2) und (3) ein und multipli-
ziert anschlieBend mit (1 — u)*, dann ergibt sich fiir alle u € [0, 1]

£ (k
Z (Z) Cut(1 —u)*=* = ku, 4)
£=0
“ (&
(Z) Cut (1 —w)* =t = ku(l —u + ku). (%)
£=0

Multipliziert man die Ausdriicke in (1) mit (ku)? und die Ausdriicke in (4) mit —2ku und
addiert die resultierenden Produkte zu den Termen in (5), so folgt fiir alle u € [0, 1]

k

> (lz) ut (1 —w)* = (ku — 0)? = (ku)? = 2(ku)?® + ku(l —u + ku) = ku(l —u). (6)
£=0

2. Aus der Kompaktheit des Intervalls [0, 1] C R ergibt sich die gleichmiBige Stetigkeit
von T € BC([0,1];R). Ist ¢ > 0 vorgegeben, dann gibt es ein § > 0, so daB fiir alle
Punkte u, v € [0, 1] aus |u — v| < § stets |[Tu — Tv| < ¢ folgt.

Seien k € N und u € [0, 1] fixiert. Multipliziert man die Ausdriicke in der binomi-
schen Formel (1) mit 7Tu, dann ergibt sich aus der Definition von T € BC([0, 1];R) die
Abschitzung

k
k
|Tew — Tu| < (z) ut(1 = w)* Y Tuge — Tu| firalleu € [0, 1]. (7)
(=0
Zerlegt man {0, 1, ..., k} in die beiden disjunkten Indexmengen

L={ecf0,1, .. .k}:|lupe—u| <8, M=1ec{0,1,....k}: luce —ul > 8,

dann gilt |Tugy — Tu| < e fiir alle £ € L und somit wegen (1) auch

Z (lZ) ut (1 =) Y Tuge — Tu| < sz (lz) ut(1—w)r*t<e (8)

Lel Lel

Da andererseits |uge — u|? > 8% sowie ugy = % fir alle £ € M gilt, ergibt sich aulerdem

k k
Z ut(1 = u)* Y Tupe — Tu| <2 max |Tu| Z ut(1 —u)k=*
14 uel0,1] Py L

leM
k (0 —ku)?
<9 T Y/ 1 — k—t \~ %)
<2 max | ulg‘;(E)u( W



und somit wegen (6) fiir alle £ € M die Abschiatzung

k 2ku(l —
S5 ut =Y Tuge — Tul < Zu =) ox Tul. )
¢ (k6)?  uelo,1]
leM
Fiigt man die Beziehungen (8) und (9) in (7) ein, so erhdlt man wegen u(1 —u) < i
|Thu — Tu| < e+ 2ku(l —u) max |Tu| <e+ max |Tul
— e+ ——— e
‘ =TT wmom =T 2k gy
fir alleu € [0, 1] und k € N. SchlieBlich ergibt sich daraus
max |Tpu — Tu| <2¢ firallek € Nmitk > max |Tul,
uelo,1] 2£62 uelo,1]

das heil3t, die gleichméBige Konvergenz der Folge {Ti}ren C BC([0,1];R) gegen T €
BC([0,1];R).

3. Man definiert fir jedes k € N die abzdhlbare Teilmenge Ex C BC([0, 1];R) als die
Menge aller Polynome P, € BC([0, 1]; R) k-ter Ordnung der Form

k
k
Pou = b1 — )kt fiir u € [0, 1
Jeu Z(E)M( u)*"gke  furu €10, 1]
£=0
mit rationalen Koeffizienten {gro, g1, ..., gxx} C Q.

Fiir vorgegebenes ¢ > O und T € BC([0, 1];R) kann man aufgrund von Schritt 2 ein
k € N finden, so dall p(Ty,T) < 7 gilt. Wihlt man nun die rationalen Koeffizienten
{8ko. &k1. ... gkky C Q derart, daBl maxge(o,1,...k} |Tuke — gke| < 5 gilt, dann erhilt man
wegen (1) die Abschitzung

k

k _
|Teu — Pru| < Z (5) ut (1 — )" Tuge — grel <

£=0

fur alle u € [0, 1],

SN )

das heil3t, p(Ty, Px) < % und somit p(Px,T) < &. Damit ist gezeigt, dal3 die abzdhlba-
re Teilmenge £ = Ugen Exr C BC([0,1];R) in BC([0, 1]; R) dicht liegt und somit der
metrische Raum (BC([0, 1];R), p) separabel ist.

4. Um einzusehen, dal3 der metrische Raum (BC (R;R), p) nicht separabel ist, sei eine
beliebige abzédhlbare Teilmenge E = {Ty }xez C (BC (R; R), ,o) gegeben. Mit deren Hilfe

konstruiert man eine Folge {gx }xecz C {—1, 1} von Vorzeichen

1 falls Tk < Ofirk € Z,
—1 fallsTyk > 0firk € Z.

8k =



Durch die stiickweise affine Fortsetzung
Tu=(k—u)gr_1+wu—k+1)gr firuek—1,klundk €Z
erhilt man eine Abbildung 7 € BC(R; R) mit der Eigenschaft
| Tk — Tik| = |gr — Txk| > 1 furallek € Z,

woraus sich p(T, Ty) > 1 fiir alle k € Z ergibt. Damit ist gezeigt, dal3 keine abzdhlbare
Teilmenge E dicht in (BC (R;R), p) sein kann. ]



