
Übungsaufgaben 4

Banach-Räume

Aufgabe 1. Sei p 2 R, p � 1 und .`p; k kp/ der lineare normierte Raum aller Zahlen-

folgen u D fx`g`2N � K, auf dem durch kukp
p D

P1
`D1 jx`j

p eine Norm definiert wird.

1. Man weise nach, daß .`p; k kp/ vollständig und separabel ist!

2. Man zeige, daß eine Teilmenge K genau dann relativ kompakt in `p ist, wenn K in `p

beschränkt ist und für jedes " > 0 ein Index k0 2 N existiert, so daß
P1

`DkC1 jx`j
p � "p

für alle k 2 N, k � k0 sowie jedes fx`g`2N 2 K gilt! ³

Lösung. 1. Zum Beweis der Vollständigkeit sei fukgk2N eine Cauchy-Folge in .`p; k kp/

mit den Gliedern uk D fxk`g`2N 2 `p. Dann gibt es zu jedem " > 0 ein k0 2 N, so daß

jxk` � xm`j
p �

Pr
`D1 jxk` � xm`j

p � "p

für alle `, r , k, m 2 N mit k, m � k0 gilt. Damit ist die Folge fxm`gm2N � K der `-ten

Folgeglieder für jedes ` 2 N als Cauchy-Folge in K konvergent. Somit existiert eine Folge

u D fx`g`2N � K von Grenzwerten, so daß limm!1 jxm` � x`j D 0 für jedes ` 2 N gilt.

Daher liefert der Grenzübergang m!1 in der obigen AbschätzungPr
`D1 jxk` � x`j

p � "p für alle r , k 2 N mit k � k0:

Daraus folgt kuk � uk
p
p D

P1
`D1 jxk` � x`j

p � "p und somit uk � u 2 p̀ für alle k 2 N

mit k � k0. Wegen uk0
2 `p ergibt sich u D .u � uk0

/C uk0
2 `p. Damit konvergiert die

Cauchy-Folge fukgk2N in .`p; k kp/ gegen den Grenzwert u 2 `p, das heißt, .`p; k kp/

ist ein Banach-Raum.

2. Um zu zeigen, daß der Banach-Raum .`p; k kp/ für p 2 Œ1;1/ separabel ist, defi-

niert man Q D Q im Falle K D R bzw. Q D fz 2 C W Re z 2 Q; Im z 2 Qg im Falle

K D C. In beiden Fällen liegt Q in K dicht. Man betrachtet die Menge q � `p aller Zah-

lenfolgen v D fy`g`2N 2 `p, so daß y` 2 Q für jedes ` 2 N gilt sowie deren abzählbare

Teilmenge q0 � q der Zahlenfolgen w D fz`g`2N 2 q, für die ein `0 2 N existiert, so daß

z` D 0 für alle ` 2 N, ` > `0 gilt.

Seien " > 0 und eine Folge u D fx`g`2N 2 `p vorgegeben. Dann gibt es ein k 2 N mit

2
P1

`DkC1 jx`j
p � "p. Da Q in K dicht liegt, findet man eine Folge w D fz`g`2N 2 q0 mit

2
Pk

`D1 jx` � z`j
p � "p, so daß z` D 0 für alle ` 2 N mit ` > k gilt. Insgesamt folgtP1

`D1 jx` � z`j
p D

Pk
`D1 jx` � z`j

p C
P1

`DkC1 jx`j
p � "p

und somit ku � wkp � ". Folglich ist die abzählbare Menge q0 dicht in .`p; k kp/.



3. Zunächst definiert man für jedes k 2 N die linearen Abbildungen Tk W `
p ! `p und

Rk W `p ! `p, die jeder Folge u D fx`g`2N 2 `p die Folgen Tku D fy`g`2N 2 `p und

Rku D fz`g`2N 2 `p wie folgt zuordnen:

y` D

8<:x` für ` 2 f1; : : : ; kg;

0 für ` 2 N, ` > k;
z` D

8<:0 für ` 2 f1; : : : ; kg;

x` für ` 2 N, ` > k:

Für jedes k 2 N gilt u D RkuC Tku sowie

kTkukp
p D

P1
`D1 jy`j

p D
Pk

`D1 jy`j
p D

Pk
`D1 jx`j

p �
P1

`D1 jx`j
p D kuk

p
p ;

kRkukp
p D

P1
`D1 jz`j

p D
P1

`DkC1 jz`j
p D

P1
`DkC1 jx`j

p �
P1

`D1 jx`j
p D kuk

p
p :

4. Sei K eine relativ kompakte Teilmenge von `p. Dann ist K auch beschränkt in `p.

Sei " > 0 beliebig fixiert. Nach dem Hausdorff-Kriterium kann man ein endliches "
3
-Netz

fu1; : : : ; ung � `p für K finden. Sei u 2 K beliebig gegeben und m 2 f1; : : : ; ng ein Index

mit kum � ukp �
"
3
. Dann gilt wegen der Linearität der Abbildung Tk W `

p ! `p und der

Normabschätzungen in Schritt 3 die Beziehung

ku � Tkukp � ku � umkp C kum � Tkumkp C kTkum � Tkukp � 2ku � umkp C kRkumkp

und somit kRkukp � 2kum � ukp C kRkumkp. Da wegen um 2 `p stets die Konver-

genzeigenschaft limk!1 kRkumkp D 0 erfüllt ist, kann man ein km 2 N finden, so daß

kRkumkp �
"
3

für alle k 2 N, k � km gilt. Mit kum � ukp �
"
3

folgt daraus

kRkukp � 2kum � ukp C kRkumkp � " für alle k 2 N, k � km:

Wählt man k0 D max fk1; : : : kng 2 N, dann ergibt sich schließlichP1
`DkC1 jx`j

p D kRkuk
p
p � "p für alle k 2 N, k � k0 und jedes u D fx`g`2N 2 K:

5. Sei " > 0 beliebig gewählt. Unter den Voraussetzungen, daß einerseits eine Konstante

c � 0 existiert, so daß
P1

`D1 jx`j
p � cp für jedes fx`g`2N 2 K gilt und andererseits

ein k0 2 N existiert, so daß
P1

`DkC1 jx`j
p � "p für alle k 2 N, k � k0 sowie jedes

fx`g`2N 2 K gilt, wird gezeigt, daß Tk0
ŒK� ein in `p relativ kompaktes "-Netz für K ist:

Sei dazu fvmgm2N eine beliebige Folge von Elementen vm D fym`g`2N 2 Tk0
ŒK�. Dann

gibt es eine Folge fumgm2N von Elementen um D fxm`g`2N 2 K, so daß vm D Tk0
um 2

Tk0
ŒK� für alle m 2 N gilt. Nach Voraussetzung ergibt sich die AbschätzungPk0

`D1 jym`j
p D

Pk0

`D1 jxm`j
p � cp für alle m 2 N:



Somit ist die Folge fym`gm2N � K der `-ten Folgeglieder für jedes ` 2 f1; : : : ; k0g in K

beschränkt, besitzt also nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß einen Häufungspunkt

in K. Man kann daher eine wachsende Folge fmngn2N � N finden, so daß die Teilfolge

fymn`gn2N � K für jeden der endlich vielen Indizes ` 2 f1; : : : ; k0g in K konvergiert. Da

außerdem ym` D 0 für alle m, ` 2 N, ` > k0 gilt, konvergiert die Folge fvmn
gm2N in `p,

das heißt, Tk0
ŒK� ist relativ kompakt in `p.

Da für jede Folge u D fx`g`2N 2 K die Folgen Tk0
u D fy`g`2N 2 Tk0

ŒK� und Rk0
u D

fz`g`2N 2 Rk0
ŒK� die Beziehung u D Tk0

uCRk0
u erfüllen, ergibt sich nach Voraussetzung

ku � Tk0
uk

p
p D kRk0

uk
p
p D

P1
`Dk0C1 jz`j

p D
P1

`Dk0C1 jx`j
p � "p:

Damit ist Tk0
ŒK� tatsächlich ein in `p relativ kompaktes "-Netz für K, woraus sich die

relative Kompaktheit von K in `p ergibt.

Aufgabe 2. Sei
˚Pk

`D1 u`

	
k2N

eine im Banach-Raum .V; k k/ absolut konvergente Reihe

mit den Gliedern der Folge fu`g`2N � V . Sei ferner ' W N $ N eine bijektive Abbildung

von N auf N und fv`g`2N � V die umgeordnete Folge, die durch v` D u'.`/ für alle

` 2 N definiert wird. Man beweise, daß die Reihe
˚Pk

`D1 v`

	
k2N

ebenfalls in .V; k k/

absolut konvergiert und die Grenzwerte
P1

`D1 u` D
P1

`D1 v` 2 V übereinstimmen! ¯

Lösung. 1. Bildet man für jedes k 2 N die Indexmenge Jk D
˚
'.1/; : : : ; '.k/

	
� N und

betrachtet ihren maximalen Index mk D max Jk 2 N, dann gilt offenbar die AbschätzungPk
`D1 kv`k D

Pk
`D1 ku'.`/k �

Pmk

`D1 ku`k für alle k 2 N: (1)

Da wegen der absoluten Konvergenz der Reihe
˚Pk

`D1 u`

	
k2N

in .V; k k/ auch die Reihe˚Pk
`D1 ku`k

	
k2N

in R konvergiert, folgt darausPk
`D1 kv`k �

P1
`D1 ku`k für alle k 2 N:

Somit ist die Reihe
˚Pk

`D1 kv`k
	

k2N
eine nach oben beschränkte, monoton wachsende

Folge in R, die somit in R konvergiert. Daraus folgt die absolute Konvergenz der Reihe˚Pk
`D1 v`

	
k2N

in .V; k k/.

2. Sei " > 0 beliebig fixiert. Nach dem Cauchy-Kriterium kann man wegen der absolu-

ten Konvergenz der Reihe
˚Pk

`D1 u`

	
k2N

in .V; k k/ ein k0 2 N finden, so daßPkCp

`D1
ku`k �

Pk
`D1 ku`k D

PkCp

`DkC1
ku`k � " für alle k, p 2 N mit k � k0 (2)

gilt. Definiert man die Indexmenge I0 D
˚
'�1.1/; : : : ; '�1.k0/

	
� N sowie ihren maxi-

malen Index n0 D max I0 2 N, dann folgt darausPk0

`D1 ku`k D
Pk0

`D1 kv'�1.`/k �
Pn0

`D1 kv`k: (3)



Für alle k, p 2 N mit k � n0 ergibt sich aus den Abschätzungen (1) und (3) somitPkCp

`D1
kv`k �

Pk
`D1 kv`k �

PmkCp

`D1
ku`k �

Pn0

`D1 kv`k �
PmkCp

`D1
ku`k �

Pk0

`D1 ku`k

und damit auch mkCp � k0. Wegen (2) erhält man daher auch die AbschätzungPkCp

`DkC1
kv`k D

PkCp

`D1
kv`k �

Pk
`D1 kv`k � " für alle k, p 2 N mit k � n0: (4)

Darüberhinaus ist die DifferenzPn0

`D1 v` �
Pk0

`D1 u` D
Pn0

`D1 u'.`/ �
Pk0

`D1 u` D
P

`2Jn0
nf1;:::;k0g

u`

wegen I0 D
˚
'�1.1/; : : : ; '�1.k0/g �

˚
1; : : : ; n0

	
eine Summe von Gliedern u` 2 V mit

der Eigenschaft ` > k0, woraus wegen (2) folgende Abschätzung resultiert:Pn0

`D1 v` �
Pk0

`D1 u`

 D P`2Jn0
nf1;:::;k0g

u`

 �P`2Jn0
nf1;:::;k0g

ku`k � ": (5)

Die Beziehungen (2), (4) und (5) liefern für alle k 2 N mit k � k0 und k � n0 somitPk
`D1 v` �

Pk
`D1 u`

 � Pk
`Dn0C1 v`

C Pn0

`D1 v` �
Pk0

`D1 u`

C Pk
`Dk0C1 u`


�
Pk

`Dn0C1 kv`k C

Pn0

`D1 v` �
Pk0

`D1 u`

CPk
`Dk0C1 ku`k � 3":

Somit konvergieren die absolut konvergenten Reihen
˚Pk

`D1 u`

	
k2N

und
˚Pk

`D1 v`

	
k2N

in .V; k k/ gegen den gleichen Grenzwert
P1

`D1 u` D
P1

`D1 v` 2 V .


