Ubungsaufgaben 4

Banach-Raume

Aufgabe 1. Sei p e R, p > 1 und ({7, | ||,) der lineare normierte Raum aller Zahlen-
folgen u = {x;}¢en C K, auf dem durch |u||) = > "7, |x¢|? eine Norm definiert wird.

1. Man weise nach, daf3 (¢7, || ||,) vollstindig und separabel ist!

2. Man zeige, daB3 eine Teilmenge K genau dann relativ kompakt in £7 ist, wenn K in {7
beschrénkt ist und fiir jedes ¢ > 0 ein Index ko € N existiert, so daB Y2, | [x¢|? < &?
fir alle k € N, k > ko sowie jedes {x;}reny € K gilt!

Losung. 1. Zum Beweis der Vollstandigkeit sei {ux jren eine Cauchy-Folge in (£7, | ||,)
mit den Gliedern ux = {xx¢}een € £7. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein k¢ € N, so dalB3

|Xke — Xmel? <Y gy Xkt — Xmel? < €7

fur alle £, r, k, m € N mit k, m > kg gilt. Damit ist die Folge {x;;¢}men C K der £-ten
Folgeglieder fiir jedes £ € N als Cauchy-Folge in K konvergent. Somit existiert eine Folge
u = {x¢}ten C K von Grenzwerten, so daB lim,, oo |Xme — x¢| = O flr jedes £ € N gilt.
Dabher liefert der Grenziibergang m — oo in der obigen Abschidtzung

> iy |xke — xe|? <e? furaller, k € Nmitk > ko.

Daraus folgt lux —ull; = > g0, [xke — x¢|? < &? und somit ux —u € £, firallek € N
mit k > ko. Wegen uy, € £7 ergibt sich u = (v — ug,) + ug, € £#. Damit konvergiert die
Cauchy-Folge {ui}ren in (€7, | ||,) gegen den Grenzwert u € €7, das heil3t, (£2, || |,)
ist ein Banach-Raum.

2. Um zu zeigen, daB3 der Banach-Raum (£7, | ||,) fiir p € [1, co) separabel ist, defi-
niert man Q = Qim Falle K = Rbzw. Q = {z € C : Rez € Q, Imz € Q} im Falle
K = C. In beiden Fillen liegt Q in K dicht. Man betrachtet die Menge g C £7 aller Zah-
lenfolgen v = {ys}ren € €7, so daBl y, € Q fiir jedes £ € N gilt sowie deren abzdhlbare
Teilmenge g9 C g der Zahlenfolgen w = {z;}¢en € ¢, fiir die ein £, € N existiert, so daf
zg =0firalle e N, £ > {, gilt.

Seien ¢ > 0 und eine Folge u = {x;}ren € £? vorgegeben. Dann gibt es ein k € N mit
2 ekt lxel? < eP.Da Q in K dicht liegt, findet man eine Folge w = {z¢}¢en € go mit
2 lezl |x¢ — z¢|? < &P, sodaB z;, = O fiir alle £ € N mit £ > k gilt. Insgesamt folgt

k
Z?il |x¢e = zel P = D gy |xe — ze] P + Zzikﬂ |x¢|? < &

und somit |ju — w||, < ¢. Folglich ist die abzidhlbare Menge g, dicht in (£7, | ||,).



3. Zunichst definiert man fiir jedes k € N die linearen Abbildungen T} : £# — £? und
Ry : €7 — (7 die jeder Folge u = {x¢}ren € ¢? die Folgen Tpu = {ys}ren € €? und
Riu = {z4}ien € €7 wie folgt zuordnen:

x, firle{l,... kb, 0 firlell,... kb
yZ: ZE:
0 firfeN,{>k, x¢ firleN,{>k.

Fiir jedes k € N gilt u = Ryu + Tru sowie

k k
I Teully = 32021 vel? = 3oy [el? = gy Ixel? < 302, [xel? = Ilullp,

IRkully = 3202y |zel? = 202y 12el? = 2olupy Ixel? = 3202 [xel? = Jlullp.

4. Sei K eine relativ kompakte Teilmenge von £7. Dann ist K auch beschriankt in £7.
Sei e > 0 beliebig fixiert. Nach dem Hausdorff-Kriterium kann man ein endliches 3-Netz
{uy,...,u,} C £? fiir K finden. Sei u € K beliebig gegeben und m € {1,...,n} ein Index
mit |lu,, —ull, < 3. Dann gilt wegen der Linearitét der Abbildung 7} : £7 — £7 und der
Normabschéitzungen in Schritt 3 die Beziehung

lu = Tetellp < = ttmllp + It — Tittmllp + | Ticttns — Ticullp < 20t = ttnllp + | Rettml

und somit ||Rxull, < 2|um — ull, + || Reuml,.- Da wegen u,, € {7 stets die Konver-
genzeigenschaft limg o || Rxtsml||, = O erfiillt ist, kann man ein k,, € N finden, so dal
|Riuml, < & firallek € N, k > ky, gilt. Mit [u,, —u, < £ folgt daraus

IRl < 2lltm — ullp + | Retimll, < & fiirallek € N, k > k.
Wihlt man kg = max {ky,...k,} € N, dann ergibt sich schlieBlich
Y teks lxel? = |Rgully < e firallek € N,k > ko und jedes u = {x;}¢en € K.

5. Seie > 0 beliebig gewahlt. Unter den Voraussetzungen, dal3 einerseits eine Konstante
¢ > 0 existiert, so daB Y ;o [x¢|? < c¢? fur jedes {x;}reny € K gilt und andererseits
ein ko € N existiert, so dal3 Z;’;kﬂ |x¢|? < &P fir alle k € N, k > ko sowie jedes
{x¢}een € K gilt, wird gezeigt, daB Ty,[K] ein in £7 relativ kompaktes e-Netz fiir K ist:

Sei dazu {v,,}men eine beliebige Folge von Elementen v,, = {ym¢}ren € Tk,[K]. Dann
gibt es eine Folge {u,}men von Elementen u,, = {xmi}teny € K, so daB v, = Ty, um €
Ty, [K] fiir alle m € N gilt. Nach Voraussetzung ergibt sich die Abschidtzung

k k .
Yooy ymel? =302 |xme|? < c? firallem e N.



Somit ist die Folge {yu¢}men C K der £-ten Folgeglieder fiir jedes £ € {1,...,ko} in K
beschrinkt, besitzt also nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3 einen Haufungspunkt
in K. Man kann daher eine wachsende Folge {m,},en C N finden, so daB3 die Teilfolge
{Ym,e}nen C K fiir jeden der endlich vielen Indizes £ € {1,...,ko} in K konvergiert. Da
auflerdem y,,, = O fir alle m, £ € N, £ > k, gilt, konvergiert die Folge {v, }men In £7,
das heiBt, Ty, [K] ist relativ kompakt in £7.

Da fiir jede Folge u = {x¢}¢en € K die Folgen Ty u = {yi}ren € Ti,[K] und Ri,u =
{ze}een € Rk, [K]die Beziehungu = T, u+ Ry, u erfiillen, ergibt sich nach Voraussetzung

”u - Tkou”;; = ”Rkou”Pp = Zzik()-i-l |Z€|p = ZZ.;ko-i-l |xe|p = &P,

Damit ist T, [K] tatsdchlich ein in £7 relativ kompaktes e-Netz fiir K, woraus sich die
relative Kompaktheit von K in £7 ergibt. ]

Aufgabe 2. Sei {3F_ ue},
mit den Gliedern der Folge {u,}seny C V. Sei ferner ¢ : N <> N eine bijektive Abbildung

eine im Banach-Raum (V, || ||) absolut konvergente Reihe

von N auf N und {v¢}rey C V die umgeordnete Folge, die durch vy, = wuy(,) fir alle
¢ € N definiert wird. Man beweise, daB die Reihe {Zlg:l U}, o ebenfalls in (V.|| |))
absolut konvergiert und die Grenzwerte Y ;o ug = Y ,o, v¢ € V Ubereinstimmen! @

Losung. 1. Bildet man fiir jedes k € N die Indexmenge J; = {go(l), ceeh go(k)} C N und
betrachtet ihren maximalen Index m; = max J; € N, dann gilt offenbar die Abschidtzung

k k "
Yo el = 204y llup@ | < 320%, lluell fiiralle k € N. (1)

Da wegen der absoluten Konvergenz der Reihe {ZIEZI u g} in (V,]| ||) auch die Reihe

keN
{Zif:l lell}, . in R konvergiert, folgt daraus

Yoy llvel < Y52, lluell firalle k € N.

Somit ist die Reihe {Z’,f:l ||vg||} ren €ine nach oben beschriankte, monoton wachsende
Folge in R, die somit in R konvergiert. Daraus folgt die absolute Konvergenz der Reihe
k .
=1 Vefgen (VDD
2. Sei ¢ > 0 beliebig fixiert. Nach dem Cauchy-Kriterium kann man wegen der absolu-

ten Konvergenz der Reihe {Zlgzl ug} in (V,| |) ein ko € N finden, so daB3

keN

P el = b el = X522, luell <& furallek, pe Nmitk >ko  (2)

gilt. Definiert man die Indexmenge I, = {(p_l(l), cee, (p_l(ko)} C N sowie ihren maxi-
malen Index ny = max I, € N, dann folgt daraus

k k
Dol el =320 vl = 202, lvell. A3)



Fiir alle k, p € N mit k > ng ergibt sich aus den Abschiatzungen (1) und (3) somit

oot lvell = 26 llvell =< 085 uell = 322, loell < 783 lluell = 3262, lluel
und damit auch my, > ko. Wegen (2) erhélt man daher auch die Abschidtzung

Sl el = g2 lvel = X6, lvell <& fiirallek, p € Nmitk = no.  (4)

Dariiberhinaus ist die Differenz

wegen Iy = {¢~'(1),....¢ 7 (ko)} C {1.....no} eine Summe von Gliedern u; € V mit
der Eigenschaft £ > k(, woraus wegen (2) folgende Abschitzung resultiert:

n k
HZZil Ve — D gl U H = HZeeJno\u ..... ko) Ut H < Dtedu\ oy Nl =2 (5)
Die Beziehungen (2), (4) und (5) liefern fiir alle K € N mit k > ko und k > no somit
k k k n k k
HZZ:I LT ue” < H 2 t=ng+1 VL H + HZeil Ve — D gly U H + H D t=ko+1 Ue H
n k k
< Tt I0ell + | 02 ve = T2 e | + Ty el < 36,

Somit konvergieren die absolut konvergenten Reihen {35_, u¢}, . und {3°/_, ve}, on
in (V,| |) gegen den gleichen Grenzwert Y jo uy =Y o, ve € V. O



