Ubungsaufgaben 5

Abgeschlossene lineare Teilraume

Aufgabe 1. Seien (V, || |ly) und (W, || ||lw) zwei lineare normierte Raume tiber K. Ist V
endlichdimensional, so zeige man, daB jede linecare Abbildung 7 : V — W stetigist. @

Losung. Sei (V, || |lyv) ein endlichdimensionaler linearer Raum der Dimension dim V' =
nund {vy,...,v,} C V eine Basis von V. Betrachtet man den durch

Ax = Zxkvk fur x e K"
k=1
definierten linearen Homoéomorphismus 4 : K" <« V, dann gilt offenbar fiir die Verket-
tung TA : K” — W mit der linearen Abbildung 7 : V — W fiir alle x € K”

n n n
TAx =Y x;Tve und somit |TAx|w < x| Tvellw <D I Tvellw sup |xkl.
k=1 k=1 k=1 1<k=n
woraus sich die Stetigkeit der Abbildung 74 : K" — W ergibt. Da A : K" < V ein
Homoomorphismus ist, muBl auch 7 = (TA)A™! : V — W stetig sein. O

Aufgabe 2. Sind (V, || ||) ein linearer normierter Raum und Vj ein echter linearer Teil-
raum von V', so beweise man folgende Aussagen:

1. Ist V4 endlichdimensional, dann gibt es zu jedem u € V ein uy € Vp mit der Eigen-
schaft [[u — uol| = inf {|lu —v|| : v € Vo}.

2. Sei eine lineare stetige Abbildung f : V — K vorgegeben, welche die Bedingung
sup {[(fou)| :u €V, ul| <1} = Lerfillt. Ist Vo = {u € V : (f,u) = 0} die zugehorige
abgeschlossene Hyperebene in V, so gilt inf {|u —v|| : v € Vo} = [(f,u)| fir jedesu € V.

3. Ist V, abgeschlossen in V, dann existiert zu jedem & > 0 ein ¥ € V mit den Eigen-
schaften [[u|| = 1 und inf {|lu —v[| : v € Vo} > 1 —e. ©)

Losung. 1. Sei Vy ein endlichdimensionaler linearer Teilraum von V,u € V beliebig fixiert
sowie § = inf {|lu — v|| : v € Vp} > 0. Dann gibt es zu jedem k € N ein v € Vp mit der
Eigenschaft § < ||u — vg|| < 27% + §. Aufgrund der Abschitzung

vkl < ok —ull + Jull <8 +27% + lul| <8+ 1+ |lu|| firallek e N

liegt die Folge {vi }xen in der abgeschlossenen Kugel K = {v € Vy : |[v]| <8 + 1 + |Jull}.
Da der lineare Teilraum (Vp, | ||) von V endlichdimensional ist, mul3 die abgeschlossene
Kugel K in (Vp, || ||) kompakt sein. Somit existiert eine Teilfolge {v, }ren von {vg}ren,



die in V gegen einen Grenzwert uy € K C V, konvergiert. Fiihrt man den Grenziibergang
k — oo in der Beziehung 8 < ||u — vi|| < 27% + § aus, so erhilt man ||y — uo| = 6.
2. Sei eine lineare stetige Abbildung f : V' — K vorgegeben, welche die Bedingung

sup {{fw)l:w eV, Jw|=1}=1 (1)

erfiillt. Dann muB es einen Vektor w € V mit (f,w) # 0 geben. Folglich ist die abge-
schlossene Hyperebene Vo = {u € V : (f,u) = 0} in V ein echter linearer Teilraum
von V, und es gilt w ¢ Vj. Sei jetzt ein beliebiger Vektor u € V, u ¢ V, vorgegeben. Da
das Komplement V' \ V, offen ist, gibt eine offene Kugel B(u,r) C V \ V, mit dem Radius
r > 0, das heiBt, es gilt auch § = inf {|ju — v|| : v € Vo} fiirein § > r > 0.

Somit gibt es zu jedem k € N ein v; € V, mit der Eigenschaft § < |u — v || < 27% + 6.
Da ( f, wg) = 0 fiir alle k € N gilt, ergibt sich wegen (1) die Abschidtzung

[(fo)] = [(fou = ve)| = |{f. pmiip)| Nl = vell < e —ve]] <275 +36.

lu—vg |

Dabher liefert der Grenzilibergang k — oo die Beziehung |{ f, u)| < §.
Da andererseits offenbar auch die Identitat

sup {[{(fw)| 1w e V. Jw| <1} = sup sup{[{fw):w eV, |w|=r}

0o<r<i
= sup sup{[(firw)|:w eV, |w| =1} = sup rsup{[{fiw):weV, |w|=1}

0<r=1 o<r<1

gilt, ergibt sich aus (1) die 4quivalente Bedingung
sup {[(fow)] 1w e V. w] =1} =1, @)

Somit gibt es wegen (2) zu jedem ¢ € (0,1) ein w € V mit w ¢ Vp, |w| = 1 und der
Eigenschaft 1+re <|{fiw)] <1.Dawegenu € V,u ¢ V stets ( f,u) # 0 gilt, kann man
einen Skalar A € K, A # 0 finden, so daB3 { f,u) = (f, Aw) erfiillt ist, woraus sich offenbar
u — Aw € Vy ergibt. Wegen der Definition des Abstands § und der Wahl von w € V folgt

8 < lu=(u=Aw)| = [Al[w] = [A] = [A[(A+&)[(f, w)| = (A+&)|[(f. Aw)| = (1 +&)[(f. u)|

und somit schlieBlich auch § < |( f, u)| wegen der Beliebigkeit von ¢ € (0, 1).

3. Sei Vj ein echter und abgeschlossener linearer Teilraum von V. Dann ist das Komple-
ment V \ V, offen und nicht leer, das heil3t, es gibt eine offene Kugel B(w,r) C V \ Vp mit
dem Mittelpunkt w € V, w ¢ V, und dem Radius » > 0. Somit gilt auch die Beziechung
§ =inf{l|lw —v| : v € Vp} firein§ > r > 0.



Wird ¢ € (0, 1) beliebig vorgegeben, dann existiert folglich ein vy € V4, so daB} die

Ungleichungen § < ||w — vol| < % gelten. Somit erfiillt der Vektor u = ﬁ ev
sowohl |Ju|| = 1 als auch fiir alle v € V} die Abschiatzung
_ — _ 1 8
lu—vll = | =y — vl = mesrlw — @o + llw —vollv) | = Fogp = 1-¢

wegen der Wahl von vy € V;, und der Definition des Abstands §. O



