Ubungsaufgaben 7

Gleichgradig beschrinkte Mengen

Aufgabe 1. Sei (¢2,| ||2) der Banach-Raum aller Zahlenfolgen u = {x;}sen C K, auf
dem durch |Jul]3 = >_j2, |x¢|* eine Norm definiert wird. Ist v = {z;}yen C K eine Folge
mit der Eigenschaft, daB fiir jede Folge u = {x;}¢en € £? die Reihe {Zlgzl Zexe), oy CK
konvergiert, so zeige man, daBl dann auch v = {z;}sen € €2 gilt! @

Losung. Seiv = {z¢}reny C K eine Folge derart, daB fiir jede Folge u = {x;}sen € £
die Reihe {Zlgzl Zexe), oy C K konvergiert. Definiert man fiir jedes k € N das lineare
Funktional f; : £2 — K durch die k-te Partialsumme

(feou) =Sk Zuxy fiiru = {xoeen € €2, (1)

dann gilt fiir alle k € N und jedes u = {x;}sen € £? wegen der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz die Abschitzung

) - 2 k k k
[ fie, u)|* = }ZE:I foﬁ‘ et S -7 S D i S -7 i 7P

woraus sich f; € £(£%;K) sowie || fx||* < Z'gzl |z¢|? fiir alle k € N ergibt.
Betrachtet man fiir jedes k € N die durch die Vorschrift
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definierte Folge vy = {zx¢leen € €2, so erhilt man andererseits wegen (1) die Beziechung

k
loiell3 = gy 1zel* = (fie. vie) = [l fellllviell2

und somit auch Y5_ |z¢|? < || /& |2, also insgesamt || fi |2 = Y_k_, |z¢|? fiir alle k € N.
Da nach Voraussetzung die in (1) definierte Folge {{ fx,u)}ken C K fiir jedes u € ¢

konvergiert, ist die Folge {|l fi |*}xen = {>i; 12¢?} ey Dach dem Satz von Banach-

Steinhaus beschrinkt, woraus sich v = {zy}yen € £2 ergibt. O



Aufgabe 2. Sind (V, || ||v) und (W, | |lw) zwei separable Banach-Raume iiber K sowie
V* N Nlv=) und (W*, || |lw=) die mit den entsprechenden Normen

1l = sup {I{fu)| :u € V. Jully <1},
lgllw+ = sup {|{g. w)| : w € W. |lwllw =1},

ausgestatteten (dualen) Banach-Raume V* = £(V;K) und W* = £(W;K) von Funk-
tionalen, so beweise man die folgenden Aussagen:

1. Fir jedes u € V gilt ully = sup {[{(fiu)|: f € V* | fllv= <1}.

2. Esgilt |T]| = sup{|(g. Tu)| : g € W*, |igllw+ < 1, u € V, |lully < 1} fir jede
Abbildung T € £(V; W).

3. Hat die Teilmenge M C L£(V; W) die Eigenschaft, dal3 die Menge {(g,Tu) : T € M}
fir jedes Paar (g, u) € W* x V in K beschriankt ist, so ist M in L£(V; W) beschrinkt.

Losung. 1. Sei u € V beliebig fixiert. Da [(f,u)| < ||f|v=|u|lyv fir jedes Funktional
f e V* = X£(V;K) gilt, erhdlt man zunéchst

sup {[{fu)| s f e V™ | fllve =1} < llully. )

Da im Falle u = 0 nichts zu beweisen ist, kann man annehmen, daB3 ||u||y > 0 gilt. Der
Trennungssatz liefert fiir den trivialen linearen Teilraum V, = {0} des separablen Banach-
Raums (V, | ||v) die Existenz eines Funktionals f, € V* = £(V;K) mit | foly+ = 1
und ( fo, u) = ||ul||y. Daraus folgt wegen (2) die gewiinschte Abschiatzung

lelly = (fo.u) <sup{[{(fu)l: f eV [Ifllve <1} <llully.

2.8ei T € L£(V; W) vorgegeben. Dann gilt Tu € W fiir jedes u € V, und aufgrund von
Schritt 1 ergibt sich im separablen Banach-Raum (W, || ||w) die Beziehung

ITullw = sup {|{g. Tu)| : g € W*, |lglw= < 1}.
Die Bildung des Supremums iiber alle u € V mit ||u|ly < 1 liefert schlieBlich
1Tl = sup{[{g. Tu)| : g € W*, lIgllw= < Lu eV, |luly < 1}.
3. Sei u € V beliebig fixiert. Dann wird fiir jedes T € M vermoge
(hr.g) = (g.Tu) firge W A3)

ein lineares Funktional A7 : W* — K definiert. Da (W, || |lw) ein separabler Banach-
Raum ist, folgt aufgrund von Schritt 1 die Beziechung

ITullw =sup{|{g.Tu)|: g € W*, |lgllw+ <1} firjedesT € M. 4)



Wegen (3) und (4) gilt die Identitét
sup {|(hr.g)|: g € W*, lgllw+ <1} = |Tullw firalleT € M, (5)

woraus sich iy € £L(W*;K) fiir jedes T € M ergibt.

Da nach Voraussetzung die Menge {(hr.g) : T € M} = {(g.Tu) : T € M} fir
jedes g € W* in K beschriankt ist, folgt aufgrund des Prinzips der gleichgradigen Be-
schrianktheit, dal3 die Menge {hy € L(W*;K) : T € M} in £(W*;K) beschriankt ist,
also wegen (5) auch die Beschrianktheit der Menge {Tu e W : T € M}in W.

Da u € V anfangs beliebig fixiert wurde, ist die Menge {Tu € W : T € M} fir
jedes u € V in W beschriankt. Die erneute Anwendung des Prinzips der gleichgradigen
Beschrianktheit liefert schlieBlich, da3 die Menge M in £(V'; W) beschrankt ist. O



