Ubungsaufgaben 8

Dualitdt und punktweise Konvergenz

Aufgabe 1. Sei (V,| ||v) ein separabler Banach-Raum iiber K. Man konstruiere eine
abzidhlbare Menge E C V* von Funktionalen mit der Eigenschaft, daB sich jedes f € V*
als Grenzwert einer punktweise konvergenten Folge { fx }xeny C E darstellen 1a63t! )

Losung. 1. Da (V.|| |v) separabel ist, gibt es eine Folge {v;}¢eny C V linear unabhingi-
ger Vektoren mit V' = cllin{v}sen. Bildet man den abgeschlossenen linearen Teilraum

Ve = lin ({vr, ..., ve} \ {ve}) von Vi =lin{vy,...,ve} firjedes€ € {1,... k}, k €N,

dann gilt wegen vy ¢ Vg stets Sxg = inf{llve —vlly v e ng} > 0. Der Trennungssatz
liefert fur jedes £ € {1,...,k} ein hy, € V' mit (Skg”hkg“V]: = 1, (hxe,ve) = 1 sowie
(hxe,v) = 0 fiir alle v € Vi, also auch (hxy, v,,) = 8¢ flir alle £, m € {1,...,k} sowie

(fiv) = X (fiv))hee.v) fiiralle £ € V*, v e Viundk € N.

2.Sei 0 = Qim FalleK = Rsowie Q = { € C : Ref € Q, ImpB € Q} im Falle
K = C. Man betrachtet fiir jedes k € N die Teilmenge

Ge={geV:(g.v)eQ firallel € {1,...,k}} von V™.

Jedem Funktional g € Gy C £(Vi:;K) wird mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach
eine Erweiterung Txg € £(V;K) mit Txg[Vk = g und [|Tkg|lv= = gy, zugeordnet,
wodurch die abzihlbare Menge E; = Tx[Gx] C V* von Funktionalen definiert wird,
deren Vereinigung £ = Ugen Ex C V* ebenfalls abzdhlbar ist.

3. Sei ein Funktional f € V* beliebig vorgegeben. Wegen Schritt 1 und 2 sowie der
Dichtheit von Q in K kann man fiir jedes k € N ein Funktional f; € Ej finden, so daf3

[ fx — five)] < %min{l,&kg} furalle € € {1,...,k}.
Daraus ergibt sich aufgrund von Schritt 1 fiir jedes k € N und v € Vj die Abschiatzung

[ fie 0] < HA 0+ ey (e — fove)l | (e v)|
< flv=lvlv + Xz, i Skellhrellvellvlly < (1LF v + Dllvllv.
Wegen Schritt 2 folgt daraus || fx ||y = ||fk|Vk||V]: < || fllv++1,dasheiBt, { fx}rexny C E
ist eine beschrinkte Folge in V*. Da auBerdem |(fx — f,v¢)| < % fir alle £, k € N

mit k > £ gilt, folgt wegen V = cllin{vg}seny und dem Satz von Banach-Steinhaus fiir
Funktionale die punktweise Konvergenz der Folge { fx }xeny C E gegen f € V™. [



Aufgabe 2. Seien (V, || ||y) ein separabler Banach-Raum iiber K und U C V ein abge-
schlossener linearer Teilraum von V, ferner U° der durch

U={feV*:(fiu)=0 firalleu € U}

definierte lineare Teilraum von V* sowie g € V* ein beliebig vorgegebenes Funktional.
1. Man zeige, da dim U° = codim U gilt, falls U von endlicher Codimension in V ist!
2. Man beweise die Giiltigkeit der folgenden Identitit

sup {[(g.u)| 1 u € U, |lully <1} =inf{||f —glv+: f €U}

3. Man weise nach, daB stets ein Funktional 4 € U° existiert, welches den Abstand

1h—gllys =inf{|lf —glv+: f €U°
zwischen g € V* und dem linearen Teilraum U° C V* realisiert!

Losung. 1. Hat der abgeschlossene lineare Teilraum U von V' die endliche Codimension
codimU = n € N, dann existiert ein endlichdimensionaler linearer Teilraum W von U
mit dim W = n, wobei die Summe V = U + W topologisch direkt ist. Ist die Menge
{uy,...,u,} C W eine Basis von W, dann sind alle Basisvektoren linear unabhéngig.

Sei £ € {1,...,n} beliebig fixiert. Mit U ist auch die Summe

Ve=U+linfug e W:ke{l,....n}, k #£)

ein abgeschlossener linearer Teilraum von V. Somit gilt § = inf {Ilue —v|y:ve Ve} >0
wegen uy ¢ Vy. Nach dem Trennungssatz gibt es ein Funktional g¢ € V* mit ||g¢|ly = %,
(g¢,ug) = 1sowie (g, v) = 0 fiir alle v € V. Daraus folgt insbesondere

g € U® sowie (g¢ ug) =268k furallek,fe{l,...,n}.

Die Funktionale g1, ..., g, € U sind linear unabhingig, denn aus Y ,_, ayg; = 0 fur
a1, .., 0 € Kfolgt stets ax = Y y_, or{ge, ux) = 0 fir jedes k € {1,...,n}.

Sei f € U° ein beliebiges Funktional. Da sich jedes v € V = U + W in der Form
V=u-+ ZZ=1 orur mitu € U und «q, ..., «, € K darstellen 148t, erhdlt man

(fiv) = (frou) + Do frur) = Dp—y D iy ok ( frue)(ge. ur)
= (Xi=i (frue)ge u + ko awur) = (34—, (foue) ge, v).

Damitist /' = > j_, (/. ug)g¢ eine Linearkombination der Funktionale g1, ..., g, € U°,
das heiBt, es gilt U® = lin{g,, ..., g,} sowie dimU° = n.



2. Sei g € V* beliebig vorgegeben. Da ( f,u) = 0 fiiralle f € U° und u € U gilt, folgt

sup {[{g.u)| :u € U, Jully <1} =sup{[(f —g.u)l:ueU. |uly <1}
<sup{[(f —g.v)l:veV vly <1} = f —glv~

woraus sich durch Bildung des Infimums iiber f € U° folgende Abschitzung ergibt:
sup {[{(g.u)| :u € U, July <1} <inf{|f —glv~: f € U°}.

3. Ist go = g|lU € U* = £(U;K) die Einschrinkung von g € V* = £(V;K) auf
den linearen Teilraum U von V, dann existiert nach dem Satz von Hahn-Banach eine
Erweiterung g € V* = £(V;K) von go mit g|U = go und ||2||y+ = ||go|lu*. Aufgrund
der Identitit g|U = go = g|U gilt g — g € U°. Wegen der Bezichung

1€y~ = llgollu= = sup {l{go, u)| 1 u € U, lully < 1} = sup{|{g.u)| :u € U, [lully <1}
folgt daraus auch
inf{|| f —gllv-: f €U’} = (g—& —glv- =sup{l{g.u)| :u € U, |lully < 1}.
Mit Schritt 2 erhélt man schlieBlich
inf{||f —glv+: f €U’ =h—glve =sup{l{g.u)l :ueU, |uly <1}

firh=g—-geU° O



