Ubungsaufgaben 9

Schwache Konvergenz und Reflexivitat

Aufgabe 1. Sei (V, || ||y) ein separabler Banach-Raum iiber K. Konvergiert die Folge
{urtren C V in V schwach gegen den Grenzwert u € V, so weise man nach, daB3 es eine
Folge {vi }ren C lin{ug bren mit limg o ||vx — u||y = 0 gibt! @

Losung. 1. Sei {ug}reny C V eine Folge, die schwach in V' gegen den Grenzwert u € V
konvergiert, das heif3t, es gelte limg oo ( f, ux) = (f, u) firalle f € V*. Definiert man

N ={f eV*:(fiux) = 0firallek € N},

so erhdlt man (f,u) = 0 fiiralle f € N.

2. Im Falle V' = cllin{ug }ren gibt es fiir den Grenzwert u € V stets eine konvergente
Folge {vk jren C lin{ug jren mit limg_oo [ve — ully = 0.

Anderenfalls ist cllin{ug }xen €in echter linearer Teilraum von V. Angenommen, es
wiirde u ¢ cllin{ug}ren gelten. Die Abgeschlossenheit der Menge cllin{uy}xen in V
hétte die Positivitit des Abstands

§ = inf {|lu — v] : v € cllinfuz }gen} > 0

zur Folge. Nach dem Trennungssatz finde man ein Funktional f € V* mit | f| = 1,
(fiu) =6 > 0 sowie (f,v) = 0 fiir alle v € cllin{ug }xen, also ein Funktional f € N
mit ( f,u) > 0 im Widerspruch zu Schritt 1. Somit gilt u € cllin{uy }ren, das heil3t, es
existiert eine konvergente Folge {vi }xen C lin{ug }reny mit limg o0 ||ve — ully = 0. ]

Aufgabe 2. Sei p € (1,00) und (£7, | ||,) der separable Banach-Raum aller Zahlenfol-
gen u = {x¢}en C K, auf dem durch [Jul|; = Y ;2 , |x¢|? eine Norm definiert wird.
1. Sei g € (1, 00) durch % + é = 1 gegeben. Man beweise, dal3 durch die Vorschrift

(Tyv,u) = Z;‘;l zyxe flurallev € {z¢}lreny € €9, u = {Xg}ren € €7,

eine konjugiert-lineare Isometrie 7, : {9 <> (£7)* definiert wird!

2. Man zeige, dal3 der Banach-Raum (£7, | ||,) reflexiv ist!

3. Man weise nach, dal3 eine Folge {uy }ren C €7 mit den Gliedern uy = {xx¢}een € €7
genau dann schwach in £7 gegen den Grenzwert u = {x;}sen € €7 konvergiert, wenn die
Folge {uy }xen in £7 beschrankt ist und limy o |Xx¢ — x¢| = O fiir alle £ € N gilt!



Losung. 1. Die Folge {ex}ren C €7 mit den normierten Gliedern ey = {0x¢}ren € £7 ist
eine Schauder-Basis in £7: Fiir jedes u = {x¢}seny € ¢# und ¢ > 0 gibt es namlich ein
ko € N, so daB fur alle k, m € N, k > k( die Beziechung

|22y xeee — Yooy xeee|, = | o2k, xeeel|, < S xel? < 67

gilt, das heiBt, die Reihe {ZLI xgeg), . konvergiert in 7 gegen u = Y )2 xpeq € L7,
wobei diese Darstellung eindeutig bestimmt ist.

Sei f € (£P)* ein beliebig vorgegebenes Funktional. Da die Reihe {Zlgzl Xeee}
in €7 gegenu = ) ;2 xgeq € £ konvergiert, erhilt man die Beziehung

keN

(fiu) = hm (f Yhy Xeed) = hm S freddxe = Y02 ( fre)x (1)

Konstruiert man u,, = {x,¢}reny C K fiir jedes m € N durch die Vorschrift

[{(f.e)|972(foeg) furle{l,...,m},
0 fir{ e N, { > m,

ml —

dann erhilt man eine Folge {u,,}nen € €7, fir die vermoge der Darstellung (1) sowohl

(foum) = Zelfeéxmﬂ Zelf€€
und wegen (¢ — 1) p = ¢g auch die Beziehung
(L) |? < WS IP Nl = WAIP 22020 [(fe)] 9707 = 117 3202, [ feee)|?
fir alle m € N gilt, woraus sich wegen (p — 1)g = p zunichst
(e 1 feal)” < 1P 220, 1 fre)? fiirallem € N

und damit Y ;2| [(f,ee)|? < || f 1|4, also {( f, er) }renw C £4 ergibt.
Andererseits folgt aus der Darstellung (1) und der Holder-Ungleichung

(Lol = [0, (fredxme|” < lully 302, 1{fre)l? fiiralle u € {xe}een € €7,
also auch || f |7 < >°72, [{f, e¢)|? und somit insgesamt die Normidentitat
119 =322 1(free)|? fiir jedes f € (€7)*. 2)
Umgekehrt wird fiir jede Folge v = {z;}¢en € €7 ein Funktional f € (¢7)* durch

(fiu) = Zzil Zyxe furalleu = {x;}gen € €7 3)



definiert, denn die Holder-Ungleichung liefert |{ f, u)| < ||v||4|lu|, fir alle u € £7. Mit
der Darstellung (1) folgt daraus die Identitét

Zzil (free)xe = Zzil zexg furalleu = {x;}en € £7.

Fiir jedes k € N ergibt sich ( f, ex) = zy fiir u = e € £? und folglich wegen (2)
119 = 3202 [ frea)l? = 3202 |zel? = [vllg, “4)

mit anderen Worten, definiert die Zuordnung v — f eine (bijektive) isometrische Abbil-
dung 7, : €9 < (£P)*, die wegen T, (av + pw) = aT,v + pT,w fir alle o, u € K sowie
v, w € ¢4 eine konjugiert-lineare Abbildung ist.

2. Aufgrund von Schritt 1 und (3) erhdlt man zwischen den isometrischen Abbildungen
T, : 9 < ({P)* und T, : {7 < (£9)* den Zusammenhang

(Tyv.u) = 300, Foxe = 3o ez = (T, v) 5)

fiur alleu = {XZ}EGN S fp, V= {Z(}geN € 19,
Sei ein Element & € (£9)** des bidualen Raums von £¢ beliebig fixiert. Dann wird durch

(fiu) = (h, Tyu) fiiru € £?

wegen der Stetigkeit der konjugiert-linearen Isometrie 7, : £ <> (£9)* ein lineares steti-
ges Funktional f € (£7)* definiert. Wegen (5) ergibt sich fiir v = T, q_l f € ¢4 folglich

(fou) = (Tyv,u) = (Tou,v) = (Jyv, Tou) firalleu e £7,

wobel J, € £(£9; (£7)**) die isometrische Einbettung von £¢ in den bidualen Raum (£9)**
ist, das hei3t, man erhilt (h, Tou) = (Jyv,Tpu) fir alleu € £7. Da T, : {7 < (£9)*
bijektiv ist und somit 7,[€7] = (£9)* gilt, folgt daraus h = J,v € (£9)**. Damit ist die
Surjektivitat von J, € £(£7; (£9)**) und somit die Reflexivitdt von (¢4, || |,) bewiesen.

3. Nach Schritt 1 ist D = {e,,}men C €9 eine Schauder-Basis von ¢4, das heil3t, es gilt
¢4 = cllin D. Mit Hilfe der bijektiven isometrischen Abbildung 7; : £9 < (£7)* ergibt
sich fiir das isometrische Bild £ = T,;[D] = {T e} men C (£7)* folglich (£#)* = cllin E.

Der Satz von Banach-Steinhaus liefert das Kriterium, daf3 eine Folge {uy}ren C €7
mit den Gliedern u;y = {xx¢}een € £P genau dann schwach in €7 gegen den Grenzwert
u = {xs}een € £ konvergiert, wenn die Folge {uy }ren 1n £7 beschriankt ist und

kli_)rrolo(f, ug) = (fiu) firalle f € E gilt.
Die zweite Bedingung ist wegen E = {T,eu}men C (£9)* sowie (T,e,,u) = x5, und
(Tgem, ux) = xim fiir alle k € N gleichbedeutend zu
Iim xg, = kli_)rEo(qum,uk) = (Tyem.u) = x,, flrallem e N,

k—o0

womit der Bewelis erbracht ist. O]



