Vorlesung 1

Metrische Riume und Vollstindigkeit

Metrische Raume. FEin Paar (X, p) heil3t metrischer Raum, wenn auf einer nichtlee-
ren Menge X eine Metrik p : X x X — R definiert ist, das heiBt, fiir alle u, v, w € X
folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Positivitit: Es gilt p(u, v) > 0 sowie nur dann p(u, v) = 0, wenn u = v ist.

2. Symmetrie: Es gilt p(u, v) = p(v, u).

3. Dreiecksungleichung: Es gilt p(u, v) < p(u, w) + p(w, v).

Offene und abgeschlossene Mengen. Sei (X, p) ein metrischer Raum und £ C X.
1. Die Menge B(u,r) = {v € X : p(u,v) < r} wird als offene Kugel mit dem
Mittelpunkt u € X und dem Radius r > 0 bezeichnet.
2. Ein Punkt u € X wird innerer Punkt von E genannt, wenn eine offene Kugel
B(u,r) C X mit B(u,r) C E existiert. Die Menge

mtE ={ueX:B(u,r) CEfireinr >0} CE

aller inneren Punkte von E heil3t Inneres von E. Man bezeichnet die Menge E als
offene Teilmenge von X, wenn E = int E gilt.

3. Man nennt einen Punkt u € X duferen Punkt von E, wenn er innerer Punkt des
Komplements X \ E ist. Die Menge

extE =int(X \E)={ue X:Bu,r)C X\ Efireinr >0} C X\ E

aller d4uBBeren Punkte von E heilBt Auferes von E.
4. Ein Punkt u € X wird Beriihrungspunkt von E genannt, wenn jede offene Kugel
B(u,r) C X einen nichtleeren Durchschnitt mit £ hat. Die Menge

clE={ueX:Bu,r)NE#gfiraller >0} D E

aller Beriihrungspunkte von E heil3t Abschliefung von E. Man bezeichnet E als ab-
geschlossene Teilmenge von X, wenn E = cl E gilt.

5. Die Menge K(u,r) = {v € X : p(u,v) < r} wird als abgeschlossene Kugel mit
dem Mittelpunkt u € X und dem Radius r > 0 bezeichnet.

6. Man nennt einen Punkt u € X Randpunkt von E, wenn er sowohl Beriithrungs-
punkt von E als auch vom Komplement X \ E ist. Die Menge

bdE =clENcl(X \ E)

heil3t Rand von E.
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Topologische Eigenschaften. Fiir jede Teilmenge £ C X gilt:

1. Der Durchschnitt einer endlichen Anzahl sowie die Vereinigung einer beliebigen
Familie offener Mengen ist eine offene Menge.

2. Fiir jede offene Menge G C X folgt aus G C E stets G C int E.

3. Die Vereinigung einer endlichen Anzahl sowie der Durchschnitt einer beliebigen
Familie abgeschlossener Mengen ist eine abgeschlossene Menge.

4. Fiir jede abgeschlossene Menge F C X folgt aus F D E stets FF D cl E.

5. Die Menge E ist genau dann offen, wenn X \ E abgeschlossen ist.

6. Die Menge E ist genau dann abgeschlossen, wenn X \ E offen ist.

7. Fiir das AuBere von E giltext E = int(X \ E) = X \ cl E.

8. Flir den Rand von E giltbd E =cl E \ int E.

9. Der ganze Raum ist die disjunkte Vereinigung X = int E Ubd E Uext E.

Basen offener Mengen. Eine Familie {G,},er C X nichtleerer offener Mengen
heil3t Basis fiir die offenen Mengen eines metrischen Raums (X, p), wenn jede nicht-
leere offene Teilmenge von X Vereinigung einer Teilfamilie von {G, },er C X ist.

System offener Kugeln. Das System 5 = {B(u,r) C X : u € X, r > 0} der offenen
Kugeln bildet in jedem metrischen Raum (X, p) eine Basis fiir die offenen Mengen.

Beweis. Ist G eine nichtleere offene Teilmenge von X, so betrachtet man die Teilfami-
lieA = {B € B : B C G} und bildet deren Vereinigung £ = Ugey B C G. Da es fiir
jeden Punkt u € G eine offene Kugel B(u,r) C X mit B(u,r) C G, also B(u,r) € A
gibt, ergibt sich u € E und somit auch G C E. O

Metrische Teilrdaume. Ist (X, p) ein metrischer Raum und X, C X eine nichtleere
Menge, so heiBt (Xg, po) metrischer Teilraum mit induzierter Metrik py = p| Xo X Xp.

Topologische Eigenschaften. Fiir jede Teilmenge £, C X, gilt:

1. Die Menge Ej ist genau dann offen in X, wenn eine in X offene Menge £ C X
existiert, so daBl £ = E N X, gilt.

2. Die Menge E| ist genau dann abgeschlossen in X, wenn es eine in X abgeschlos-
sene Menge E C X gibt,sodall Ey = E N X, gilt.

Beschrankte Teilmengen. Ist (X, p) ein metrischer Raum, so wird der Durchmesser
einer Menge £ C X durch diam(E) = sup,cg e p(u, v) definiert. Man nennt eine
Teilmenge E C X beschrdnkt, wenn sie einen endlichen Durchmesser hat.

Konvergente Folgen und Grenzwerte. Eine Folge {u }xen von Punkten eines me-
trischen Raums (X, p) konvergiert gegen den Grenzwert u € X, wenn es flr jedes
e > 0ein kg € N gibt, so daB p(ug,u) < ¢ fiir jedes k € N, k > k, gilt, mit anderen
Worten, wenn limg o p(ug, u) = 0 ist.
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Bemerkung. 1. Sind u, v € X Grenzwerte einer konvergenten Folge {us }xen in X,
dann folgt aus der Dreiecksungleichung p(u, v) < p(ug,u)+ p(ug, v) stetsu = v, das
heil3t, der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

2. Ist E C X eine nichtleere Menge, so gilt nach Definition genau dann u € cl E,
wenn eine Folge {ux }reny C E existiert, die gegen den Grenzwert u € X konvergiert.

Konvergente Teilfolgen und Haufungspunkte. Sei (X, p) ein metrischer Raum.
1. Eine Folge {ug,}ren wird Teilfolge von {uy}ren C X genannt, wenn {k¢}ien
eine wachsende Folge natiirlicher Zahlen ist.
2. Man nennt u € X einen Hdufungspunkt der Folge {uy}reny C X, wenn eine
Teilfolge {ux, }¢en mit der Eigenschaft limy_, o, p(ux,, u) = 0 existiert, das heilit, wenn
es fiir jedes e > O und alle kg € N ein k € N, k > kg gibt, so daB p(ug, u) < € gilt.

Cauchy-Folgen und Vollstandigkeit. Sei (X, p) ein metrischer Raum.

1. Eine Folge {ux }xren C X heiBt Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ > O ein kg € N
gibt, so daB3 p(ug,uy) < e firalle k, £ € N mit k, £ > ko gilt.

2. Der Raum (X, p) heiBt vollstiindig, wenn jede Cauchy-Folge {ux }reny C X gegen
einen Grenzwert u € X konvergiert.

Bemerkung. Konvergiert eine Teilfolge {ux, }ren einer Cauchy-Folge {uxjreny C X
in einem metrischen Raum (X, p) gegen einen Grenzwert u € X, dann konvergiert
wegen der fur alle k, £ € N geltenden Abschiatzung p(ug, u) < p(ug, ug,) + p(Uk,, u)
auch die ganze Folge {uy }rex gegen diesen Grenzwert u € X.

Raum aller Zahlenfolgen. 1. Auf der Menge s aller Zahlenfolgen u = {x}sen mit
Gliedern aus dem Korper K € {R, C} wird folgende Metrik p : s x s — R eingefiihrt:

o0
1 [xe— el "
U,v) = ——~— furalleu = {x , U = € s.
p(u,v) ; A T— {Xe}eenN {yeteen
Tatséchlich gilt fiir alle u, v € s stets p(u, v) = p(v,u) > 0, und es ist p(u, v) = 0 nur
im Falle u = v erfiillt. AuBBerdem gilt fiir alle a, b € R die Abschiatzung
a+bl _ lal+1bl _ lal bl _ lal I
l+la+b] ~ 1+al+ 6] 1+al+1b] 1+lal+ 6] ~ 1+a] 1+ 6]

Somit ist fiir alle v = {x¢}ren, vV = {Ve}ren, W = {Z¢}ren € s die Beziehung

[Xe =yl _  lxe—z |ze — vl
Lt |xe—yel = U4 Ixg—zel 1+ |ze — yil
und damit die Dreiecksungleichung p(u, v) < p(u, w) + p(w, v) erfiillt.

flir jedes £ € N

2. Jede Teilmenge von s ist beschrankt, denn es gilt p(u, v) < 1 fiir alle u, v € s.

3. Eine Folge {ux}ren C s von Elementen uy = {xx¢}ren € s konvergiert in (s, p)
genau dann gegen den Grenzwert u = {xy},en € s, wenn fiir jedes £ € N die Folge
{ure}ren C K der £-ten Folgeglieder gegen den Grenzwert x; in K konvergiert.
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Beweis. Einerseits folgt aus limg oo p(u, u) = 0 und der Abschitzung

1 fxee — x] <§:i | Xiee — x|

_— = Uk, U
2€1+|xkg—Xg| _Z=1 2el+|xk€_x€| Pl 1)

stets limg o0 |Xk¢ — x¢| = O fiir jedes £ € N.
Gilt umgekehrt limy o0 |xx¢ — x¢| = O fiir jedes £ € N, wird ¢ > 0 vorgegeben und
ein £y € N mit 27% < g ausgewihlt, dann ergibt sich fiir jedes k € N die Abschitzung
¢

o1 |Xrke — x¢| 1 |xge — xe|
Up,u) < _— + e.
Pl ) 522“+|xkz—w| Z Z2El+lxke—m|
Da limg o0 |xx¢ — x¢| = O fiir jedes £ € {1, ..., £y} gilt, kann man ein ko € N mit

Lo

1 Xke — X .
2:7M<8 fiir jedes k e N, k > ko
£=12 1+ |xpe — x¢]

finden, woraus sich schlieBlich p(ux,u) < 2¢ fiir alle k € N, k > k, ergibt. O

4. Sei F eine Teilmenge von s und Fy = {x; € K : {x¢}en € F} C K fiir jedes
¢ € N die Menge der ¢-ten Glieder der Folgen aus F. Die Menge F ist genau dann
abgeschlossen in (s, p), wenn Fy fiir jedes £ € N in K abgeschlossen ist.

5. Der metrische Raum (s, p) ist vollstindig.

Beweis. Sei {uy}ren C s eine Cauchy-Folge von Elementen uy = {xx¢}ren € 5. Da

o0
1 [Xke = X <Zi |Xie — Xme|
261+ ke — Xme| T = 281+ Xkl — Xome

= p(ug,u,,) firallek,me N

gilt, mul3 die Folge {xx¢}xen C K der £-ten Folgeglieder fiir jedes £ € N eine Cauchy-
Folge in K sein und damit wegen der Vollstindigkeit von K gegen ein x; € K konver-
gieren. Nach Aussage 3 folgt daraus limy o p(ug,u) =0 fliru = {xy}pey €s. 0O

Vollstandigkeit abgeschlossener Teilraume. Sei (X, p) ein vollstandiger metrischer
Raum und X, C X eine nichtleere Teilmenge. Der metrische Teilraum (X, pg) mit
Po = p|Xo X Xp ist genau dann vollstandig, wenn X, in X abgeschlossen ist.

Beweis. 1. Jedes u € cl Xy ist Grenzwert einer konvergenten Folge {ux }reny C X, die
offenbar eine Cauchy-Folge in (X, po) ist. Im Falle der Vollstindigkeit von (X, po)
konvergiert die Folge gegen einen Grenzwert v € X,. Die eindeutige Bestimmtheit
des Grenzwerts konvergenter Folgen liefert u = v € X, und somit ¢l Xy = X,.

2. Jede Cauchy-Folge {ur}reny C Xo konvergiert wegen der Vollstindigkeit von
(X, p) gegen einen Grenzwert u € X, woraus u € cl X folgt. Ist X, abgeschlossen
in X, dann ergibt sich u € ¢l Xy = X, und somit die Vollstindigkeit von (Xy, pp). U



