Vorlesung 10
Endlichdimensionale lineare Radume

Koordinatenraum. Das n-fache kartesische Produkt K” des Korpers K € {R,C}
wird als n-dimensionaler linearer Koordinatenraum bezeichnet. Addition und skalare
Multiplikation werden wie liblich durch

X1 V1 X1+ )1 X1 Y1
S+ = : flr : | e K" und : | eK”
Xn Yn Xn + Vn Xn Yn
sowie
X1 X1 X1
al @ | = : fur 1 eK” und ¢ € K
X axy, Xn

erklart. Stattet man K" mit der Norm |[|x||cc = sup;<x<, |x«| fiir x € K” aus, dann
erhilt man einen separablen Banach-Raum (K”, | /o).

Homoomorphismus zwischen n-dimensionalen Raumen. Sei (V, || ||) ein linea-
rer normierter Raum der Dimension dim V' = n liber K € {R,C} und {vy,...,v,}
eine Basis von V. Dann ist die bijektive lineare Abbildung T : K" <> V, die durch

Tx =) j_,xxvx firx eK"”
definiert wird, ein Homdomorphismus von (K”, || |lo0) auf (V.|| |).
Beweis. 1. Die Stetigkeit von 7 : K" <> V ergibt sich aus der Abschdtzung
ITxlly < [ X 5=s xeve | < 2poy xalllvell < lxlloo Xf—y log ]l fir alle x € K”.

2. Die Stetigkeit der Abbildung 77! : ¥V — K” wird induktiv iiber die Dimension
dim V = n € N bewiesen: Durch die Vorschrift

Apx, = x,v, firx, eK

wird eine stetige Abbildung A4, : K < E, von K auf E, = lin{v, } definiert. Wegen
v, # 0und || x,va|l = |xalllva]l gilt |x,] = mnxnvnﬂ fir alle x, € K, woraus im
eindimensionalen Fall folgt, daB 4, : K <> E, ein Homdomorphismus ist.

Unter der induktiven Voraussetzung, dal3 die durch

Az = Y02 zpop fiir z e K71

definierte Abbildung 4 : K*! < E ein Homdomorphismus von K"~ ! auf die Hyper-
ebene E = lin{vy,...,v,—1} C V ist, libertrdgt sich die Vollstindigkeit des linearen
normierten Raums (K"™!, || |lo) auf den linearen normierten Raum (E,| ||), der
somit eine abgeschlossene Hyperebene in (V, || ||) ist.



Fir £ = lin{vy,...,v,—1} und E, = lin{v,} ist somit die Summe V = E + E,
topologisch direkt, das hei3t, die durch die Zuordnungen

U= p_ | XkVk B> Pyl = XpUp,
n n—1
U= p_ XkVk > Pgu =) )| Xpug,

definierten Projektoren P, : V. — V von V auf E, bzw. Pg : V — V von V auf E
sind stetige Abbildungen. Die Stetigkeit der inversen Abbildungen A;' : E, < K
und A7 : E < K" ! liefert somit wegen

A7'P
T7lu=x= (A_IPEZ) firallew = Y [ _, xkvg €V

die Stetigkeit der inversen Abbildung 77! : V — K". OJ

Endlichdimensionale Erweiterung abgeschlossener Teilrdume. In einem linea-
ren normierten Raum (V, | ||) set V; ein abgeschlossener linearer Teilraum und V,
ein endlichdimensionaler linearer Teilraum. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Die Summe V; + V, ist ein abgeschlossener linearer Teilraum von V.

2. Ist V = Vi 4+ V, eine algebraisch direkte Summe, dann ist diese Summe auch
topologisch direkt.

Beweis. 1. Durch vollstindige Induktion nach der Dimension dim V, = n € N Ia6t
sich der Beweis auf den Fall dim V, = 1 zurickfiihren:

Sei V, = lin{v} fiirein v € V, gegeben. Im Falle v € V; gilt V; +V, = V7, und es ist
nichts zu beweisen. Anderenfalls gilt v ¢ V;, und man kann jedes u € V| + V, in der
Form u = w + (f,u)v mit w € V; und einer linearen Abbildung f : V; + 1, — K
darstellen. Da V; eine abgeschlossene Hyperebene in Vi +V, ist, mul f : Vi+V, — K
eine lineare stetige Abbildung sein.

Ist {ug}ren C Vi + V5 eine Folge, die in V' gegen einen Grenzwert u € cl(Vy + 13)
konvergiert, so wird durch uxy = wg + (f, ux)v auf eindeutige Art und Weise eine
Folge {wi jxen C Vi definiert. Da es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so daB3

[(fiux —um)| < cllux —unl| firallek,m e N

gilt, ist {( f, ux) }xen eine Cauchy-Folge in K, die demzufolge gegen einen Grenzwert
A € K konvergiert. Damit konvergiert {wy }reny C V7 wegen wi = uyx — ( f, ug)v gegen
den Grenzwert u — Av € Vq, da V7 in V abgeschlossen ist. Wegen v € V, folgt daraus
u € Vi + V,, das heil3t, die Abgeschlossenheit von V; + V, in V.

2.Sei V = Vi + V, eine algebraisch direkte Summe. Die topologische Direktheit
dieser Summe wird induktiv Giber die Dimension dim V, = n € N bewiesen:

Dabei folgt der Induktionsanfang fiir dim V, = 1 bereits aus den Betrachtungen
iiber abgeschlossene Hyperebenen in V. Sei also V, = L + E als topologisch direkte
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Summe linearer Teilriume L und E von V, mit dim L = 1 und dim £ = n — 1 dar-
gestellt. Dann ist Vy = V; 4+ L wegen Schritt 1 in V' abgeschlossen und die Summe
V = Vy + E nach Induktionsvoraussetzung topologisch direkt. Somit ist ¥V homoo-
morph zu Vy x E und Vy = V; 4+ L homdéomorph zu V; x L, also ist V homéomorph
zu Vi x L x E. Da L x E homéomorph zu V, = L + E ist, mull V schlieBlich
homdéomorph zu V; x V; sein. ]

Kompaktheitskriterium von Riesz. Sei (V,| ||) ein linearer normierter Raum. Die
abgeschlossene Einheitskugel K = {u € V : ||u|| < 1} ist genau dann kompakt in V,
wenn V' endlichdimensional ist.

Beweis. 1. Sei K = {u € V : |lu| < 1} kompakt in V und ¢ € (0, 3). Dann ist

die Familie {B(u, ¢)}uex C V offener Kugeln eine Uberdeckung von K, und man

kann eine endliche Menge {u1, ..., u,} C K von Punkten herausgreifen, so da3 noch
immer K C U"_, B(uy, ¢) gilt.
Angenommen, Vy, = lin{uy,...,u,} wire ein echter linearer Teilraum von V, das

heilt, es gdbe ein u € V mit u ¢ V,. Da Vj als endlichdimensionaler Teilraum in V
abgeschlossen ist, bekdme man § = inf {|u—v| : v € Vp} > 0. Daher konnte man ein
v € V, finden, sodaB § < [lu—v]| < 3§ gelten wurde. Betrachtet man w = i €V,
dann gidbe es wegen ||w| = leink € {1,...,m} mit [|w —ug| < % Da auch

u=v+|u—vjjw=w4+|u—vlur) + |[u—v|[(w—ur) firallek e N

gelten wiirde, ergdbe sich wegen v + ||[u — v||lux € Vp und der Definition des Ab-
stands § > 0 die Abschiatzung ||[u — v||||w — ux| > 6 und demnach ||[u — v| > 2§ im
Widerspruch zur Wahl von v € V5 und 6 > 0. Somit gilt V = V = lin{uy, ..., uy}.

2. Sei (V.|| ||) ein linearer normierter Raum der Dimension dim V' = n mit der
Basis {vq, ..., v,}. Betrachtet man den durch

Tx =) j_,xxvx firx eK"

definierten linearen Homoomorphismus 7 : K” <> V, dann gibt es eine abgeschlos-
sene Kugel FF = {x e K" : ||x]|c < d} mitd > 0,sodaB K C T[F] gilt. Wegen der
Kompaktheit von F in K” und der Stetigkeit von 7 : K* — V mull auch T[F]in V
kompakt sein, also auch die abgeschlossene Teilmenge K von T[F]in V. O

Separable lineare normierte Raume. Sei (V, || |) ein linearer normierter Raum.
1. Man nennt eine Teilmenge E von V total, wenn V = cllin E gilt, das heil3t,
wenn lin £ ein dichter linearer Teilraum von V ist.
2. Es gibt genau dann eine Indexmenge N C N und eine totale Folge {u}xey C V
von linear unabhingigen Vektoren, wenn der Raum (V, || ||) separabel ist.
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Beweis. 1. Sei {u}xreny C V eine totale Folge in 1V, 0 = Q im Falle K = R sowie
Q={BcC:RefcQ Imp e Q}imFalleK = C. Betrachtet man die Menge

D ={YcmBrur €V : B € Qfirallek € M, M C N endlich}

aller (endlichen) Linearkombination mit rationalen Koeffizienten, so ist D eine ab-
zahlbare Teilmenge von V. Da nach Definition der lineare Teilraum E = lin{uyg }ren
in V dicht liegt, gentigt es zu zeigen, dal3 D in E dicht ist:

Sei ) ", cp kUi € E vorgegeben, wobei oy € K fiiralle k € M giltund M C N
eine endliche Indexmenge ist. Wird ¢ > 0 beliebig fixiert, dann findet man wegen der
Dichtheit von Q in K fiir jedes k € M ein Bx € Q,sodaB >, ., ok — Br|l|lukll < ¢
gilt. Damit gilt fiir ), .5, Bxux € D und ), ., axux € E die Abschitzung

1> ken @rtte = Yrens Brrie | < Dgenr lox — Brllluxll < e.

2. Sei umgekehrt (V, || ||) separabel. Ist V' endlichdimensional, dann ist jede Basis
von V eine endliche totale Teilmenge von V.

Sei V' unendlichdimensional und {u;}reny C V eine (unendliche) Folge, die dicht
in V liegt. Es soll induktiv bewiesen werden, dal3 eine Teilfolge {uy, }xen linear un-
abhingiger Vektoren aus der Folge {u; }xen herausgegriffen werden kann, so dal3 die
Bedingung u,, € lin{uy,, ..., ug } fiir jedes m € N mit m < ¢ erfiillt wird:

Dazu wihlt man zuerst den Index £; = min {k € N : ux # 0}. Unter der Indukti-
onsvoraussetzung, da3 man schon linear unabhéngige Vektoren uy,, ..., uy, aus der
Folge {ux}ren ausgewdhlt hat, so daBl u,, € lin{uy,,..., ug, } fir jedes m € N mit
m < {; gilt, bestimmt man den nachsten Index

bepr =min{m € N :m > li, up & linfug,, ... ug )}

Wiirde ein solcher Index nicht existieren, dann mii3te der endlichdimensionale, also
abgeschlossene lineare Teilraum linf{uy,, ..., uy, } die AbschlieBung cl{ux}reny = V
enthalten, was im Widerspruch zur unendlichen Dimension von V stiinde. Somit sind
Ug,, ... Uy, linear unabhingige Vektoren, und es gilt u,, € lin{uy,, ..., ug,} fir
jedes m € N mit m < {;;. Die Teilfolge {uy, }xen hat somit die geforderten Ei-
genschaften und ist total, da die obige Konstruktion fiir jedes k € N unbeschrankt
fortgesetzt werden kann. O



