Vorlesung 11
Raume linearer stetiger Abbildungen

Raum linearer stetiger Abbildungen. Seien (V, || ||y) und (W, | |w) zwei lineare
normierte Rdume tiber demselben Korper K € {R, C}.

1. Die Menge £(V; W) aller linearen stetigen Abbildungen 7 : V — W ist ein
linearer Teilraum des linearen Raumes L(V'; W) aller linearen Abbildungen.

2. Durch die Zuordung T + ||T|| = sup {||Tullw : u € V. |ully < 1} wird eine
Norm auf £(V'; W) definiert.

3. Ist der lineare normierte Raum (W, || ||w) vollstindig, so ist auch der lineare
normierte Raum (£(V; W), || ||) vollstandig.

Beweis. 1. Offenbar gilt fiir jedes 7 € £(V; W) nach Definition stets || 7’| > 0 sowie
genau dann || 7| = 0, wenn |Tul|lw = O0fliralleu € V, |lully <1, also T = 0 gilt.

Firallea e Kund T € £(V; W) ergibt sich aus ||aTu|lw = |«|||Tu|lw durch die
Bildung des Supremums iiber u € V, ||u|ly < 1 auf der rechten und der linken Seite
sowohl T € £(V; W) als auch die Identitét ||aT| = ||| T|.

Fir alle A, T € £(V; W) folgt aus ||Au + Tul|lw < ||Au|lw + ||Tu|lw durch die
Bildung des Supremums iiber u € V, ||u||y < 1 auf der rechten und der linken Seite
sowohl A + T € £(V;W)alsauch |A+ T| < ||All + |IT||.

2. Ist {Tx }kren C £(V; W) eine Cauchy-Folge in £(V; W), dann gibt es zu jedem
e>0einkyg € N,sodaB |Tx — T¢|| < efiiralle k, £ € N mit k, £ > k, gilt, das heil3t,

|Teu — Toullw < |Tx — Tell|lullvy < ¢ellu|ly firalleu € V.

Damit ist {Trulreny C W flr jedes fixierte u € V eine Cauchy-Folge im Banach-
Raum (W, | |lw), konvergiert also in W gegen einen Grenzwert Tu € W. Durch die
Zuordnung u — Tu wird eine Abbildung 7 : V — W definiert.

Wegen der Stetigkeit der Addition (wq, w;) — w; + wy von W x W nach W und
der skalaren Multiplikation (@, w) — aw von K x W nach W folgt jeweils durch
Grenziibergang k — oo aus Ty (v + v) = Tru + Tyv stets T(u + v) = Tu + T fir
u,v € V sowie aus Ty (ocu) = aTru stets T (eu) = aTu fire € Kund u € V. Damit
ist T : V — W eine lineare Abbildung.

Geht man fiir beliebig fixiertes v € V mit |lul]ly < 1l und k € N mit k > k¢ in
| Txu — Tyu|lw < e zur Grenze £ — oo liber, dann ergibt sich

ITew — Tullw < e firalleu e V, uly < 1undk € N, k > ko,

also insbesondere ||Tu||lw < [|Tx ullw + | Tkot — Tullw < || Tk, || + ¢ firalleu € V,
llu|ly < 1,dasheiBBt, T € £(V; W) ist eine lineare stetige Abbildung. AuBBerdem folgt
aus der vorletzten Abschiatzung |7, — T'|| < ¢ fur alle k € N, k > ko und somit die
Konvergenz der Folge {T }reny iIn £(V; W) gegen T € L(V; W). OJ



2

Verkettung linearer stetiger Abbildungen. Sind (V.|| |v), (W, | llw), (X, | lx)
lineare normierte Ridume liber demselben Korper K € {R,C}, dann folgt aus T €
L(WV;W)und A € £L(W; X) stets AT € £(V; X) sowie |AT|| < || AT

Beweis. Da ||Tullw < ||T||||u|ly fir alle u € V sowie ||[Aw|x < ||A|||w]|w fiir alle

w € W gilt, ergibt sich ||[ATullx < [[A|||Tu|lw < ||A|T||||u|v fir alleu € V und
somit AT € L(V; X) sowie |[AT|| < ||A||||T]|. O

Konvergente Reihen stetiger Bilder. Seien (V,| |y) und (W, || |w) zwei Banach-
Raume und 7' € £(V; W) eine lineare stetige Abbildung. Ist {Zle;l ue} ren C V eine
in V' (absolut) konvergente Reihe, so ist {Zif:l Tug} weny C W oeine in W (absolut)
konvergente Reihe, und fiir thre Summen gilt

Demy Tue=T(37Z,ue) € W.
Beweis. 1. Sei {Z§=1 ug) reny C V einein V konvergente Reihe. Wegen 7' € £(V; W)
kann man den Grenziibergang k — oo in
Zlgzl Tu, = T(ZIZZI ug) €W firk eN

ausfithren und erhilt die Konvergenz der Reihe {Zlgzl Tug} C W in W gegen
den Grenzwert Y ;o Tug = T () go u¢) € W.

2. Wegen T € £(V; W) erhilt man zunichst die Abschdtzung

keN

Yoy ITuellw < T 6oy luelly  fiiralle k € N.

Konvergiert die Reihe {ZIEZI ug} wen CV absolut in V', dann mul} somit auch die

Reihe {ZLl Tug}, . C W absolutin W konvergieren. AuBerdem folgt

Yt ITuellw < TN 32624 luellv

nach Ausfiihrung des Grenziibergangs k — oo. OJ
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Lineare stetige Abbildungen auf Banach-Raumen summierbarer Zahlenfolgen.
Sei (L7, ||p) fir p € (1,00) der separable Banach-Raum aller zur p-ten Potenz
summierbaren Zahlenfolgen u = {x¢}seny C K, der mit der durch ||u||) = > "7, |x¢|?
definierten Norm ausgestattet ist.

Sei ferner ¢ € (1,00) mit 5 + 7 = 1 gegeben sowie {ax¢}x,cen C K eine Doppel-
folge mit der Eigenschaft, daB die Doppelreihe {37, >, lake|?},, o gegen die
endliche Summe > ;2 , 72, |axe|? konvergiert.

Wird jeder Folge u = {x;}¢en € £7 die Folge Au = {zx}xen C K mit den Gliedern

Z = Zzil AreXy firk e N

zugeordnet, dann erhélt man eine Abbildung A € £(€7;£9), die jede beschrinkte
Teilmenge E von £? auf eine relativ kompakte Teilmenge A[E] von £9 abbildet.



Beweis. 1. Wegen der Holder-Ungleichung gilt fiir jedes £ € N die Beziehung

2619 = [0, arexe]? < Y52, Jarel? (52, xel?)?”,

also |zx|? < Y72, lakel?|lu||Z, das heiBt, jedes Folgeglied zx = Y ;2 axexy ist die
endliche Summe einer in K konvergenten Reihe.

2. Durch Summation liber k € {1, ..., m} ergibt sich aus der in Schritt 1 gewonne-
nen Abschidtzung

m m o0 o0 /
Szl < 0 0 larel (252 Ixel 7)Y
fiir jedes m € N. Der Grenzilibergang m — oo liefert somit
1 .
| Aullg < (5% Y52y laxel) " lull, fiir jedes u €7
und damit den Nachweis, dal3 A den Raum £7 in den Raum ¢4 abbildet.
3.Dafiiralleu = {xg}reny € €7, v = {yr}ren € £? sowie a, B € K stets
v are(axe + Bye) = @Y joy arexe + B Y_joy akeye

gilt, ist A : £7 — {9 eine lineare Abbildung. Aus Schritt 2 ergibt sich A € £({7;£9)
zusammen mit der Normabschétzung [|A[|7 < Y 7o, > /0, lake|?.

4. Wegen der Konvergenz der Reihe {) ;'_; Y72, lare|?}, .
Summe Y 7o > 7o, |ake|? gibt es fiir jedes & > 0 einen Index g € N, so daB

gegen die endliche

Y et Doty lakel? <7 firallen € N, n > ng gilt.

Durch Summation iiber k € {n + 1,...,m} folgt aus der in Schritt 1 hergeleiteten
Abschitzung

q/p
ZZI:n—H |zk|? < ZZ=n+l Z?il Iakelq(ZE’il |x€|p)
fur alle m, n € N, m > n + 1. Im Grenzproze3 m — oo erhdlt man fir die Folge
Au = {zp }ren € £? die folgende Abschitzung fiir den Reihenrest
D tentr |Zel? = 3Ry 2o lakel?llully < e?flullp  fiir jedes n € N, n > no.

Nach dem Kompaktheitskriterium fiir Teilmengen von £¢ bildet somit A € £(£7;£9)
jede Kugel E = {u € V : |lu||, < 8} C £7 um den Nullpunkt mit beliebigem Radius
§ > 0 auf eine relativ kompakte Teilmenge A[E] von £4 ab. O



