Vorlesung 12

Erweiterung linearer stetiger Abbildungen

Erweiterung durch AbschlieBung. Seien (V.|| |y) ein linearer normierter Raum
und (W, || |lw) ein Banach-Raum iiber demselben Korper K. Ist Vj ein linearer Teil-
raum von V, dann besitzt jede Abbildung Ty, € £(Vy; W) eine eindeutig bestimm-
te, auf der AbschlieBung cl V, definierte Erweiterung 77 € £(cl Vy; W), und es gilt
T = ||Toll. Diese Erweiterung wird als Abschlieffung von Ty bezeichnet.

Beweis. 1. Sei u € clV, vorgegeben. Dann gibt es eine Folge {ui}reny C Vo mit
limg o0 ||ux —ully = 0. Die Folge {Toug }xen C W ist eine Cauchy-Folge in W, denn
es gilt || Toux — Toue|lw < || Toll|lux —uel|lv fiir alle k, £ € N. Wegen der Vollstandigkeit
von W existiert der Grenzwert w € W, es gilt also limy_, o || Toux — w|lw = 0. Dieser
Grenzwert hingt nicht von der Wahl der Folge {uy}ren ab, denn ist {vi}ren C Vo
eine weitere Folge mit limyg_, o ||vx — |y = 0, dann folgt

lim supy_, o | Tovk — Touk|lw < limsup_, | Tollllvk —ux|lv = 0.

Somit wird jedem u € cl V, mit Hilfe einer konvergenten Folge {u}reny C Vo, flr
die limg o ||ux — ul|y = 0 gilt, in eindeutiger Weise ein Bild Tu € W zugeordnet
und damit eine Abbildung 7 : cl Vo, — W definiert. Ist v € cl Vp und {vg }reny C Vo
eine Folge mit limg_, o ||vx — v||ly = O0und A € K, dann folgen T(u +v) = Tu + Tv
und 7' (Au) = AT u jeweils durch Grenziibergang k — oo in den Abschitzungen

1T +v) = (Tu + To)llw < [T+ v) = To(ur + vi)llw
+ [ Tour — Tullw + | Tovk — Tv[w

bzw. |T(Au) — ATullw < |T(Au) — To(Aug)||lw + |All|| Toux — Tu|w. Da sich durch
den Grenziibergang k — oo in ||Tour|lw < |[Toll||lux|lv auch |[Tullw < ||Toll|lullv
ergibt, ist T € £(cl Vy; W) eine Erweiterung von Ty auf cl Vy mit der Eigenschaft
IT|| < | To|l. Da andererseits auch

I Toll = sup {|| Toull : u € Vo, |lu|l <1}
=sup {||Tull :u € Vo, lull <1} <sup{||Tull :u eclV,, |u| <1} =|T|

gilt, folgt [T = [|To].

2. Ist Ty € £(cl Vy; W) eine Abbildung mit 7|V = Ty, dann erhilt man fiir jedes
u € cl Vo und jede konvergente Folge {uy }xeny C Vo mit limg_, o ||ux —u||y = 0 durch
Grenziibergang k — oo in der Beziehung Tiu; = Touy die Gleichung 7hu = Tu, das
heiB3t, die beiden Abbildungen 77 und 7 sind identisch. O
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Satz von Hahn-Banach iiber die Erweiterung reell-linearer Funktionale. Sei
(V, |l | ein separabler linearer normierter Raum iiber R und Vj ein linearer Teil-
raum von V. Dann existiert fiir jedes reell-lineare Funktional f, € £(Vy;R) eine
reell-lineare Erweiterung f € £(V;R) mit f|Vo = found || f| = | foll-

Beweis. 1.Seiu; € V, u; ¢ Vj beliebig vorgegeben. Es soll gezeigt werden, daB3 sich
unter den obigen Voraussetzungen jedes Funktional f, € £(Vy; R) auf die elementare
Erweiterung Vi = V,y + lin{u,} des Raumes V; zu einem Funktional f; € £(V1;R)

derart fortsetzen 1a8t, daB3 f;|Vo = fo sowie || f1]| = || foll gelten:
Falls ein solches Funktional f; existiert, dann ist es offenbar durch die Angabe des
Wertes yo = (f1,u1) € R eindeutig bestimmt. Da fi|Vy = fo und || fil| = || foll

gelten sollen, erfiillt dieser Wert y, € R fiir jedes u € V; die Beziehung

[yo = {fo.u)| = [{fi.ur) = {fr.w)| < [ fillller —uell = [ follller — uel].

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Funktionals f; € £(V;;R) mit
den angegebenen Eigenschaften ist, daB3 der Durchschnitt N, ey, /(1) der abgeschlos-
senen Intervalle I(u) = [y(u)—r(u), y(u)+r(u)] mit dem Mittelpunkt y(u) = ( fo, u)
und dem Radius r(u) = || foll||lu1 — u|| den Wert yo = ( f1, u;) enthilt.

2. Um zu zeigen, daB3 diese Bedingung auch hinreichend ist, wird die Gesamtheit
{I(u) : u € Vy} aller Intervalle der obigen Form betrachtet. Sind /(vo) und 7(v) zwei
Intervalle aus {I/(u) : u € Vy} mit vy, v € V,, dann gilt

r(vo) +r@) = [l foll (I — voll + [lur — vl
= [ follllGer = vo) = (ur = )| = [{fo, vo = V)| = |y(vo) = ¥y ()],

das heil3t, die Summe der Radien der Intervalle ist nicht kleiner als der Abstand ihrer
Mittelpunkte. Daraus folgt 7(vy) N I(v) # @ und somit

Y(vo) —7r(vo) < y(v) +r(v) furallev eV,

also auch y(vo) — r(vo) < infyey, (y(v) + r(v)). Da vy € V, beliebig gewihlt war,
ergibt sich schlieBlich sup,, <y, (¥(vo) — r(vo)) < infyey, (y(v) + r(v)). Damit ist der
Durchschnitt Nyey, I(v) der Intervalle 7(v) = [y(v) — r(v), y(v) + r(v)] nicht leer.

Definiert man das Funktional f; : V; — R durch die Vorgabe des Wertes y, =
(fi,u1) € Nyey,I(v) In eindeutiger Weise mittels

(fi,Au; +u) = Ayo + (fo,u) firalled e R, u €V,
dann erhilt man fiir alle @ € R sowie A, 1 € R und u, v € V sowohl Homogenitat

(fi,o(Auy +u)) = (fi,aduy + ou) = a(Ayo + (fo.u)) = a{fi. Aus + u)



als auch Additivitit

(f1, QAur +u) + (puy +v)) = (/1. A + Wur + (v + v))
= (Ayo + (fo.u)) + (1yo + (fo.v)) = (f1. Auy +u) + (f1. pus + v)

sowie ( f1,u) = (fo,u) fir A = 0 und alle u € V. Damit ist f; eine lineare Fortset-
zung von fu auf V;. Da ferner fiiralle A e R, A # Ound u € V fiirv = —1u €
stets yo € I(v) gilt, ergibt sich die Abschiatzung

|(frs Auy +u)| = [Alyo — (fo. v)| = [Al[yo — y (V)]
< [Alr(v) = [All follllur = vll = [l folllAuer 4 ul],

das heiBt, f; € £(V1;R) sowie || f1]| < || foll. Die andere Ungleichung || fo|| < || f1]l
folgt aus f1|Vo = fo, womit die Gleichheit || f1]| = || fo| bewiesen ist.

3. Da V ein separabler normierter Raum tiber R ist, kann man eine abzihlbare,
in V dichte Menge E finden. Sollte der lineare Teilraum V; von V dicht in V' liegen,
dann kann man den Beweis durch Anwendung des Satzes iiber die Erweiterung durch
AbschlieBung vollenden. Anderenfalls ordnet man alle Elemente aus E, die nicht
zu V, gehoren, in einer Folge {uy }reny C E an.

Bildet man die elementare Erweiterung V; = Vg, + lin{u;} von V,, dann gibt es
nach obiger Konstruktion eine Fortsetzung f; € £(Vi;R) des Funktionals f, €
E£(Vy;R) auf V7 mit || f1|| = || fol|. Unter der induktiven Voraussetzung, dal3 fir je-
des £ € {1,...,m} schon ein Index k; € N, ein linearer Teilraum V; von V und ein
Funktional f; € £(V;;R) gefunden wurden, so daB3 Vy = V;—; + lin{ug,} eine ele-
mentare Erweiterung von V;_; ist sowie f¢|Vi—1 = fe—1 und || f¢|| = || fe—1| fiir jedes
L e{l,...,m} gilt, sind zwei Félle moglich:

Im Falle V,, = V hat das Funktional f,, die gewiinschten Eigenschaften, und
der Beweis ist erbracht. Anderenfalls gilt V,, # V. Sollte der lineare Teilraum V,
dicht in V liegen, dann kann man den Beweis durch Anwendung des Satzes iiber
die Erweiterung durch AbschlieBung beenden. Ansonsten wahlt man denjenigen In-
dex k,,+1 € N, der dem ersten Element der Folge {ux}ren € E entspricht, welches
nicht zum Teilraum V,, gehort. Bildet man mit Hilfe von uy,,,, die elementare Er-
weiterung Vo1 = Vi + lin{uy,, , } von Vy,, so existiert nach obiger Konstruktion
eine Fortsetzung f,,+1 € £(Viu+1;R) des Funktionals f,, € £(V;,; R) auf V,,,4; mit
I St 1l = Il Sl

Auf diese Weise kommt man entweder nach endlich vielen Schritten zu der gesuch-
ten Erweiterung, oder man erhélt unendliche Folgen {V,,}men und { f;, }men linearer
Teilrdume V,, von V bzw. linearer Funktionale f,, € £(V;y;R), so dalB V,;,—1 C Vj,
JnlVim—1 = fw—1 und || fml = || fim—1|| fir jedes m € N gilt. Dabei gehort jedes
Element von E und jedes Element der linearen Hiille lin £ zu einem Teilraum V,.



Ist u € lin E gegeben, so gibt es nach der vorigen Bemerkung einen Index m € N,
so daBB u € V,, gilt. Setzt man (foo,u) = (fu,u), dann hingt die Definition des
Wertes ( foo, u) nicht von der Wahl von m € N ab, denn aus u € V,, und u € V; folgt
zum Beispiel fiir m < £ stets V,,, C V; und deshalb ( f,,,, u) = (f¢, u).

Das auf diese Weise korrekt definierte Funktional f : lin E — R ist additiv und
homogen: Sind ndmlich u, v € lin E sowie A € R, dann findet man Indizes m, £ € N
mitu € Vi, v € Vy sowie ( foo, u) = (fn, u) und ( foo, v) = (f, v). Gilt zum Beispiel
m < {, dann folgt u + v € V; und somit

(foort +0) = (fe.u +v) = (fo.u) + (fe.v) = (foor U) + (foo. V).

AuBerdem gilt Au € V;,, und daher ( foo, Att) = (fin, Au) = A{fm, u) = A{foo,u). Da
auch foo|Vo = fo gilt, ist f eine lineare Fortsetzung von f, auflin E. Ferner gilt

(oo )l = [{fm. )| = | fnllluell = 1l foll el

das heibt, foo € £(lin E;R) sowie || fooll < | foll. Die Ungleichung | foll < || fooll
folgt aus fo|Vo = fo, woraus sich || fool| = || fo|| ergibt.

Die Anwendung des Satzes tiber die Erweiterung durch AbschlieBung liefert die
gewiinschte Erweiterung f: Der Definitionsbereich von f ist ndmlich die Abschlie-
Bung der linearen Hiille lin £ in V, also der ganze Raum V, da E in V dicht liegt.
AuBerdem geniigt f € £(V;R) den Beziehungen f|lin E = f, sowie || f|| = || fooll
und damit f[Vo = fo sowie || /| = [ fol. O

Satz von Hahn-Banach uber die Erweiterung komplex-linearer Funktionale.
Ist V4 ein linearer Teilraum eines separablen linearen normierten Raumes V' iiber C,
dann gibt es fiir jedes komplex-lineare Funktional f, € £(V,;C) eine komplex-
lineare Erweiterung f € £(V;C), fir die f|Vo = fo sowie || f|| = || foll gilt.

Beweis. 1. Ist (V,C) ein linearer (normierter) Raum tiber C, so ist (V,R) ein linea-
rer (normierter) Raum tiber R, wenn man fiir die Elemente aus V' nur die skalare
Multiplikation mit reellen Zahlen zulaSt.

2. Definiert man fiir das komplex-lineare Funktional f, € £(Vp; C) den Realteil
go : (Vo,R) — R und den Imagindrteil hy : (Vy,R) — R durch

(go,u) = Re(fo,u) und (ho,u) = Im(fo,u) firu eV,

so erhilt man offenbar reell-lineare Funktionale auf (Vy,R). Es gilt auch gg, h¢ €
£(Vo; R), denn fiir alle u € V,, bekommt man die Abschatzungen |{(go, u)| < || foll llu||
sowie [(ho, u)| < || folll[u|| und somit auch o]l < || foll sowie [|hol| =< || fol-

Ferner ergibt sich aus der Darstellung ( fo, u) = (go, u) +i{ho, u) fiir u € V4 sofort

(g()’iu) + l(hO’lu) = (f(),ll/l) = l(fo»“) = l(go’u> - <h0’u)7
das heil3t, (ho,u) = —(go, iu) und somit { fo,u) = (go,u) —i{go,iu) firalle u € V5.
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3. Da (Vp,R) ein linearer Teilraum des separablen linearen normierten Raums
(V,R) ist, existiert aufgrund des Satzes von Hahn-Banach tiiber die Erweiterung reell-
linearer Funktionale fiir das Funktional gg € £(Vy; R) eine reell-lineare Fortsetzung
g€ L(V;R)mit g|Vo = go und ||g|| = ||go|. Somit wird durch die Vorschrift

(fiu) =(g,u) —i(g,iu) firuelV,

ein komplex-lineares Funktional f : (V,C) — C definiert, denn fiir alle u, v € V
sowie «, B € R gilt sowohl

(fou+v) = (g.u+v)—i(gi(u+v))
= (g, u) —i(g.iu) + (g, v) —i(g.iv) = (fru) + (£, v)
als auch
(/. (@ + Bi)u) = (g, (@ + Pi)u) —i(g. (@i — pu)
= a((g.u) —i(g.iu)) + Bi((g.u) —ig.iu)) = a{fiu) + Bi{fu).
AuBerdem folgt aus g|Vy = go auch f |V, = fy, denn man hat

(ﬂ M) = (g,M) _l<g’lu) = (g(),u) _l<g0’lu> = (fo,M) fﬁrjedesu € VO-
Werden u € V beliebig vorgegeben und r € R, r > 0 sowie u € C, || = 1 derart
gewahlt, daB3 ( f,u) = ru gilt, so ergibt sich
[(fou)|l =r =rpp = a(fou) = Re(f, mu) = (g, pu) < [gll[ull = (gl

und wegen [|g|| = lIgoll = [ foll auch |[(f,u)| = | follllu]l, das heiBt, f e £(V:C)
sowie || f|| < |l foll. Die andere Ungleichung || fo|| < || f|| folgt aus f|Vo = fo, womit
die Gleichheit || f|| = || fo|| bewiesen ist. O

Trennungssatz. Sei (V,| ||) ein separabler linearer normierter Raum tiber K, V; ein
linearer Teilraum von V und u; € V ein Element mit § = inf {|lu; —v|| : v € Vp} > 0.
Dann existiert ein Funktional f € £(V;K), sodaB || f| = 1, {(f,u;) = & sowie
(f,v) =0 fir alle v € Vj gilt.

Beweis. 1. Das Element u; € V, u; ¢ V, wird zunédchst zur elementaren Erweiterung
Vi = Vo + lin{u;} von V; herangezogen. Da die Summe algebraisch direkt ist, 1aBt
sich ein lineares Funktional f; : V; — K durch

(fi,v+Auy) =218 firallevelyundA eK
definieren, denn fiir alle « € K sowie A, u € Kund v, u € V, erhidlt man Homogenitat

(fi.a( + Auy)) = (fi,av + adu;) = aAd = a(f1, v + Auy)
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sowie Additivitat

(f1. (v + Aur) + (u + pur)) = (f1, (v +u) + (A + wug)
= A8+ ué = (fi, v+ Aur) + (i, u + puy).

Nach Konstruktion gilt sowohl { f1,u,) = & als auch ( f1,v) = 0 firalle v € V.
2. Dafiir alle A € K, A # 0 und v € V, nach Definition des Abstands § > 0 auch

s + vl = (Al + 2] = 1418 = 1A8] = (/1.0 + )|

gilt, erhdlt man f; € £(V7;K) sowie || f1| < 1.
Sei ¢ > 0 beliebig fixiert. Wahlt man vy € Vj derart, daB 6 < |[u; —vo|| <6 + ¢
gilt, dann folgt

§ = (fr,u1) = (f1,ur —vo) = [ fillllur —voll = I AAlI(S + &).

Es ergibt sich || f1]| > 5‘% und somit || f1]| > 1 wegen der Beliebigkeit von ¢ > 0, also

insgesamt || f1|| = 1. SchlieBlich liefert der Satz von Hahn-Banach die gewtiinschte
Erweiterung f € £(V;K) von f; mit f|V; = f; sowie || f|| = || f1|, und man erhalt

lfIl=1,(fiu;) =8sowie (f,v) =0 fiurallev € V. OJ



