
Vorlesung 13

Folgen linearer stetiger Abbildungen

Prinzip der gleichgradigen Beschränktheit. Sei .V; k kV / ein Banach-Raum, fer-
ner .W; k kW / ein linearer normierter Raum über demselben Körper K 2 fR;Cg

sowie M eine Teilmenge von L.V IW /. Ist die Menge M.u/ D fT u 2 W W T 2 M g
für jedes u 2 V in W beschränkt, dann ist auch M in L.V IW / beschränkt.

Beweis. 1. Wegen M � L.V IW / sind die Mengen
˚
u 2 V W kT ukW � m

	
für alle

m 2 N und T 2M in V abgeschlossen und somit auch der Durchschnitt

Em D \T2M
˚
u 2 V W kT ukW � m

	
D
˚
u 2 V W kT ukW � m für alle T 2M

	
für jedes m 2 N. Da für jedes u 2 V die Menge M.u/ D fT u 2 W W T 2 M g in W
beschränkt ist, existiert ein m 2 N, so daß kT ukW � m für alle T 2 M gilt. Daraus
ergibt sich u 2 Em und somit V D [m2NEm.

2. Nach dem Kategoriensatz von Baire kann der Banach-Raum .V; k k/ keine ab-
zählbare Vereinigung von nirgends dichten Teilmengen von V sein, das heißt, es gibt
einen Index k 2 N, so daß die Menge Ek keine nirgends dichte Menge ist. Da Ek
abgeschlossen ist, folgt daraus intEk D int clEk ¤ ¿. Somit existiert eine abge-
schlossene Kugel K.v; ı/ � Ek mit ı > 0, mit anderen Worten, es gilt

kT ukW � k für jedes T 2M und alle u 2 V mit ku � vkV � ı:

Daraus folgt für jedes T 2 M und alle u 2 V mit kukV D 1 wegen v 2 Ek und
v C ıu 2 K.v; ı/ � Ek die Abschätzung

kT ukW D
1
ı
kT .v C ıu/ � T vkW �

2k
ı

und somit kT k � 2k
ı

für alle T 2M . �

Lokal gleichmäßige und punktweise Konvergenz. Seien .V; k kV / ein Banach-
Raum und .W; k kW / ein linearer normierter Raum über demselben Körper K sowie
fTkgk2N � L.V IW / eine Folge linearer stetiger Abbildungen.

1. Man sagt, die Folge fTkgk2N konvergiert lokal gleichmäßig gegen einen Grenz-
wert T 2 L.V IW /, wenn limk!1 kTk � T k D 0 gilt.

2. Konvergiert die Folge fTkgk2N punktweise gegen den Grenzwert T W V ! W ,
das heißt, gilt limk!1 kTku � T ukW D 0 für alle u 2 V , dann ist die Folge fTkgk2N

beschränkt in L.V IW /, und für den Grenzwert gilt T 2 L.V IW / sowie die Norm-
abschätzung kT k � lim infk!1 kTkk.
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Beweis. 1. Konvergiert die Folge fTkugk2N � W für jedes u 2 V in W gegen einen
Grenzwert T u 2 W , dann ist die dadurch definierte Abbildung T W V ! W linear:
Geht man in der für alle ˛, ˇ 2 K und u, v 2 V geltenden Beziehung

kT .˛uC ˇv/ � .˛T uC ˇT v/kW � kT .˛uC ˇv/ � Tk.˛uC ˇv/kW

C j˛jkTku � T ukW C jˇjkTkv � T vkW

zur Grenze k !1 über, so erhält man T .˛uC ˇv/ D ˛T uC ˇT v.
2. Da für jedes u 2 V stets limk!1 kTkukW D kT ukW gilt, ist die Folge fTkugk2N

für jedes u 2 V in W beschränkt. Das Prinzip der gleichgradigen Beschränkheit
liefert somit die Beschränktheit der Folge fkTkkgk2N in R. Daraus folgt

kT ukW D lim
k!1

kTkukW D lim inf
k!1

kTkukW � lim inf
k!1

kTkkkukV

für alle u 2 V und somit T 2 L.V IW / sowie kT k � lim infk!1 kTkk. �

Satz von Banach-Steinhaus. Seien .V; k kV / ein Banach-Raum und .W; k kW / ein
linearer normierter Raum über demselben Körper K. Die Folge fTkgk2N � L.V IW /

konvergiert genau dann punktweise gegen den Grenzwert T0 2 L.V IW /, wenn die
beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. Die Folge fTkgk2N � L.V IW / ist beschränkt in L.V IW /.
2. Es gibt eine Menge E � V mit V D cl linE, so daß die Folge fTkugk2N � W

für jedes u 2 E in W gegen den Grenzwert T0u 2 W konvergiert.

Beweis. 1. Wegen des vorhergehenden Satzes folgt aus der punktweisen Konvergenz
der Folge fTkgk2N � L.V IW / die Beschränktheit der Folge fTkgk2N in L.V IW /.

2. Seien umgekehrt die beiden angegebenen Bedingungen erfüllt. Aufgrund der
Linearität der Abbildungen Tk 2 L.V IW / für alle k 2 N [ f0g überträgt sich die
Konvergenz limk2N kTkv � T0vkW D 0 für alle v 2 E auf jedes v 2 linE. Sollte
V D linE gelten, so ist damit der Beweis bereits erbracht.

Anderenfalls ist linE ein echter linearer Teilraum von V . Sei u 2 V , u … linE be-
liebig gewählt. Wegen der Endlichkeit von M D supk2N[f0g kTkk sowie V D cl linE
gibt es zu jedem " > 0 ein v 2 linE mit ku � vkV � "

4M
. Zusammen mit

kTku � T0ukW � kTku � TkvkW C kTkv � T0vkW C kT0v � T0ukW

� kTkv � T0vkW C
�
kTkk C kT0k

�
ku � vkV

ergibt sich daraus

kTku � T0ukW � kTkv � T0vkW C
"
2

für alle k 2 N:

Da limk!1 kTkv � T0vkW D 0 für v 2 linE gilt, gibt es einen Index k0 2 N mit
kTkv � T0vkW �

"
2

für alle k 2 N, k � k0, woraus schließlich kTku � T0ukW � " für
jedes k 2 N, k � k0 folgt. �
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Konvergenz der Neumann-Reihe. Sind .V; k k/ ein Banach-Raum über K sowie
T 2 L.V IV / eine lineare stetige Abbildung, dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Die Folge fkT `k1=`g`2N konvergiert in R gegen den Grenzwert inf`2N kT
`k1=`.

2. Die Neumann-Reihe
˚Pk

`D0 T
`
	
k2N
� L.V IV / konvergiert genau dann absolut

in L.V IV /, wenn ein Index k 2 N mit kT kk < 1 existiert.
3. In diesem Falle besitzt die lineare stetige Abbildung I�T 2 L.V IV / eine Inverse

.I � T /�1 2 L.V IV /, die zugleich die Summe der konvergenten Neumann-Reihe ist:

.I � T /�1 D
P1
`D0 T

` 2 L.V IV /:

Beweis. 1. Sei " > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es ein k 2 N derart, so daß

kT kk1=k � d C " für d D inf
`2N
kT `k1=` gilt:

Setzt man M D max0�`�k�1 kT `k und wird ein beliebiger Index ` 2 N bezüglich der
Restklasse modulo k durch ` D kq`C r` mit q` 2 N [ f0g sowie r` 2 f0; 1; : : : ; k � 1g
dargestellt, dann gilt

kT `k1=` D kT r`T kq`k
1=`
� kT r`k

1=`
kT kq`k

1=`
�M 1=`

kT kkq`=` �M 1=`.d C "/kq`=`

und somit kT `k1=` �M 1=`.d C "/1�r`=`. Da lim`!1M
1=`.d C "/1�r`=` D d C " gilt,

kann man ein `0 2 N finden, so daß M 1=`.d C "/1�r`=` � d C 2" für alle ` 2 N mit
` � `0 gilt, das heißt, man erhält

d � kT `k1=` � d C 2" für alle ` 2 N, ` � `0;

woraus sich schließlich lim`!1 kT
`k1=` D d D inf`2N kT

`k1=` ergibt.
2. Konvergiert die Neumann-Reihe

˚Pk
`D0 T

`
	
k2N

in L.V IV /, dann existiert nach
dem Cauchy-Kriterium für jedes " 2 .0; 1/ ein k0 2 N, so daß die AbschätzungPkCm

`DkC1 T
`
 D PkCm

`D0 T
` �

Pk
`D0 T

`
 � "

für alle k,m 2 N mit k � k0 gilt, also insbesondere kT kC1k � " < 1 für jedes k � k0.
Gilt umgekehrt kT kk < 1 für einen Index k 2 N, dann ergibt sich aus Schritt 1

lim
`!1
kT `k1=` D inf

`2N
kT `k1=` � kT kk1=k < 1:

Wählt man ein q 2 R mit kT kk1=k � q < 1 und ein `0 2 N, so daß

kT `k � q` für alle ` 2 N, ` � `0

gilt, dann wird die Reihe
˚Pk

`D`0
kT `k

	
k2N

durch die wegen 0 � q < 1 konvergente

geometrische Reihe
˚Pk

`D`0
q`
	
k2N

majorisiert. Aus diesem Grunde konvergiert die

Neumann-Reihe
˚Pk

`D0 T
`
	
k2N

absolut in L.V IV /.
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3. In diesem Falle konvergiert die Neumann-Reihe
˚Pk

`D0 T
`
	
k2N
� L.V IV / ge-

gen einen Grenzwert A D
P1
`D0 T

` 2 L.V IV /. Da für alle k 2 N die Beziehung

.I � T /
Pk
`D0 T

` D
Pk
`D0 T

`.I � T / D
Pk
`D0 T

` �
PkC1
`D1 T

` D I � T kC1

gilt und man nach Schritt 2 für alle k 2 N, k � k0 stets die Normabschätzung
kT kC1k � " bekommt, ergibt sich.I � T /Pk

`D0 T
` � I

 D Pk
`D0 T

`.I � T / � I
 � " für jedes k 2 N, k � k0

und somit .I � T /A D A.I � T / D I , das heißt, .I � T /�1 D A 2 L.V IV /. �


