Vorlesung 13

Folgen linearer stetiger Abbildungen

Prinzip der gleichgradigen Beschranktheit. Sei (V,| ||y) ein Banach-Raum, fer-
ner (W, || |lw) ein linearer normierter Raum iiber demselben Korper K € {R,C}
sowie M eine Teilmenge von £(V; W). Ist die Menge M(u) = {Tu e W : T € M}
fiir jedes u € V in W beschriankt, dann ist auch M in £(V; W) beschréankt.

Beweis. 1. Wegen M C £(V; W) sind die Mengen {u € V : |[Tu|w < m} fir alle
m € Nund T € M in V abgeschlossen und somit auch der Durchschnitt

Em=0rem{u eV :|Tullw <m}={uecV:|Tulw <mfiralleT € M}

fir jedes m € N. Da fiir jedes u € V die Menge M(u) = {Tu e W : T ¢ M} in W
beschrinkt ist, existiert ein m € N, so daB} ||Tul||w < m firalle T € M gilt. Daraus
ergibt sich u € E,, und somit V = U,en Enm.

2. Nach dem Kategoriensatz von Baire kann der Banach-Raum (V, || ||) keine ab-
zahlbare Vereinigung von nirgends dichten Teilmengen von V sein, das heif3t, es gibt
einen Index k € N, so daB3 die Menge Ej keine nirgends dichte Menge ist. Da Ej
abgeschlossen ist, folgt daraus int £ = intcl £y # @. Somit existiert eine abge-
schlossene Kugel K(v,5) C Ex mit 6 > 0, mit anderen Worten, es gilt

|Tullw <k firjedesT € M und alleu € V mit |u —v||y <.

Daraus folgt fiir jedes T € M und alle u € V mit |ju||y = 1 wegen v € E; und
v+ éu € K(v,8) C Ex die Abschidtzung

ITulw = 1T+ 8u) = Tvllw < ¥

und somit | T|| < 2 fiiralle T € M. O

Lokal gleichmaBige und punktweise Konvergenz. Seien (V.| |y) ein Banach-
Raum und (W, | ||w) ein linearer normierter Raum tliber demselben Korper K sowie
{Tk }ken C L£(V; W) eine Folge linearer stetiger Abbildungen.

1. Man sagt, die Folge {7} }xen konvergiert lokal gleichmdifig gegen einen Grenz-
wert T € L(V; W), wenn limg_, | Tx — T|| = O gilt.

2. Konvergiert die Folge {Ty }xen punktweise gegen den Grenzwert T : V — W,
das heiB3t, gilt limg_ o || Txu — Tu||lw = O fir alle w € V', dann ist die Folge {7 }xen
beschriankt in £(V; W), und fiir den Grenzwert gilt T € £(V; W) sowie die Norm-
abschitzung || T'|| < liminfi_ o || T%|
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Beweis. 1. Konvergiert die Folge {Txu}reny C W fiir jedes u € V in W gegen einen
Grenzwert Tu € W, dann ist die dadurch definierte Abbildung 7' : V' — W linear:
Geht man in der fiir alle o, § € K und u, v € V geltenden Beziehung

IT(eu + pv) — (@Tu + BTv)llw < T (au + v) — Ti(au + fv)|w
+ o[ Teu — Tullw + (Bl Tkv — Tollw

zur Grenze k — oo iiber, so erhdlt man 7' (acu + Bv) = «Tu + BTv.

2. Dafiir jedes u € V stets limg_ o ||Trut||lw = ||Tul||w gilt, ist die Folge {Tiu}ren
fir jedes u € V in W beschriankt. Das Prinzip der gleichgradigen Beschriankheit
liefert somit die Beschrianktheit der Folge {||7% || }xen in R. Daraus folgt

ITullw = lim [[Teullw = liminf||Teu|lw < liminf||Te|||u|v
k—00 k—00 k—o0
fiir alle u € V und somit T € £(V; W) sowie ||T|| < liminfy_ oo || 7% O

Satz von Banach-Steinhaus. Seien (V, | ||y) ein Banach-Raum und (W, || ||w) ein
linearer normierter Raum tiber demselben Korper K. Die Folge {Ti }xeny C L(V; W)
konvergiert genau dann punktweise gegen den Grenzwert 7o € £(V; W), wenn die
beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Folge {Ti }xen C L(V; W) ist beschrankt in L(V; W).

2. Es gibt eine Menge £ C V mit V = cllin E, so daB3 die Folge {Tru}reny C W
fiir jedes u € E in W gegen den Grenzwert Tou € W konvergiert.

Beweis. 1. Wegen des vorhergehenden Satzes folgt aus der punktweisen Konvergenz
der Folge {Ti }xen C L(V; W) die Beschrianktheit der Folge {Tj }ren in L(V; W).

2. Seien umgekehrt die beiden angegebenen Bedingungen erfiillt. Aufgrund der
Linearitdt der Abbildungen T € L(V; W) fiir alle k € N U {0} iibertragt sich die
Konvergenz limgen ||Txv — Tov|lw = O fiir alle v € E auf jedes v € lin E. Sollte
V = lin E gelten, so ist damit der Beweis bereits erbracht.

Anderenfalls ist lin E ein echter linearer Teilraum von V. Seiu € V, u ¢ lin E be-
liebig gewihlt. Wegen der Endlichkeit von M = supyenugoy | Tk || sowie V' = cllin E
gibt es zu jedem & > O ein v € lin E mit ||u — v|ly < ;37. Zusammen mit

[Tku — Toullw < [Tk — Tevllw + [ Tev — Tov|lw + | Tov — Toullw
< |ITev — Tovllw + (ITell + I Tol) [l — vy
ergibt sich daraus
|Teu — Toullw < |Tkv — Tov|lw + 5 furallek € N.

Da limg o || Tkv — Tov|lw = O flir v € lin E gilt, gibt es einen Index ko € N mit
[Tkv — Tov|lw < 5 firalle k € N, k > ko, woraus schlieBlich || Txu — Tou|w < e fiir
jedes k € N, k > k, folgt. O
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Konvergenz der Neumann-Reihe. Sind (V,| ||) ein Banach-Raum iiber K sowie
T € £(V; V) eine lineare stetige Abbildung, dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Die Folge {||T*||'/“}¢en konvergiert in R gegen den Grenzwert infyen || T¢||/%.

2. Die Neumann-Reihe {Z?:o T, cn C £(V:V) konvergiert genau dann absolut
in £(V:; V), wenn ein Index k € N mit ||T%|| < I existiert.

3. In diesem Falle besitzt die lineare stetige Abbildung I —T € L(V; V) eine Inverse
(I —=T) ' e £(V;V), die zugleich die Summe der konvergenten Neumann-Reihe ist:

(I-T)y'=Y72,T e £(V;V).
Beweis. 1. Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es ein k € N derart, so dal3

IT¥|V* <d + ¢ fiir d = inf |T°|Y* gilt.
LeN

Setzt man M = maxo<¢<x_; || 7| und wird ein beliebiger Index £ € N beziiglich der
Restklasse modulo k durch £ = kqy + r¢ mit g € N U {0} sowierp € {0,1,...,k—1}
dargestellt, dann gilt

ITANYE = Trera | Ve < T VTR VS < MVE T[40 < MY + eyFeelt

und somit | T[4 < MY4(d 4 €)'/t Da limg_oo MY4(d + &)/t = d + ¢ gilt,
kann man ein £, € N finden, so daB M ¢(d + &)'~"¢/* < d + 2¢ fiir alle £ € N mit
£ > £, gilt, das heiB3t, man erhilt

d <||T"Y* <d +2¢ firalled e N, > £,

woraus sich schlieBlich limy_, o | T7¢]|"/¢ = d = infyen || TY||V/¢ ergibt.
2. Konvergiert die Neumann-Reihe {Zlgzo Te} ren I LV V), dann existiert nach
dem Cauchy-Kriterium fiir jedes ¢ € (0, 1) ein ky € N, so dal3 die Abschdtzung

[ T = [ T =i T < ¢

fiir alle k, m € N mit k > k gilt, also insbesondere | T**!|| < & < 1 fiir jedes k > k.
Gilt umgekehrt || T%|| < 1 fiir einen Index k € N, dann ergibt sich aus Schritt 1

lim |74 = inf | T¢"* < | T*)"* < 1.
{—00 LeN
Wihlt man ein ¢ € R mit || T%||'/* < ¢ < 1 und ein £, € N, so daB
ITY < ¢° firallel e N, £ > ¢

gilt, dann wird die Reihe {Z?:zo |T* ||}kGN
geometrische Reihe {ZIZZ t qe} reny Majorisiert. Aus diesem Grunde konvergiert die
Neumann-Reihe {35_, T* }, _ absolutin £(V; V).

durch die wegen 0 < g < 1 konvergente



3. In diesem Falle konvergiert die Neumann-Reihe {Zlgzo TZ} reny C LV V) ge-
gen einen Grenzwert A = Y jo, Tt € £(V; V). Da fiir alle k € N die Beziehung

k k k k
(I - T) Zé=0 Te = Z€=0 Te(l - T) = Ze:o Te - (:11 Te =1- Tk+1

gilt und man nach Schritt 2 fiir alle k € N, k > kg stets die Normabschiatzung
|T**+1|| < & bekommt, ergibt sich

| =TS T~ 1| = | XTI —~T)— 1| <& firjedesk € N,k > ko
und somit (I —T)A = A(I —T) = I,dasheiBt, / —T) ' = A€ £(V;V). OJ



