Vorlesung 15

Duale Raume und punktweise Konvergenz

Duale Raume. Ist (V, || ||y) ein Banach-Raum iiber K, so wird der mit der Norm

£l = sup {|{(fu)l:ueV. ully <1} fir f € £(V:K)

ausgestattete Banach-Raum V* = £(V;K) dualer Raum von (V, || |y) genannt.

Prinzip der gleichgradigen Beschranktheit fiir Funktionale. Sei (V,| |y) ein
Banach-Raum tiiber K sowie £ C V*. Ist die Menge {(f, uy e K: f € E} fiir
jedes u € V in K beschrinkt, dann ist auch E in V* beschriankt.

Punktweise Konvergenz von Funktionalen. Sei (V,| ||y) ein Banach-Raum iiber
dem Korper K. Konvergiert die Folge { fx}xenwy C V* auf V punktweise gegen einen
Grenzwert f : V — K, das heiBt, gilt limg_ oo ( fx,u) = (f,u) fir alleu € V, dann
ist die Folge { fx }xen beschrankt in V'*, und fiir den Grenzwert gilt f € V'* sowie die
Normabschétzung || f ||y < liminfg_ o || fi|lv*-

Satz von Banach-Steinhaus fiir Funktionale. Ist (V,| |y)ein Banach-Raum liber
dem Korper K, so konvergiert die Folge { fx }xen C V* genau dann punktweise auf V
gegen den Grenzwert f € V*, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
1. Die Folge { fx }xen C V™ ist beschrinkt in V'*.
2. Es gibt eine Menge D C V mit V' = cllin D, so daB die Folge {( fx,u)}keny C K
fiir jedes u € D in K gegen den Grenzwert ( f, u) € K konvergiert.

Konvergenzkriterium. Sei (V,| ||y) ein Banach-Raum iiber K. Konvergiert die
Folge { fx }xen C V* punktweise auf V' gegen den Grenzwert f € V* und die Folge
{urtren C V in V gegen den Grenzwert u € V, dann gilt limg o0 ( fx, ux) = (f, u).

Beweis. Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt die Abschédtzung

| uie) = (fou)| < [ =) + [ (e = fo)] < frellvsllure —ullv + [{fe = fou)

fir alle k € N. Da die Folge { fx }xen nach dem Satz von Banach-Steinhaus in V'*
beschriankt ist sowie limyg o || ux — u|ly = 0 und limg— o |{ fx — f,u)| = 0 gelten,
folgt daraus limg oo ( fx, ur) = (f. u). O
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Topologie der punktweisen Konvergenz. Sei (V, || |y) ein Banach-Raum iiber K.
1. Eine Teilmenge E C V* heil3t offen beziiglich der punktweisen Konvergenz, wenn
es fiir jedes f € E Zahlen § > 0, n € N sowie Elemente vy, ..., v, C V gibt, so dal

{g €V isupioe, (g — five)| <8} CE.

2. Eine Folge { fx}kren C V™ konvergiert genau dann punktweise gegen f € V*,
wenn es flr jede beziiglich der punktweisen Konvergenz offene Menge £ C V* mit
f € E einen Index ko € N gibt, so daB f; € E fiir alle k € N mit k > k, gilt.

Beweis. Seien { fx}xen C V* eine Folge und f € V* ein Funktional, so daB3 es fiir
jede bezliglich der punktweisen Konvergenz offene Menge £ C V* mit f € E einen
Index ko € N gibt, so daB3 f; € E fiir alle k € N mit k > k gilt. Wird v € V beliebig
fixiert, so betrachtet man fiir jedes £ € N die beziiglich der punktweisen Konvergenz
offene Menge

Ec={geV*:|(g— fiv) < ¢} CV* mit f € Ey.

Nach Voraussetzung existiert dann fiir jedes £ € N ein k;, € N, so dal} f; € E, fiir
alle k € N mit k > k, gilt, das heil3t,

[(fi — fiv)| < ¢ firallek € N,k > k;und £ € N.

Daraus folgt lim sup;_, o, [{fx — f,v)| < % fir jedes £ € N und somit die punktweise
Konvergenz limg o0 [{ fx — f,v)| = 0 flirjedesv € V.

Sei umgekehrt { fx }renw C V* eine Folge, die punktweise gegen einen Grenzwert
f € V* konvergiert, das heil3t, es gilt limg_. o |{fx — f,v)| = O fiir alle v € V. Sei
ferner eine beziiglich der punktweisen Konvergenz offene Menge

E={geV*:supj, {g— five)l <8} CV* mit f € E

fiir beliebige n € N, § > 0 sowie vq,...,v, € V vorgegeben. Da nach Voraussetzung
limg oo |[{(fe — five)| = O fiir alle £ € {1,...,n} gilt, existiert ein kg € N, so daBl
fr € E fur alle k € N mit k > k gilt. OJ

3. Eine Teilmenge K C V* heil3t relativ kompakt beziiglich punktweiser Konvergenz,
wenn fiir jede Folge { fx}xen C K eine wachsende Folge {k,,}meny C N existiert, so
daB { fx,, }men C K punktweise auf V' gegen einen Grenzwert f € V* konvergiert.

4. Man nennt eine Teilmenge K C V* kompakt beziiglich punktweiser Konvergenz,
wenn fiir jede Folge { fx }xenv C K eine wachsende Folge {k,,}men C N existiert, so
daB { fx,, }men C K punktweise auf V' gegen einen Grenzwert f € K konvergiert.
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Beschranktheit relativ kompakter Mengen. Ist (V, || ||y) ein Banach-Raum tiiber
dem Korper K, dann ist jede beziiglich der punktweisen Konvergenz relativ kompakte
Menge K C V* in V* beschrinkt.

Beweis. Wire die beziiglich der punktweisen Konvergenz relativ kompakte Menge K
in IV* unbeschriankt, so konnte man nach dem Prinzip der gleichgradigen Beschriankt-
heitein u € V finden, so daB {(f,u) € K : f € K} unbeschrinkt wire. Somit gébe es
eine Folge { fx}xeny C K, so daB |( fx,u)| > k fiir alle k € N gilte, was der Existenz
einer punktweise konvergenten Teilfolge von { f; }xen C K widersprache. OJ

Metrisierung des dualen Raums eines separablen Banach-Raums. Ist (V,| |v)
ein separabler Banach-Raum iiber K, D = {v;}sen eine abzdhlbare dichte Menge
in VV und K eine in V* beschriankte Teilmenge, so gelten folgende Aussagen:

1. Analog zur Metrik im Raum (s, p) aller Zahlenfolgen wird durch die Vorschrift
o0

L[ —g vl
a(f.8) =)
2 2614+ [(f — g, ve)l

=1
eine Metrik d : V* x V* — R auf V* definiert.
2. Eine Folge { fx}xen C K konvergiert genau dann punktweise gegen f € V*,
wenn limg o d( fx, f) = 0 gilt.
3. Die Teilmenge K C V* ist genau dann (relativ) kompakt beziiglich punktweiser

fir f,geV*

Konvergenz, wenn sie (relativ) kompakt im metrischen Raum (V*, d) ist.

Beweis. Sei A : V* — s die Abbildung, die jedem Funktional f € V* die Folge
{{f,ve)}een € s der Werte des Funktionals auf D = {v;}yeny C V zuordnet.

1. Offenbar gilt fiir alle f, g € V*stetsd(f,g) =d(g, f) > 0.ImFalled(f,g) =0
ergibt sich nach Definition (f — g,vy) = O flir alle £ € N und somit (f — g,v) =0
fiir jedes v € lin D. Da der lineare Teilraum lin D in V dicht ist, liefert der Satz iiber
die Erweiterung durch AbschlieBung schlieBlich f = g in V'*.

Firalle f, g, h € V* gilt p(Af, Ah) < p(Af, Ag)+ p(Ag, Ah) im metrischen Raum
(s, p), woraus sich unmittelbar d(f,h) < d(f,g) + d(g, h) ergibt.

2. Es gilt genau dann limg 00 d(f, ) = limg—oo p(Afr, Af) = 0fiir f € V* und
{fi}ken C K, wenn die Konvergenzbeziehung limy oo ( fx,v¢) = (f, v¢) fiir jedes
¢ € N gilt. Wegen der Dichtheit von D = {vg}sen in V und der Beschrianktheit
der Teilmenge K in V'* ist dies nach dem Satz von Banach-Steinhaus dquivalent zur
punktweisen Konvergenz von { fx }xeny C K gegen f € V*.

3. Die Menge K C V* ist genau dann relativ kompakt beziiglich punktweiser Kon-
vergenz, wenn es fiir jede Folge { fx}kenw C K eine wachsende Folge {k,;}meny C N
gibt, so daB { fx, }men C K punktweise gegen einen Grenzwert f € V'* konvergiert.
Dies ist nach Schritt 2 gleichbedeutend mit limy,— 00 d( f%,,, /) = 0 und somit dqui-
valent zur relativen Kompaktkeit von K im metrischen Raum (V*, d).



4. Die Teilmenge K C V* ist genau dann kompakt beziiglich punktweiser Konver-
genz, wenn fiir jede Folge { fx }xenw C K eine wachsende Folge {k,,}men C N existiert,
so daB { fk, }men C K punktweise gegen einen Grenzwert f € K konvergiert. Dies
ist nach Schritt 2 dquivalent zu lim,,, d( f%,,, /) = 0 und daher gleichbedeutend
mit der Kompaktkeit von K im metrischen Raum (V*,d). O

Satz von Banach-Alaoglu. Ist (V.| |v) ein separabler Banach-Raum iiber K und
D = {v;}¢en eine abzidhlbare dichte Menge in V, so gelten folgende Aussagen:

1. Jede beschriankte Teilmenge K C V* ist relativ kompakt in (V*, d).

2. Die abgeschlossene Kugel {f eV*ifllv+ < 1} ist kompakt in (V*, d).

Beweis. Sei A : V* — s die Abbildung, die jedem Funktional f € V* die Folge
{{f, ve)}een € s der Werte des Funktionals auf D = {v;}yeny C V zuordnet.

1. Ist K eine in V* beschrinkte Teilmenge, dann gibt es eine Schranke M > 0 mit
| fllv+= < M fiir alle f € K, woraus sich die Abschdtzung

(Sl = [ f lv=llvelly < Mlvelly firalle f € K und £ € N ergibt.

Damit ist die Menge {(f,v¢) € K: f € K} fiir jedes £ € N relativ kompakt in K und
somit die Menge A[K] relativ kompakt im metrischen Raum (s, p) aller Zahlenfolgen.

Sei { fr }xren C K eine beliebig vorgegebene Folge. Dann gibt es wegen der relativen
Kompaktheit von A[K] in (s, p) eine wachsende Teilfolge {k,, }men C N und ein Folge
w = {X¢}reN € 5,50 daB lim,, . p(Afk,, w) = 0 und somit

lim (f,,,ve) = x¢ firjedes{ € N gilt.

Werden u € V und ¢ > 0 beliebig vorgegeben, dann findet man Zahlen n € N sowie
ar,...,0 € K,sodaB [[u —v|y < 537 firv = Y, ,oeve € lin D gilt. AuBerdem
folgt lim,,, oo ( f%,,, V) = ZLI aexe € K. Damit gibt es einen Index my € N, so dal
[ fx,, — f, )| < % firallem,n € N, m, n > m, gilt, woraus sich die Abschitzung

(S = Srews W) = St = )|+ {Sh — Siws 0+ [ v — V)]
< (I fiw v+ + Nl frew llv) 1t = lly 4+ { S — Srns ) < &

fir alle m, n € N, m, n > my ergibt. Damit konvergiert {{ f, , u)}men in K fiir jedes
u € V gegen einen Grenzwert ( f,u) € K, wodurch ein Funktional f € V* mit
| fllvs < liminf, e || fx,, |lv: < M definiert wird. Somit konvergiert die Teilfolge
{ fx,,ymen C K punktweise gegen den Grenzwert f € V*, woraus sich die Beziehung
limy, 00 d(fk,,» /) = 0, also die relative Kompaktheit von K in (V'*, d) ergibt.

2. Fiir die Kugel K = {f € V* : || f|lv+ < 1} liefert die obige Argumentation,
daB man fiir jede Folge { fx }xen C K eine wachsende Teilfolge {k,;, }men C N finden
kann, so daB { fx,, }men C K im metrischen Raum (V'*,d) gegen einen Grenzwert
f € K konvergiert. Damit ist die abgeschlossene Kugel K kompaktin (V*,d). O



