Vorlesung 16
Kompaktheit und punktweise Konvergenz

Satz von Banach-Mazur uber die Universalitat des Raums stetiger Funktionen.
Fiir jeden separablen Banach-Raum (V| ||y) tiber K gibt es eine lineare Isometrie
T € £(V; W) von V auf einen abgeschlossenen linearen Teilraum W des separablen
Banach-Raums (BC([0, 1]; K), || |loo)-

Beweis. 1. Sei (V, || ||v) ein separabler Banach-Raum tiber K und D = {v;}sen eine
abzidhlbare dichte Menge in V. Nach dem Satz von Banach-Alaoglu ist die abge-
schlossene Einheitskugel K = { feVv*i|fllvs < 1} eine kompakte Teilmenge des
metrischen Raums (V*, d) beziiglich der punktweisen Konvergenz auf V.

2. Aufgrund der Universalitit der Cantor-Menge C C [0, 1] existiert somit eine
stetige Abbildung A : C — (V*,d) mit A[C] = K. Konvergiert also eine Folge
{Vmimen C C gegen einen Grenzwert y € C, dann gilt limy,—o d(Aym,, Ay) = 0.
Somit konvergiert die Folge {Aym,}men C K punktweise gegen Ay € K, also gilt
limy, oo (Aym, u) = (Ay,u) fir alle u € V. Demzufolge wird durch die Zuordnung
y = (Ay,u) fir jedes u € V eine stetige Funktion Tyu : C — K auf der Cantor-
Menge C C [0, 1] definiert.

3. Der Satz tliber die stetige Erweiterung durch stlickweise affine Fortsetzung liefert
fiir jedes u € V eine stetige Erweiterung Tu : [0, 1] - K mit Tu|C = Tou : C — K,
die auf [0, 1] \ C stiickweise affin ist und die Norm invariant 148t, das heilt, es gilt

max |Tu(y)| = max |Tou(y)|.
y€[0,1] yeC
4. Da fiir jedes y € C sowie fiir alleu, v € V und «, B € K stets
(Ay,au + pv) = a(Ay,u) + f(Ay,v)

gilt, folgt zunichst die Stetigkeit von To(au + pv) = aTou + BTov : C — K. Wegen
der stiickweisen Affinitidt der Erweiterungen auf [0, 1]\ C ergibt sich fiir alleu, v € V
und «, B € K auch die Stetigkeit von 7' (ou 4+ Bv) = aTu + BTv : [0, 1] - K. Damit
ist T :V — BC([0,1];K) eine lineare Abbildung, und Schritt 2 und 3 liefert fiir alle
u, v € V die Beziechung

max [Tu(y) — Tv(y)| = max |Tou(y) — Tov(y)| = max [(Ay,u —v)]|.
yel0,1] yeC yeC

5. Seien u, v € V beliebig fixiert. Da Ay € K fiir alle y € C gilt, ergibt sich
einerseits die Abschitzung

[((Ay.u—v)| < [Ayllv«[u —vllv < [lu—vllv,

also max,ec [(Ay,u —v)| < |lu —v|y.



Andererseits kann man wegen der Separabilitit von (V, || ||y) den Trennungssatz
anwenden, um ein Funktional f, € V* mit || fo|ly= = 1 und (fo,u —v) = |[u — vy
zu finden. Wegen f; € K und A[C] = K gibt es somit einen Punkt y, € C mit
Ayo = fo € K, woraus sich (Ayg,u —v) = |[u — v||y ergibt und folglich auch

[u —vlly = (Ayo,u —v) < I;fleagl(/\y,u — )| = [lu —vlly.
Wegen Schritt 4 erhédlt man schlielich
max |Tu(y) — Tv(y)| = max |[{Ay,u —v)| = |lu—vl||y firalleu,veV.
yE[O,l] yEC
Damitist 7 : V — BC([0, 1];K) eine lineare Isometrie von (V, || ||y) auf den linea-

ren Teilraum W = T[V] von (BC([0, 1];K), | |le), der wegen der Vollstindigkeit
von (V,| |lv) ebenfalls vollstindig und somit abgeschlossen ist. O

Kompaktheitskriterium von Gelfand. Sei (V,| ||y) Banach-Raumund K C V.
1. Ist K relativ kompakt in V, dann existiert fiir jede punktweise gegen 0 € V*
konvergierende Folge { fx }xeny C V* und jedes € > 0 ein Index ko € N, so daB

[(fx,-u)| <e furallek € N, k > ko sowie jedes u € K gilt.

2.Ist (V, || |lv) separabel und gibt es fiir jede punktweise gegen 0 € V' * konvergie-
rende Folge { fx }xenw € V* und jedes ¢ > 0 einen Index k¢ € N, so dal3

[{fr.u)| <e firallek € N, k > ko sowie jedes u € K gilt,
dann ist K relativ kompakt in V.

Beweis. 1. Sei K relativ kompakt in V, { fr}ren C V* eine Folge, die punktweise
gegen 0 € V'* konvergiert und € > 0 beliebig vorgegeben. Da (V, || ||y) ein Banach-
Raum ist und die Folge {{ fx, u)}xren C K fiir jedes u € V in K beschrankt ist, liefert
das Prinzip der gleichgradigen Beschrinktheit die Existenz einer Schranke M > 0,
so daB || fx|ly+ < M fiir alle k € N gilt. Da K relativ kompakt in V ist, gibt es nach
dem Hausdorff-Kriterium ein endliches ﬁ-Netz {vi,...,vy} C K fiir K.

Wegen der punktweisen Konvergenz von { fx }reny C V* gegen 0 € V'* existiert fiir
jedes £ € {1,...,m} ein Index k; € N mit

[{fk.-ve)| <5 furallek € N, k > k; sowie jedes £ € {1,...,m}.

Da man auBlerdem zu jedem u € K ein £ € {1,...,m} mit [[u — v¢|y < 53 finden

kann, erhidlt man die Abschitzung

[{fi- )| < [{fieo ve)| + [{ fi- u —ve)| < [{ e ve)| + [ fellvellu —velly < e

firalle k € N, k > kg = max{ky,...,k,} und jedesu € K.
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2.Sei (V,| |lv) ein separabler Banach-Raum und K C V eine Teilmenge, so dal3
fiir jede punktweise gegen 0 € V* konvergierende Folge { fx}xen' € V™* und jedes
¢ > 0 ein Index k¢ € N existiert, so dal3

[(fk,u)| <e firallek € N, k > kq sowie jedes u € K gilt.

Angenommen, die Menge K C V' wire unbeschriankt. Dann kdnnte man Folgen
{urtren C K und {6 }ren C R finden, so daB ||ug|ly = 8,% und 8 > k furallek e N
gilt. Nach dem Trennungssatz gibe es fiir jedes k € N ein Funktional g € V* mit
lgxlly+ = 1 und (gx,ux) = ||ux|v. Fir die durch f; = s_igk € V* definierte Folge
{fi}ken C V* bekdme man limg_ oo || fx|lv+ = limgooo ﬁ = 0, aber gleichzeitig
auch ( fx,ux) = i(gk, Ug) = ik||uk||V = 8¢ > k fiir alle k € N im Widerspruch zur
Voraussetzung. Somit ist die Menge K in V' beschriankt.

3. Wegen der Universalitit des Raums (BC([0, 1];K), || |ls) gibt es eine lineare
Isometrie T € L(V; W) des separablen Banach-Raums V' auf einen abgeschlossenen
Teilraum W = T[V] von BC([0, 1]; K). Es soll mit Hilfe des Satzes von Ascoli ge-
zeigt werden, dal3 T [K] relativ kompakt in (BC([0, 1];K), || |lo) ist: Offenbar ist das
isometrische Bild T[K] der in V beschriankten Menge K in BC ([0, 1]; K) beschrankt.

4. Angenommen, die Menge T[K] C BC([0, 1]; K) wire nicht gleichméfBig gleich-
gradig stetig. Dann konnte man ein ¢ > 0, eine Folge {uzlren C K sowie zwei
Zahlenfolgen {x¢ }xen, { Vi }ken C [0, 1] finden, so dal3

|xx — yie| < % und |Tu(xg) — Tu(yx)| > ¢ fiiralle k € N gelten wiirde

und durch Auswahl einer Teilfolge erreicht werden, daB3 {x;}ren C [0, 1] und damit
auch {yx}ren C [0, 1] gegen einen Grenzwert x, € [0, 1] konvergieren wiirde.
5. Durch die Vorschrift

(fr u) = Tu(xg) —Tu(yx) furkeNundu eV

wiirde eine Folge von linearen Abbildungen f; : V — K definiert werden, denn fiir
alleu, v € V und «, B € K erhielte man wegen T € £(V; W) die Identitit

(fioau + Bv) = T(au + Bv)(xx) — T(au + fv)(yr)
= a(Tu(xx) — Tu(ye)) + B(Tv(xx) — Tv(yx))
= a(fk,u) + B{fk,v)

fiir alle k € N. AuBBerdem ergibe sich fiir alle k € N und u € V die Abschidtzung
(i) = |Tu) = Tu(r)| < |Tui)| +1Tu(yo)l <2 max [Tu(y)| = 2July.

das heil3t, man bekdme { f; }xeny C V* sowie || fx|lv+ < 2 fiir alle k € N.



6. Da Tu € BC([0, 1];K) eine stetige Funktion ist, erhielte man nach Schritt 4
klim (fe. u) = klim (Tu(xk) — Tu(ye)) = Tu(xo) — Tu(xo) =0 firjedesu € V
—00 —00

und somit die punktweise Konvergenz der Folge { fx }xenw C V* gegen 0 € V*. Nach
Voraussetzung wiirde somit ein Index k¢ € N existieren, so daf3

|[Tu(xx) — Tu(yr)| = |{fx.-u)| <e furallek € N, k > ko sowie jedesu € K

gelten wiirde, was der Wahl der Folgen {xx }xen, {Vk }ken C [0, 1] in Schritt 4 wider-
spriache. Damit ist die gleichmiBig gleichgradige Stetigkeit von T[K] C BC(]0, 1]; K)
bewiesen. Der Satz von Ascoli liefert somit die relative Kompaktheit der Menge 7' [K]
in BC(]0, 1]; K), woraus sich schlieBlich die relative Kompaktheit des isometrischen
Urbilds K in V ergibt. 0



