
Vorlesung 16

Kompaktheit und punktweise Konvergenz

Satz von Banach-Mazur über die Universalität des Raums stetiger Funktionen.
Für jeden separablen Banach-Raum .V; k kV / über K gibt es eine lineare Isometrie
T 2 L.V IW / von V auf einen abgeschlossenen linearen Teilraum W des separablen
Banach-Raums .BC.Œ0; 1�IK/; k k1/.

Beweis. 1. Sei .V; k kV / ein separabler Banach-Raum über K und D D fv`g`2N eine
abzählbare dichte Menge in V . Nach dem Satz von Banach-Alaoglu ist die abge-
schlossene Einheitskugel K D

˚
f 2 V � W kf kV � � 1

	
eine kompakte Teilmenge des

metrischen Raums .V �; d / bezüglich der punktweisen Konvergenz auf V .
2. Aufgrund der Universalität der Cantor-Menge C � Œ0; 1� existiert somit eine

stetige Abbildung ƒ W C ! .V �; d / mit ƒŒC � D K. Konvergiert also eine Folge
fymgm2N � C gegen einen Grenzwert y 2 C , dann gilt limm!1 d.ƒym; ƒy/ D 0.
Somit konvergiert die Folge fƒymgm2N � K punktweise gegen ƒy 2 K, also gilt
limm!1hƒym; ui D hƒy; ui für alle u 2 V . Demzufolge wird durch die Zuordnung
y 7! hƒy; ui für jedes u 2 V eine stetige Funktion T0u W C ! K auf der Cantor-
Menge C � Œ0; 1� definiert.

3. Der Satz über die stetige Erweiterung durch stückweise affine Fortsetzung liefert
für jedes u 2 V eine stetige Erweiterung T u W Œ0; 1�! K mit T ujC D T0u W C ! K,
die auf Œ0; 1� n C stückweise affin ist und die Norm invariant läßt, das heißt, es gilt

max
y2Œ0;1�

jT u.y/j D max
y2C
jT0u.y/j:

4. Da für jedes y 2 C sowie für alle u, v 2 V und ˛, ˇ 2 K stets

hƒy; ˛uC ˇvi D ˛hƒy; ui C ˇhƒy; vi

gilt, folgt zunächst die Stetigkeit von T0.˛uC ˇv/ D ˛T0uC ˇT0v W C ! K. Wegen
der stückweisen Affinität der Erweiterungen auf Œ0; 1�nC ergibt sich für alle u, v 2 V
und ˛, ˇ 2 K auch die Stetigkeit von T .˛uCˇv/ D ˛T uCˇT v W Œ0; 1�! K. Damit
ist T W V ! BC.Œ0; 1�IK/ eine lineare Abbildung, und Schritt 2 und 3 liefert für alle
u, v 2 V die Beziehung

max
y2Œ0;1�

jT u.y/ � T v.y/j D max
y2C
jT0u.y/ � T0v.y/j D max

y2C
jhƒy; u � vij:

5. Seien u, v 2 V beliebig fixiert. Da ƒy 2 K für alle y 2 C gilt, ergibt sich
einerseits die Abschätzung

jhƒy; u � vij � kƒykV �ku � vkV � ku � vkV ;

also maxy2C jhƒy; u � vij � ku � vkV .
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Andererseits kann man wegen der Separabilität von .V; k kV / den Trennungssatz
anwenden, um ein Funktional f0 2 V � mit kf0kV � D 1 und hf0; u � vi D ku � vkV
zu finden. Wegen f0 2 K und ƒŒC � D K gibt es somit einen Punkt y0 2 C mit
ƒy0 D f0 2 K, woraus sich hƒy0; u � vi D ku � vkV ergibt und folglich auch

ku � vkV D hƒy0; u � vi � max
y2C
jhƒy; u � vij � ku � vkV :

Wegen Schritt 4 erhält man schließlich

max
y2Œ0;1�

jT u.y/ � T v.y/j D max
y2C
jhƒy; u � vij D ku � vkV für alle u, v 2 V :

Damit ist T W V ! BC.Œ0; 1�IK/ eine lineare Isometrie von .V; k kV / auf den linea-
ren Teilraum W D T ŒV � von .BC.Œ0; 1�IK/; k k1/, der wegen der Vollständigkeit
von .V; k kV / ebenfalls vollständig und somit abgeschlossen ist. �

Kompaktheitskriterium von Gelfand. Sei .V; k kV / Banach-Raum und K � V .
1. Ist K relativ kompakt in V , dann existiert für jede punktweise gegen 0 2 V �

konvergierende Folge ffkgk2N � V
� und jedes " > 0 ein Index k0 2 N, so daß

jhfk; uij < " für alle k 2 N, k � k0 sowie jedes u 2 K gilt:

2. Ist .V; k kV / separabel und gibt es für jede punktweise gegen 0 2 V � konvergie-
rende Folge ffkgk2N � V

� und jedes " > 0 einen Index k0 2 N, so daß

jhfk; uij < " für alle k 2 N, k � k0 sowie jedes u 2 K gilt;

dann ist K relativ kompakt in V .

Beweis. 1. Sei K relativ kompakt in V , ffkgk2N � V � eine Folge, die punktweise
gegen 0 2 V � konvergiert und " > 0 beliebig vorgegeben. Da .V; k kV / ein Banach-
Raum ist und die Folge fhfk; uigk2N � K für jedes u 2 V in K beschränkt ist, liefert
das Prinzip der gleichgradigen Beschränktheit die Existenz einer Schranke M > 0,
so daß kfkkV � � M für alle k 2 N gilt. Da K relativ kompakt in V ist, gibt es nach
dem Hausdorff-Kriterium ein endliches "

2M
-Netz fv1; : : : ; vmg � K für K.

Wegen der punktweisen Konvergenz von ffkgk2N � V
� gegen 0 2 V � existiert für

jedes ` 2 f1; : : : ; mg ein Index k` 2 N mit

jhfk; v`ij <
"
2

für alle k 2 N, k � k` sowie jedes ` 2 f1; : : : ; mg:

Da man außerdem zu jedem u 2 K ein ` 2 f1; : : : ; mg mit ku � v`kV < "
2M

finden
kann, erhält man die Abschätzung

jhfk; uij � jhfk; v`ij C jhfk; u � v`ij � jhfk; v`ij C kfkkV �ku � v`kV < "

für alle k 2 N, k � k0 D maxfk1; : : : ; kmg und jedes u 2 K.
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2. Sei .V; k kV / ein separabler Banach-Raum und K � V eine Teilmenge, so daß
für jede punktweise gegen 0 2 V � konvergierende Folge ffkgk2N � V � und jedes
" > 0 ein Index k0 2 N existiert, so daß

jhfk; uij < " für alle k 2 N, k � k0 sowie jedes u 2 K gilt:

Angenommen, die Menge K � V wäre unbeschränkt. Dann könnte man Folgen
fukgk2N � K und fıkgk2N � R finden, so daß kukkV D ı2k und ık � k für alle k 2 N

gilt. Nach dem Trennungssatz gäbe es für jedes k 2 N ein Funktional gk 2 V � mit
kgkkV � D 1 und hgk; uki D kukkV . Für die durch fk D 1

ık
gk 2 V

� definierte Folge
ffkgk2N � V � bekäme man limk!1 kfkkV � D limk!1

1
ık
D 0, aber gleichzeitig

auch hfk; uki D 1
ık
hgk; uki D

1
ık
kukkV D ık � k für alle k 2 N im Widerspruch zur

Voraussetzung. Somit ist die Menge K in V beschränkt.
3. Wegen der Universalität des Raums .BC.Œ0; 1�IK/; k k1/ gibt es eine lineare

Isometrie T 2 L.V IW / des separablen Banach-Raums V auf einen abgeschlossenen
Teilraum W D T ŒV � von BC.Œ0; 1�IK/. Es soll mit Hilfe des Satzes von Ascoli ge-
zeigt werden, daß T ŒK� relativ kompakt in .BC.Œ0; 1�IK/; k k1/ ist: Offenbar ist das
isometrische Bild T ŒK� der in V beschränkten MengeK in BC.Œ0; 1�IK/ beschränkt.

4. Angenommen, die Menge T ŒK� � BC.Œ0; 1�IK/ wäre nicht gleichmäßig gleich-
gradig stetig. Dann könnte man ein " > 0, eine Folge fukgk2N � K sowie zwei
Zahlenfolgen fxkgk2N , fykgk2N � Œ0; 1� finden, so daß

jxk � ykj �
1
k

und jT u.xk/ � T u.yk/j � " für alle k 2 N gelten würde

und durch Auswahl einer Teilfolge erreicht werden, daß fxkgk2N � Œ0; 1� und damit
auch fykgk2N � Œ0; 1� gegen einen Grenzwert x0 2 Œ0; 1� konvergieren würde.

5. Durch die Vorschrift

hfk; ui D T u.xk/ � T u.yk/ für k 2 N und u 2 V

würde eine Folge von linearen Abbildungen fk W V ! K definiert werden, denn für
alle u, v 2 V und ˛, ˇ 2 K erhielte man wegen T 2 L.V IW / die Identität

hfk; ˛uC ˇvi D T .˛uC ˇv/.xk/ � T .˛uC ˇv/.yk/

D ˛
�
T u.xk/ � T u.yk/

�
C ˇ

�
T v.xk/ � T v.yk/

�
D ˛hfk; ui C ˇhfk; vi

für alle k 2 N. Außerdem ergäbe sich für alle k 2 N und u 2 V die Abschätzung

jhfk; uij D jT u.xk/ � T u.yk/j � jT u.xk/j C jT u.yk/j � 2 max
y2Œ0;1�

jT u.y/j D 2kukV ;

das heißt, man bekäme ffkgk2N � V
� sowie kfkkV � � 2 für alle k 2 N.
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6. Da T u 2 BC.Œ0; 1�IK/ eine stetige Funktion ist, erhielte man nach Schritt 4

lim
k!1
hfk; ui D lim

k!1

�
T u.xk/ � T u.yk/

�
D T u.x0/ � T u.x0/ D 0 für jedes u 2 V

und somit die punktweise Konvergenz der Folge ffkgk2N � V
� gegen 0 2 V �. Nach

Voraussetzung würde somit ein Index k0 2 N existieren, so daß

jT u.xk/ � T u.yk/j D jhfk; uij < " für alle k 2 N, k � k0 sowie jedes u 2 K

gelten würde, was der Wahl der Folgen fxkgk2N , fykgk2N � Œ0; 1� in Schritt 4 wider-
spräche. Damit ist die gleichmäßig gleichgradige Stetigkeit von T ŒK� � BC.Œ0; 1�IK/
bewiesen. Der Satz von Ascoli liefert somit die relative Kompaktheit der Menge T ŒK�
in BC.Œ0; 1�IK/, woraus sich schließlich die relative Kompaktheit des isometrischen
Urbilds K in V ergibt. �


