
Vorlesung 17

Biduale Räume und schwache Konvergenz

Biduale Räume. Sei .V; k kV / ein Banach-Raum über K.
1. Man bezeichnet den mit der Norm

khkV �� D sup
˚
jhh; f ij W f 2 V �; kf kV � � 1

	
für h 2 L.V �IK/

ausgestatteten Banach-Raum V �� D L.V �IK/ als bidualen Raum von .V; k kV /.
2. Jedem u 2 V wird durch die Vorschrift

hJu; f i D hf; ui für alle f 2 V �

ein Funktional Ju 2 V �� zugeordnet. Die dadurch definierte lineare stetige Abbil-
dung J 2 L.V IV ��/ heißt natürliche Einbettung von V in den bidualen Raum V ��.

Beweis. Sei u 2 V vorgegeben. Aufgrund der Definition hJu; f i D hf; ui und der
Abschätzung jhJu; f ij � kf kV �kukV für alle f 2 V � ist Ju W V � ! K eine lineare
stetige Abbildung mit kJukV �� � kukV für jedes u 2 V . Somit wird nach Definition
hJu; f i D hf; ui durch die Zuordnung u 7! Ju eine lineare und stetige Abbildung
J W V ! V �� definiert. �

Duale Norm in separablen Banach-Räumen. Ist .V; k kV / ein separabler Banach-
Raum über K, so gelten die folgenden Aussagen:

1. Für jedes u 2 V , u ¤ 0 gibt es ein f 2 V � mit kf kV � D 1 und hf; ui D kukV .
2. Erfüllt u 2 V die Identität hf; ui D 0 für alle f 2 V �, dann gilt u D 0.
3. Für alle u 2 V gilt kukV D sup

˚
jhf; uij W f 2 V �; kf kV � � 1

	
.

Beweis. 1. Für jedes u 2 V mit kukV > 0 liefert der Trennungssatz für den linea-
ren Teilraum V0 D f0g des separablen Banach-Raums .V; k kV / die Existenz eines
Funktionals f 2 V � mit hf; ui D inf

˚
ku � vkV W v 2 V0

	
D kukV und kf kV � D 1.

2. Hat u 2 V die Eigenschaft, daß hf; ui D 0 für alle f 2 V � gilt, dann folgt aus
Schritt 1 sofort u D 0.

3. Sei u 2 V beliebig fixiert. Da jhg; uij � kgkV �kukV für jedes g 2 V � gilt, folgt

sup
˚
jhg; uij W g 2 V �; kgkV � � 1

	
� kukV :

Da im Falle u D 0 nichts zu beweisen ist, kann man annehmen, daß kukV > 0

gilt. Aus Schritt 1 folgt die Existenz eines Funktionals f 2 V � mit kf kV � D 1 und
hf; ui D kukV . Zusammen mit der obigen Abschätzung ergibt sich daraus

kukV D hf; ui � sup
˚
jhg; uij W g 2 V �; kgkV � � 1

	
� kukV ;

womit die Behauptung bewiesen ist. �
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Isometrische Einbettung separabler Banach-Räume in ihre bidualen Räume.
Ist .V; k kV / ein separabler Banach-Raum über K, dann ist die natürliche Einbettung
J 2 L.V IV ��/ von V in den bidualen Raum V �� eine Isometrie von V auf den
abgeschlossenen linearen Teilraum J ŒV � von V ��.

Beweis. Aufgrund der Definition hJu; gi D hg; ui für g 2 V � und u 2 V gilt für die
natürliche Einbettung J 2 L.V IV ��/ von V in den bidualen Raum V �� die Identität

sup
˚
jhJu; gij W g 2 V �; kgkV � � 1

	
D sup

˚
jhg; uij W g 2 V �; kgkV � � 1

	
D kukV ;

woraus sich kJukV �� D kukV für alle u 2 V ergibt. Da .V; k kV / ein Banach-Raum
ist, muß auch dessen isometrisches Bild J ŒV � ein vollständiger und somit abgeschlos-
sener linearer Teilraum von V �� sein. �

Prinzip der gleichgradigen Beschränktheit. Sei .V; k kV / ein separabler Banach-
Raum über K sowie E � V . Ist die Menge

˚
hf; ui 2 K W u 2 E

	
für jedes f 2 V �

in K beschränkt, dann ist auch E in V beschränkt.

Beweis. Ist
˚
hf; ui 2 K W u 2 E

	
für jedes f 2 V � in K beschränkt, dann ist auch˚

hh; f i 2 K W h 2 J ŒE�
	
D

˚
hJu; f i 2 K W u 2 E

	
für jedes f 2 V � in K beschränkt. Somit liefert das Prinzip der gleichgradigen Be-
schränktheit für Funktionale auf V �, daß J ŒE� in J ŒV � � V �� beschränkt ist. Damit
muß auch das isometrische Urbild E in V beschränkt sein. �

Schwache Konvergenz. Sei .V; k kV / ein separabler Banach-Raum über K.
1. Man sagt, eine Folge fukgk2N � V konvergiert schwach gegen einen Grenzwert

u 2 V , wenn limk!1hf; uki D hf; ui für jedes f 2 V � gilt.
2. Gilt für ein weiteres Element v 2 V die Beziehung limk!1hf; uki D hf; vi für

alle f 2 V �, dann ergibt sich hf; u � vi D 0 für jedes f 2 V � und somit u D v.
3. Die Folge fukgk2N � V konvergiert genau dann schwach gegen u 2 V , wenn

lim
k!1
hJuk; f i D lim

k!1
hf; uki D hf; ui D hJu; f i für jedes f 2 V � gilt;

das heißt, wenn fJukgk2N � V
�� punktweise auf V � gegen Ju 2 V �� konvergiert.

4. Konvergiert die Folge fukgk2N � V schwach gegen u 2 V , dann ist die Folge
fukgk2N beschränkt in V , und es gilt die Abschätzung kukV � lim infk!1 kukkV .

Beweis. Konvergiert die Folge fukgk2N � V schwach gegen u 2 V , so konvergiert
die Folge fJukgk2N � V

�� punktweise auf V � gegen Ju 2 V ��. Somit ist die Folge
fJukgk2N � V �� beschränkt in V ��, und es gilt kJukV �� � lim infk!1 kJukkV �� .
Da J 2 L.V IV ��/ eine Isometrie von V auf J ŒV � ist, muß die Folge fukgk2N somit
beschränkt in V sein und kukV � lim infk!1 kukkV gelten. �
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Satz von Banach-Steinhaus. Ist .V; k kV / ein separabler Banach-Raum über K, so
konvergiert die Folge fukgk2N � V genau dann schwach gegen den Grenzwert u 2 V ,
wenn die beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. Die Folge fukgk2N � V ist beschränkt in V .
2. Es gibt eine Menge E � V � mit V � D cl linE, so daß fhf; ukigk2N � K für

jedes f 2 E in K gegen den Grenzwert hf; ui 2 K konvergiert.

Beweis. Die Folge fukgk2N � V konvergiert genau dann schwach gegen den Grenz-
wert u 2 V , wenn die Folge fJukgk2N � V �� punktweise auf V � gegen Ju 2 V ��

konvergiert. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus für Funktionale auf V � ist dies
gleichbedeutend zur Gültigkeit der beiden folgenden Bedingungen:

1* Die Folge fJukgk2N � V
�� ist beschränkt in V ��.

2* Es gibt eine Menge E � V � mit V � D cl linE, so daß fhJuk; f igk2N � K für
jedes f 2 E in K gegen hJu; f i 2 K konvergiert.

Da die natürliche Einbettung J 2 L.V IV ��/ eine Isometrie von V auf J ŒV � ist,
sind dazu die beiden folgenden Bedingungen äquivalent:

1. Die Folge fukgk2N � V ist beschränkt in V .
2. Es gibt eine Menge E � V � mit V � D cl linE, so daß fhf; ukigk2N � K für

jedesf 2 E in K gegen den Grenzwert hf; ui 2 K konvergiert. �

Konvergenzkriterium. Sei .V; k kV / ein separabler Banach-Raum über K. Konver-
giert die Folge ffkgk2N � V � in V � gegen den Grenzwert f 2 V � und die Folge
fukgk2N � V schwach gegen den Grenzwert u 2 V , so gilt limk!1hfk; uki D hf; ui.

Beweis. Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt die Abschätzung

jhfk; uki � hf; uij � jhfk � f; ukij C jhf; uk � uij � kfk � f kV �kukkV C jhf; uk � uij

für alle k 2 N. Da die Folge fukgk2N nach dem Satz von Banach-Steinhaus in V
beschränkt ist sowie limk!1 kfk � f kV � D 0 und limk!1 jhf; uk � uij D 0 gelten,
folgt daraus limk!1hfk; uki D hf; ui. �

Topologie der schwachen Konvergenz. Sei .V; k kV / ein separabler Banach-Raum
über dem Körper K.

1. Eine Teilmenge U � V heißt offen bezüglich der schwachen Konvergenz, wenn es
für jedes u 2 U Zahlen ı > 0, n 2 N sowie Funktionale g1; : : : ; gn � V

� gibt, so daß˚
v 2 V W sup1�`�n jhg`; v � uij < ı

	
� U:

2. Eine Folge fukgk2N � V konvergiert genau dann schwach gegen u 2 V , wenn es
für jede bezüglich der schwachen Konvergenz offene Menge U � V mit u 2 U einen
Index k0 2 N gibt, so daß uk 2 U für alle k 2 N mit k � k0 gilt.
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Beweis. Seien fukgk2N � V eine Folge und u 2 V ein Element, so daß es für jede
bezüglich der schwachen Konvergenz offene Menge U � V mit u 2 U einen Index
k0 2 N gibt, so daß uk 2 U für alle k 2 N mit k � k0 gilt. Wird f 2 V � beliebig
fixiert, so betrachtet man für jedes ` 2 N die bezüglich der schwachen Konvergenz
offene Menge

U` D
˚
v 2 V W jhf; v � uij < 1

`

	
� V mit u 2 U`:

Nach Voraussetzung existiert dann für jedes ` 2 N ein k` 2 N, so daß uk 2 U` für
alle k 2 N mit k � k` gilt, das heißt,

jhf; uk � uij <
1
`

für alle k 2 N, k � k` und ` 2 N:

Daraus folgt lim supk!1 jhf; uk � uij �
1
`

für jedes ` 2 N und somit die schwache
Konvergenz limk!1 jhf; uk � uij D 0 für jedes f 2 V �.

Sei umgekehrt fukgk2N � V eine Folge, die schwach gegen einen Grenzwert u 2 V
konvergiert, das heißt, es gilt limk!1 jhf; uk�uij D 0 für alle f 2 V �. Sei ferner eine
bezüglich der schwachen Konvergenz offene Menge

U D
˚
v 2 V W sup1�`�n jhg`; v � uij < ı

	
� V mit u 2 U

für beliebige n 2 N, ı > 0 sowie g1; : : : ; gn 2 V
� vorgegeben. Da nach Voraussetzung

limk!1 jhg`; uk � uij D 0 für alle ` 2 f1; : : : ; ng gilt, existiert ein k0 2 N, so daß
uk 2 U für alle k 2 N mit k � k0 gilt. �

3. Eine Teilmenge K � V heißt relativ kompakt bezüglich schwacher Konvergenz,
wenn für jede Folge fukgk2N � K eine wachsende Folge fkmgm2N � N existiert, so
daß fukm

gm2N � K schwach gegen einen Grenzwert u 2 V konvergiert.
4. Man nennt eine Teilmenge K � V � kompakt bezüglich schwacher Konvergenz,

wenn für jede Folge fukgk2N � K eine wachsende Folge fkmgm2N � N existiert, so
daß fukm

gm2N � K schwach gegen einen Grenzwert u 2 K konvergiert.


