Vorlesung 17
Biduale Raume und schwache Konvergenz

Biduale Raume. Sei (V,| |v) ein Banach-Raum iiber K.
1. Man bezeichnet den mit der Norm

Al = sup {|(h, )| : f € V= (I fllv= <1} fiirh € £(V":K)

ausgestatteten Banach-Raum V** = £(V*;K) als bidualen Raum von (V, || |v).
2. Jedem u € V wird durch die Vorschrift

(Ju, f) = (fu) firalle f e V*

ein Funktional Ju € V** zugeordnet. Die dadurch definierte lineare stetige Abbil-
dung J € £(V; V**) heilBt natiirliche Einbettung von V in den bidualen Raum V**.

Beweis. Sei u € V vorgegeben. Aufgrund der Definition (Ju, f) = (f,u) und der
Abschitzung |(Ju, )| < || fllv=|lu|y fur alle f € V*ist Ju : V* — K eine lineare
stetige Abbildung mit || Ju||y«+ < ||ul|y fiir jedes u € V. Somit wird nach Definition
(Ju, f) = (f,u) durch die Zuordnung u + Ju eine lineare und stetige Abbildung
J 1V — V** definiert. O

Duale Norm in separablen Banach-Raumen. Ist (V.|| |y) ein separabler Banach-
Raum tiber K, so gelten die folgenden Aussagen:
I. Firjedesu € V,u #0gibtesein f € V*mit || f||y~ = 1 und (f,u) = |july.
2. Erfullt u € V die Identitét ( f,u) = 0 fiiralle f € V*, dann gilt u = 0.
3. Firalleu € V gilt |ully =sup{|{fiu)|: feV* |flly- <1}

Beweis. 1. Fiir jedes u € V mit |u|ly > 0 liefert der Trennungssatz fiir den linea-
ren Teilraum V, = {0} des separablen Banach-Raums (V,| ||y) die Existenz eines
Funktionals f € V* mit (f,u) = inf{|lu —v|ly : v € Vo} = [lully und || f ||y~ = 1.
2. Hat u € V die Eigenschaft, daB3 ( f,u) = O fiir alle f € V* gilt, dann folgt aus
Schritt 1 sofort u = 0.
3. Sei u € V beliebig fixiert. Da |(g, u)| < ||g|ly~=|lu|v fiir jedes g € V* gilt, folgt

sup {|{g.u)l : g € V", llgllv= = 1} < llully.

Da im Falle u = 0 nichts zu beweisen ist, kann man annehmen, daB |u|y > 0
gilt. Aus Schritt 1 folgt die Existenz eines Funktionals f € V* mit || f||y+ = 1 und
(f,u) = |lu||y. Zusammen mit der obigen Abschidtzung ergibt sich daraus

lully = (fou) <sup{l{g.u)l:g € V", liglv~ =1} < |lully,

womit die Behauptung bewiesen ist. OJ



2

Isometrische Einbettung separabler Banach-Raume in ihre bidualen Raume.
Ist (V|| |lv) ein separabler Banach-Raum iiber K, dann ist die natiirliche Einbettung
J € L(V;V**) von V in den bidualen Raum V** eine Isometrie von V auf den
abgeschlossenen linearen Teilraum J[V] von V**,

Beweis. Aufgrund der Definition (Ju, g) = (g,u) fir g € V* und u € V gilt fiir die
natiirliche Einbettung J € £(V; V**) von V in den bidualen Raum V** die Identitat

sup {|{(Ju.g)| : g € V", llglly~ = 1} =sup{[{g.u)| : g € V", liglly~ = 1} = [lully,

woraus sich ||Jul|y= = ||u|y fiur alle u € V ergibt. Da (V, || |v) ein Banach-Raum
ist, muB auch dessen isometrisches Bild J[V] ein vollstindiger und somit abgeschlos-
sener linearer Teilraum von V** sein. O

Prinzip der gleichgradigen Beschranktheit. Sei (V, | ||y) ein separabler Banach-
Raum iiber K sowie E C V. Ist die Menge {(f.u) € K : u € E} fiir jedes f € V*
in K beschriankt, dann ist auch £ in V beschriankt.

Beweis. Ist {(f,u) € K : u € E} fiir jedes f/ € V* in K beschrinkt, dann ist auch
{(h.fYeK:heJ[E]} ={(Ju, f)eK:ucE}

fiir jedes f € V* in K beschrankt. Somit liefert das Prinzip der gleichgradigen Be-
schranktheit fiir Funktionale auf V*, dal J[E] in J[V] C V** beschrdnkt ist. Damit
mul} auch das isometrische Urbild E in V beschrankt sein. OJ

Schwache Konvergenz. Sei (V,| ||v) ein separabler Banach-Raum iiber K.
1. Man sagt, eine Folge {ux}reny C V konvergiert schwach gegen einen Grenzwert
u €V, wenn limg_, oo ( f, ux) = (f, u) fur jedes f € V* gilt.
2. Gilt fiir ein weiteres Element v € V die Beziehung limy_.oo( f, ux) = (f, v) fir
alle f € V*, dann ergibt sich ( f,u —v) = 0 fiir jedes f € V* und somit u = v.
3. Die Folge {ux}ren C V konvergiert genau dann schwach gegen u € V, wenn
lim (Jug, f) = kli_)ngo(f, up) = (fou) = (Ju, f) firjedes f € V* gilt,

k—o00

das heil3t, wenn {Jug }reny C V** punktweise auf V* gegen Ju € V** konvergiert.
4. Konvergiert die Folge {ux}reny C V schwach gegen u € V, dann ist die Folge
{ur }ren beschriankt in V', und es gilt die Abschiatzung ||u||y < liminfi_ o ||uxlv.

Beweis. Konvergiert die Folge {ux}reny C V schwach gegen u € V, so konvergiert
die Folge {Jurlren C V** punktweise auf V* gegen Ju € V**. Somit ist die Folge
{Jugtren C V** beschriankt in V**, und es gilt |Ju|y+ < liminfg_ oo || Jug|[y**.
Da J € £(V; V**) eine Isometrie von V auf J[V] ist, mul} die Folge {uy }xen somit
beschriankt in V sein und |Ju||y < liminfx_ o ||u|v gelten. O
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Satz von Banach-Steinhaus. Ist (V,|| |y) ein separabler Banach-Raum iiber K, so
konvergiert die Folge {ux }xeny C V genau dann schwach gegen den Grenzwertu € V,
wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Folge {ux}reny C V ist beschrdanktin V.

2. Es gibt eine Menge E C V* mit V* = cllin E, so daB {{f, ux)}reny C K fiir
jedes f € E in K gegen den Grenzwert ( f, u) € K konvergiert.

Beweis. Die Folge {uy}ren C V konvergiert genau dann schwach gegen den Grenz-
wert u € V, wenn die Folge {Juglren C V** punktweise auf V* gegen Ju € V**
konvergiert. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus fiir Funktionale auf V'* ist dies
gleichbedeutend zur Giiltigkeit der beiden folgenden Bedingungen:

1* Die Folge {Jug}ren C V** ist beschrdankt in V**.

2* Es gibt eine Menge E C V* mit V* = cllin E, so daB {{Jug, f)}ken C K fiir
jedes f € E inK gegen (Ju, f) € K konvergiert.

Da die natiirliche Einbettung J € L(V; V**) eine Isometrie von V auf J[V] ist,
sind dazu die beiden folgenden Bedingungen dquivalent:

1. Die Folge {ux}reny C V ist beschrdanktin V.

2. Es gibt eine Menge E C V* mit V* = cllin E, so daB {(f, ux)}reny C K flr
jedes f € E in K gegen den Grenzwert ( f,u) € K konvergiert. O

Konvergenzkriterium. Sei (V, | ||y) ein separabler Banach-Raum tiber K. Konver-
giert die Folge { fx}xenw C V* in V* gegen den Grenzwert f € V* und die Folge
{urtren C V schwach gegen den Grenzwert u € V, so gilt limg_ o0 ( f&, ux) = (f, u).

Beweis. Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt die Abschédtzung

|(Sieowie) = (fou)] < [{fre = fouid) |+ [(foue —w)| < | fie = fllv=lluelly + [(f ue —u)|

fur alle k € N. Da die Folge {ux}ren nach dem Satz von Banach-Steinhaus in V
beschriankt ist sowie limg . || fx — fllv+ = 0 und limg_ o |{ f, ux — u)| = 0 gelten,
folgt daraus limg oo fx, ur) = (f, u). OJ

Topologie der schwachen Konvergenz. Sei (V, | ||y) ein separabler Banach-Raum
tiber dem Korper K.

1. Eine Teilmenge U C V heiBt offen beziiglich der schwachen Konvergenz, wenn es
fiir jedes u € U Zahlen § > 0, n € N sowie Funktionale g{,..., g, C V* gibt, so dal

{veV supo, l{ge.v—u)| <8} CU.

2. Eine Folge {ux }ren C V konvergiert genau dann schwach gegen u € V, wenn es
fiir jede beziiglich der schwachen Konvergenz offene Menge U C V mit u € U einen
Index ko € N gibt, so daB uy € U fiir alle k € N mit k > k, gilt.
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Beweis. Seien {ur}reny C V eine Folge und u € V ein Element, so dal3 es fiir jede
beziiglich der schwachen Konvergenz offene Menge U C V mit u € U einen Index
ko € N gibt, so daBl u; € U fiir alle k € N mit k > kg gilt. Wird f € V* beliebig
fixiert, so betrachtet man fiir jedes £ € N die beziiglich der schwachen Konvergenz
offene Menge

U={veV:|(filv—u) <3} CV mitu € U,.
Nach Voraussetzung existiert dann fiir jedes £ € N ein k; € N, so dal3 ux € Uy fiir
alle k € N mit k > k, gilt, das heil3t,
[(fiuk —u)| < ¢ firallek € N,k > k,und £ € N.

Daraus folgt lim supy,_, . [{f, ux — u)| < % fiir jedes £ € N und somit die schwache
Konvergenz limy o |{ f, ux —u)| = 0 fiir jedes f € V'*.

Sei umgekehrt {uy }xeny C V eine Folge, die schwach gegen einen Grenzwert u € V
konvergiert, das heil3t, es gilt limg .o |{ f, ux —u)| = 0 firalle f € V*. Sei ferner eine
beziiglich der schwachen Konvergenz offene Menge

U={veV:sup,l{g.v—u)| <8} CV mitueU

flr beliebigen € N, § > Osowie g1, ..., g, € V* vorgegeben. Da nach Voraussetzung
limg o0 |{ge, ur —u)| = 0 fir alle £ € {1,...,n} gilt, existiert ein kg € N, so daBl
ur € U fur alle k € N mit k > k gilt. O

3. Eine Teilmenge K C V heil3t relativ kompakt beziiglich schwacher Konvergenz,
wenn fiir jede Folge {ur}ren C K eine wachsende Folge {k,,}nen C N existiert, so
daB {uk,, }men C K schwach gegen einen Grenzwert u € V' konvergiert.

4. Man nennt eine Teilmenge K C V* kompakt beziiglich schwacher Konvergenz,
wenn fiir jede Folge {u}reny C K eine wachsende Folge {k,;, }men C N existiert, so
daB {uk, }men C K schwach gegen einen Grenzwert u € K konvergiert.



