Vorlesung 18

Reflexive Riume und schwache Konvergenz

Reflexive Banach-Raume. Ein Banach-Raum (V| ||y) tber K heiB3t reflexiv, wenn
die natiirliche Einbettung J € L(V; V**) surjektiv ist.

Abgeschlossene lineare Teilraume separabler reflexiver Banach-Raume. Ist der
separable Banach-Raum (V, || ||y) Uber K reflexiv, dann ist auch jeder abgeschlossene
lineare Teilraum (Vo, || ||v) von (V, || ||v) reflexiv.

Beweis. 1. Sei ein abgeschlossener linearer Teilraum V; von (V, || |v) und ein Funk-
tional hy € V™ = Z(V,;K) vorgegeben. Betrachtet man fiir jedes f € V* die
Einschrankung 1|V, € Vy = £(Vo; K), dann gilt

1/ Vollvy = sup {|{ /£ v)| s v € Vo, lvlly =1} < [ fllv

und durch die Vorschrift
(h, f) = (ho, f|Vo) fur f eV*

wird ein lineares Funktional / : V* — K definiert. Aufgrund der Abschidtzung

[, )= 1(ho. fIVO)] < llhollvg= Il f1Vollvg < Ilhollvg=Il fllv= fiir jedes f € V*

gilt h € V** = £(V*;K). Aufgrund der Reflexivitiat des Banach-Raums (V, | |[v)
gibteseinu € V mit Jyu = h.

2. Angenommen, es wiirde u ¢ V; gelten. Da 1V} ein abgeschlossener linearer Teil-
raum Vo von V ist, wire der Abstand § = inf{|lu — v|y : v € Vo} > 0 positiv.
Die Anwendung des Trennungssatzes wiirde ein g € V* mit ||g||y+ = 1, (g, u) = 6
und (g,v) = O fir alle v € V, liefern, was der in Schritt 1 gewonnenen Beziehung
(g,u) = (Jyu,g) = (h,g) = (ho, g|Vo) = 0 widersprache. Somit gilt u € Vj.

3. Sei fo € Vi = L£(Vo;K) beliebig fixiert. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt
es eine Erweiterung f € V* = £(V;K) von fo mit f|Vo = found || f v+ = | follvg-
Da u € V, wegen Schritt 2 gilt, folgt zusammen mit Schritt 1 daraus

(v, fo) = (fo.u) = (fou) = (Jyu., f) = (h. f) = (ho. Vo) = (ho. fo).

also ho = Jy,u fiir u € V,. Somit ergibt sich die Surjektivitdt der natiirlichen Einbet-
tung Jy, € £(Vo; V5™), das heilt, die Reflexivitiat von (Vo, || |v). O
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Homoomorphismen auf reflexiven Banach-Raumen. Sind (V, || |v), (W, | |w)
separable Banach-Rdaume {iber demselben Korper K und 7 € £(V; W) ein linea-
rer Homéomorphismus von V auf W, so ist (V,| ||y) genau dann reflexiv, wenn
(W, || |lw) reflexiv ist.

Beweis. Sei der Banach-Raum (V, || ||y) reflexiv und b € W** beliebig vorgegeben.
Da fiir jedes Funktional f € V* wegen T~! € £(W;V) stets fT~! € W* und
| T Yw+ < IT7 Y f|lv+ gilt, wird durch die Vorschrift

(h, fY=(b, fT™") fiir feV*

ein Funktional # € V** definiert.
Wird g € W* beliebig vorgegeben, dann folgt daraus fiir f = g7 € V* wegen der
Bijektivitat der natiirlichen Einbettung Jy € £(V; V**) die Identitit

(b,g) = (h,gT) = (gT. Jy;'h) = (g, TJ,;'h) = (JwTJ,'h,g) fiirjedes g € W*,

also b = JwTJ;;'h fur TJ;'h € W. Somit ergibt sich die Surjektivitit der natiirli-
chen Einbettung Jy € L(W; W**), das heil}t, die Reflexivitat von (W, || ||w). O

Beschranktheit relativ kompakter Mengen. Ist (V.| |/) ein separabler Banach-
Raum iiber K, dann ist jede beziiglich der schwachen Konvergenz relativ kompakte
Menge K C V in V beschriankt.

Beweis. Wire die beziiglich der schwachen Konvergenz relativ kompakte Menge K
in V unbeschrinkt, so kdnnte man nach dem Prinzip der gleichgradigen Beschrankt-
heit ein Funktional f € V* finden, so daB auch {(f,u) € K : u € K} unbeschréinkt
ware. Somit wiirde eine Folge {uy }reny C K existieren, so daB3 |{ f, ug)| > k fir alle
k € N gilte, was im Widerspruch zur Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge
von {uy }reny C K stiinde. O

Metrisierung separabler Banach-Raume mit separablem Dualraum. Hat der se-
parable Banach-Raum (V, || ||y) iiber K einen separablen dualen Raum (V*, || |y+),
ist E = {gy}ren eine abzidhlbare dichte Menge in V* und K eine in V beschriankte
Teilmenge, so gelten folgende Aussagen:

1. Analog zur Metrik im Raum (s, p) aller Zahlenfolgen wird durch die Vorschrift

e(u,v):ii (ge.u = v)l firu,veV
=201+ [(geu — )|

eine Metrik e : V x V — R auf V definiert.
2. Eine Folge {ux}reny C K konvergiert genau dann schwach gegen u € V', wenn

limg o0 e(ug, u) = 0 gilt.
3. Die Teilmenge K C V ist genau dann (relativ) kompakt beziiglich schwacher
Konvergenz, wenn sie (relativ) kompakt im metrischen Raum (V, e) ist.
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Beweis. SeiT : V — s die Abbildung, die jedem u € V die Folge {(g¢, u)}ren € s der
Werte der Funktionale E = {g¢}¢eny C V* inu € V zuordnet.

1. Offensichtlich erhdlt man fiir alle u, v € V stets e(u,v) = e(v,u) > 0. Falls
e(u,v) = 0 gilt, ergibt sich nach Definition (g¢,u — v) = 0 fiir alle £ € N. Da
E = {gi}een in V* dicht ist, folgt daraus ( f,u — v) = O fiir jedes f € V* und somit
u = v wegen der Separabilitiat von V.

Fir alle u, v, w € V gilt p(Tu, Tw) < p(Tu,Tv) + p(Tv, Tw) im metrischen
Raum (s, p), woraus sich offenbar e(u, w) < e(u,v) + e(v, w) ergibt.

2. Es gilt genau dann limg o0 €(Ug, u) = limg_ oo p(Tug, Tu) = 0 fiir u € V und
{urtren C K, wenn die Konvergenzbeziehung limg_, o (g¢, ux) = (g¢, u) fir jedes
¢ € N gilt. Wegen der Dichtheit von £ = {g¢}sen in V* und der Beschranktheit
der Teilmenge K in V ist dies nach dem Satz von Banach-Steinhaus dquivalent zur
schwachen Konvergenz von {u; }reny C K gegenu € V.

3. Die Menge K C V ist genau dann relativ kompakt beziiglich schwacher Kon-
vergenz, wenn es fiir jede Folge {ux}ren C K eine wachsende Folge {k,,;}meny C N
gibt, so daB {ux,, }men C K schwach gegen einen Grenzwert u € V konvergiert. Nach
Schritt 2 ist das gleichbedeutend mit lim,,,, o e(uk,, , ) = 0 und somit 4quivalent zur
relativen Kompaktkeit von K im metrischen Raum (V, e).

4. Die Teilmenge K C V ist genau dann kompakt beziiglich schwacher Konver-
genz, wenn fiir jede Folge {us }reny C K eine wachsende Folge {k,,}nen C N existiert,
so daB {ug, }men C K schwach gegen einen Grenzwert u € K konvergiert. Dies ist
nach Schritt 2 dquivalent zu lim,,_, e(ux,,, #) = 0 und daher gleichbedeutend mit
der Kompaktkeit von K im metrischen Raum (V, e). O

Satz von Eberlein-Schmuljan. Ist (V,| ||y) ein separabler reflexiver Banach-Raum
iiber K mit separablem Dualraum (V*,| |y+) und E = {g/}ren eine abzdhlbare
dichte Menge in V*, so gelten folgende Aussagen:

1. Jede beschrankte Teilmenge K C V ist relativ kompakt in (V,e), das heil3t,
relativ kompakt beziiglich der schwachen Konvergenz.

2. Die abgeschlossene Kugel {u eVi|ully < 1} ist kompakt in (V, e), mit anderen
Worten, kompakt beziiglich der schwachen Konvergenz.

Beweis. 1. Sei die Folge {ux}reny C K beliebig vorgegeben. Aufgrund der Stetigkeit
der natiirlichen Einbettung J € £(V; V**) ist auch das Bild J[K] in V** beschridnkt.
Wegen der Separabilitit von (V*,| ||y+) liefert daher der Satz von Banach-Alaoglu
die relative Kompaktheit der Bildmenge J[K] beziiglich der punktweisen Konvergenz
auf V*. Somit existiert eine wachsende Teilfolge {k,,}men C N, so dal3 die Folge
{Juk,, }men C J[K] punktweise auf V* gegen einen Grenzwert h € V** konvergiert.



Wegen der Reflexivitiat von (V, || ||y) ist die natiirliche Einbettung J € L£(V; V**)
surjektiv. Somit existiert ein Urbild ¥ € V mit Ju = h, und es gilt

lim (fouk,) = lim (Ju,, f) = (b, [) = {Ju, f) = (fu) firjedes f € V7,

m—00
das heiB3t, die Folge {uk, }men C K konvergiert schwach gegen u € V, woraus
lim, o0 €(ug,,, u) = 0 und somit die relative Kompaktheit von K in (V, e) folgt.

2. Fiir die abgeschlossene Kugel K = {u eV :iully < 1} liefert die obige Ar-
gumentation zunéchst, da3 man fiir jede Folge {ux }xeny C K eine wachsende Teilfol-
ge {kmimen C N finden kann, so daB {uy,, }men C K im metrischen Raum (V, e),
das heiBt, schwach gegen einen Grenzwert u € V konvergiert. Wegen der Beziehung
lully < liminf,— ||uk, ||y < 1 folgt daraus u € K. Damit ist die abgeschlossene
Kugel K kompakt in (V, e). OJ



