Vorlesung 19
MeBbare und integrierbare Funktionen

Sei (V, | |lv) ein separabler Banach-Raum iiber K sowie (X, 2, i) ein o-endlicher,
vollstéindiger Mapfraum:

1. Das Mengensystem 2 C P(X) ist eine o-Algebra iiber X: Es gilt @ € U, fiir alle
E eAgilt X \ E € A, und fir jede Familie { E¢jren C A gilt U2 Ey € 2.

2. Die Mengenfunktion u : 2 — [0, oo] ist ein Maf: Es gilt u(2) = 0, und fiir jede
Familie { E¢}¢en C U paarweise disjunkter Mengen gilt u(U%  E¢) = ;2 u(Ey).

3. Das MabB u ist o-endlich: Es gibt eine Zerlegung {E;}reny C 2 von X in Men-
gen E, endlichen Males.

4. Das MaB u ist vollstindig: Aus E € A, w(E) = 0und E, C E folgt stets Ey € 2.

Einfache Funktionen. Eine Funktion u : X — V heil}t einfach, wenn es eine
Zerlegung {E }ieny C U von X in Mengen E; endlichen Malles sowie eine Fami-
lie {vg}yeny C V gibt, so daBl u die Darstellung u = Zz’il 1g,v¢ besitzt, wobei
1g : X — R die Indikatorfunktion der mebaren Menge E € 2 ist.

MeBbare Funktionen. Die Funktion u : X — V heil3t mefbar, wenn eine Folge
{ux }ren einfacher Funktionen uy : X — V existiert, die auf X fast iiberall gegen die
Grenzfunktion u konvergiert.

MeBbarkeit reell- oder komplexwertiger Funktionen. Im Falle V = K gilt:

1. Sei {ug }ren eine Folge einfacher Funktionen u; : X — K, welche auf X fast
tiberall gegen eine Funktion u : X — K konvergiert. Aufgrund der MeB3barkeit der
Funktionen u; und der Vollstindigkeit des MaBraumes ist dann auch u meBbar.

2. Umgekehrt 148t sich fiir jede meBbare Funktion u : X — K eine Folge {uy }xen
einfacher Funktionen u; : X — K finden, die auf X fast iberall gegen u konvergiert.

Folgerung. Fiir jede meBbare Funktion u : X — V existiert eine Folge {u}ren
einfacher Funktionen u; : X — V, so daB {uz}ren fast tiberall auf X gegen u
konvergiert sowie ||ug |y < 2||lu||y fast tiberall auf X fiir alle k € N gilt.

Beweis. 1. Ist {uy}ren eine Folge einfacher Funktionen u; : X — V, welche auf X
fast iiberall gegen die meB3bare Funktion u : X — V konvergiert, dann konvergiert
auch {|lux|v }xen fast Giberall auf X gegen die Funktion |ju||y : X — R, die somit
ebenfalls meBbar ist.

2. Sei {uy }ren eine Folge einfacher Funktionen u; : X — V, welche auf X fast
iiberall gegen die meBbare Funktion u : X — V konvergiert. Mit Hilfe der Fami-
lie { Ak }xenw meBbarer Mengen Ax = {x € X : ||tix(x)|ly < 2|lu(x)|v} wird die Folge
{ur }ren einfacher Funktionen ux = 14, ux : X — V konstruiert.



Gilt u(x) = 0 fir ein x € X, so folgt daraus ux(x) = O fiir alle k € N. Ist
andererseits x € X ein Punkt, fiir den ||u(x)||y > 0 gilt und {ux(x)}ren in V gegen
u(x) konvergiert, dann existiert ein kg € N, so daB ||ux(x) —ux)|ly < [[u(x)|v
fiir alle k > ko gilt. Daraus ergibt sich || (x)||y < 2|u(x)|ly und somit x € A,
fir jedes k > ko. Wegen up = 14, uy folgt daraus limg o [|ur(x) — u(x)||ly = 0.
Insgesamt konvergiert die Folge {uy }xen fast tiberall auf X gegen die Grenzfunktion
u: X — V. Ferner gilt ||ug||y < 2|u||y fast tiberall auf X fiir jedes k € N. O

Schwach meB3bare Funktionen. 1. Man nennt eine Funktion u : X — V schwach
mefsbar, wenn die Funktion ( f,u) : X — K fiir jedes f € V* mel3bar ist.
2. Istu : X — V schwach meBbar, dann ist ||u||y : X — R meBbar.

Beweis. Da (V,| ||y) ein separabler Banach-Raum ist, gibt es eine abzédhlbare dichte
Teilmenge {Y;}ren in V. Mit Hilfe des Trennungssatzes findet man fiir jedes £ € N
ein Funktional gy € V* mit || g¢||v+ = 1 sowie (g¢, ¥¢) = |[¥ellv.

Ist x € X beliebig vorgegeben, dann existiert fiir jedes ¢ > 0 ein Index £ € N mit
lu(x) — ¥¢|ly < e. Daraus ergibt sich die Abschidtzung

[l < [IWelly + llu(x) = dellv = (ge. Vo) + lu(x) — dellv
< Kge, u())| + llgellv=llu(x) = vellv + llu(x) — vellv
< ge, u())| + 2[u(x) — Yellv < supgen [{ge. u(x))| + 2¢

und somit ||u(x)|ly < supgen |(ge, u(x))|. Andererseits gilt |(ge, u(x))| < [Ju(x)|y
fiir alle £ € N, also insgesamt [[u(x)||y = supyen |{g¢, u(x))| fiir fast alle x € X,
woraus sich die MeBbarkeit der Funktion |ul|y : X — R ergibt. O

Satz von Pettis. Eine Funktion u : X — V ist genau dann meBlbar, wenn sie
schwach meBbar ist. In diesem Falle gibt eine Folge {uy }xen einfacher Funktionen
ur : X — V,sodaB |lux —ully < ¢ fast iiberall auf X fiir alle k € N gilt.

Beweis. 1. Istu : X — V meBbar, so existiert eine Folge {uy }xen einfacher Funktio-
nen ux : X — V, die fast iiberall auf X gegen u : X — V konvergiert. Somit konver-
giert fiir jedes f € V* die Folge {( f, ux)}xen einfacher Funktionen ( f,uz) : X — K
fast tiberall auf X gegen die Grenzfunktion ( f,u) : X — K. Daherist (f,u) : X - K
fiir jedes f € V* meBbar und folglich u : X — V schwach meBbar.

2. Da (V,| |lv) ein separabler Banach-Raum ist, gibt es eine abzdhlbare dichte
Menge {¥}ren In V. AuBBerdem folgt aus der schwachen MeBbarkeit der Funktion
u : X — V die MeBbarkeit von ||u|y : X — R. Konstruiert man fiir jedes k € N die
Familie { Fx¢}¢en meBbarer Mengen Fiy = {x € X : u(x) — ¥¢lly < ¢}, dann gilt

ulX]CV =UZ{weV:|w—vlly <z}

und somit X = U2 | Fy.
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3. Man erhélt Zerlegungen { Ex, }nen von X in Mengen Ey, = Fi, \ UZ;}FM e
fir alle k € N. Aufgrund der o-Endlichkeit des MaBBraumes kann man eine Zerlegung
{A¢}eeny von X in meBbare Mengen A, endlichen MaBes finden. Definiert man die
Folge {uy }ren einfacher Funktionen uy : X — V durch

o0 o0 o0
Ug = Zn=1 ]]‘Ekn wn = Zn=1 Z(=1 ]lEknnAlwn’

so gilt fiir jedes £k € N und fast alle x € X die Abschdtzung
lu (x) = u @)y = || Xy 1a, () Wn —u () |, < 308 e, (O)[Yn —u(x)|lv

und somit |Jug(x) —u(x)||y < % Daher konvergiert {uy }xen fast tiberall auf X gegen

die Grenzfunktion u : X — V, woraus sich deren MeBbarkeit ergibt. O

Grenzwerte konvergenter Folgen mef3barer Funktionen. Ist {u;}ren eine Folge
meBbarer Funktionen ux : X — V, welche fast iiberall auf X schwach gegen eine
Grenzfunktion u : X — V konvergiert, dann ist auch ¥ meBbar.

Beweis. Sei f € V* beliebig fixiert. Nach Voraussetzung erhilt man fiir fast alle
x € X die Beziehung ( f,u(x)) = limg_ oo ( f, ux(x)). Da {{ f, ux) }xen nach dem Satz
von Pettis eine Folge meBbarer Funktionen ( f, ug) : X — K ist, mul} auch die Grenz-
funktion ( f,u) : X — K meBbar sein. Da f € V* anfangs beliebig fixiert wurde, ist
u : X — V schwach meB3bar, also mef3bar nach dem Satz von Pettis. O

Integrierbare einfache Funktionen. Eine einfache Funktion u : X — V heil3t
integrierbar, wenn es eine Zerlegung {E;}yeny C U von X in Mengen E; endlichen
Males sowie eine Familie {vg}seny C V gibt, so daB u : X — V die Darstellung
u =Y g2, 1g,v¢ besitzt, und die Reihe {) "y, u(E¢)ve},  absolutin V konvergiert.
In diesem Falle definiert man das Integral von u : X — V als Grenzwert

fxudp =372 u(Egvg € V.

Unabhangigkeit von der Zerlegung. 1. Seien {E¢}eN, { Fx jren C U Zerlegungen
von X in Mengen E,; und Fj endlichen Males sowie {v}ren, {Wklkeny C V zwel
Familien, so daB3 die einfache Funktion u : X — V folgende Darstellungen besitzt:

U= ZZI ﬂEevf = Zzil 21311 ﬂEzﬂFkW’

U= Zzil ]le W = Zlc:;l Zf‘; lEzﬂkak'

2. Die Reihe {ZZ;l /L(Eg)vg}m <y C V konvergiert genau dann absolut in V', wenn
die einfache reellwertige Funktion |lully = > jo, 1g,|lv¢]lv : X — R integrierbar ist.
Da lg,nr,ve = 1g,nF wi fiir alle k, £ € N gilt, ist das genau dann der Fall, wenn die
einfache reellwertige Funktion |lully = Y 7, 1F, [lwkllvy : X — R integrierbar ist,
also die Reihe {ZZ=1 /L(Fk)wk}neN C V absolut in V konvergiert.



3. In diesem Falle folgt aus den Identititen

Doie1 MEve = 3272, > pey (Ee N Fi)ug
und
D ket M(F)we = 3k 302y w(Ee N Frwy
sowie 1g,nF, V¢ = 1g,nF, wi fir alle k, £ € N die Abschidtzung
122021 m(Ee)ve = Ypey m(Fowk||, < D021 Y ey #(Ee N Fi)llvg — wlly
SDINED ngﬂFk lve —willy dp =0,
und damit ZZ.;I W(Eyvy = Z,C:;l W(F)wg € V.
Integrabilitdtskriterium fiir einfache Funktionen. Besitzt u : X — V die Dar-
stellung u = Yy, 1g,v¢ mit {vg}renw C V und einer Zerlegung {E¢}reny C A von X
in Mengen E, endlichen Maf@es, so sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Die einfache Funktion u : X — V ist integrierbar.
2. Die Reihe {d "}, u(E¢)ve}, _ konvergiert absolut in V.

3. Die einfache Funktion [[u|y = Y jo, 1g,|lvellv : X — R ist integrierbar.
In diesem Falle gilt

Sy lully dpe = 372 n(Eo)llvelly € R

sowie die Abschidtzung
| fxudp|, = | X2 wEve|, < X2, wEDlvelly = fy lullv dp.

Linearitdt des Integrals. 1. Seien u, 21 : X — V integrierbare einfache Funktio-
nen, ferner {E¢}ren, {Frjren C U zwei Zerlegungen von X in Mengen E; und Fy
endlichen MaBes sowie {v¢}ren, {Uk}ken C V Familien, so daB3 die Funktionen
u:X — Vundu: X — V die folgenden Darstellungen besitzen

u=>Y2,1gv und =)y}, 1F .
2. Dann hat die Linearkombination cu + fu : X — V fiir o, B € K die Darstellung

oau + pu = Zﬁil thozl 1g,nF (@ve + BU).

Die Integrierbarkeit der einfachen Funktion cu + Bui : X — V ergibt sich aus

Y021 Xkt M(Ee 0 F)lleve + Boelly < 3272 ((Eo) lellvellv + 1(Fo) 1Bl113ellv).

und fiir das Integral der Linearkombination cu + Bu : X — V erhidlt man

Sylau + Bty dp = Y32, Y2 w(Ee 0 Fo)(ave + Bin) = o fudp + B [y i de.
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Integrierbare Funktionen. Eine meBbare Funktion u : X — V heil3t integrierbar,
wenn es eine Folge {u }xen integrierbarer einfacher Funktionen uy : X — V gibt,
welche sowohl fast liberall auf X gegen u konvergiert als auch die Grenzwertbezie-
hung limg_, o [y [k —ully dp = 0 erfiillt. In diesem Falle definiert man das Integral
vonu : X — V iiber eine Menge E € 2 durch den Grenzwert

Jpudp = klim Jx LEupdp € V.

Unabhangigkeit von der Approximation. 1. Seiu : X — V eine meBbare Funkti-
on, ferner {u }ren eine Folge integrierbarer einfacher Funktionen u; : X — V, wel-
che fast iberall auf X gegen u konvergiert und fiir die limg_,o0 [y [lux — ully dip = 0
gilt. Die Folge { [y 1rur dp},  C V ist fiir jede Menge E € % in V konvergent,
denn das Integrabilitatskriterium fiir einfache Funktionen liefert fiir alle k, £ € N

HfX Lpugsedp — [y Leuk d“”v = H/X(HE“H@ — 1gug) d'U“HV
< fx Nukse —ully di + [y llug —ully dp.

2. Ist {uix }ren eine weitere Folge integrierbarer einfacher Funktionen tig : X — V,
welche fast tiberall auf X gegen u konvergiert und limg_oo [y iix — ully dp = 0
erfillt, so gilt fiir alle k, £ € N die Abschatzung

| fx Leurredp — [y Vptiedply, < | [y Qe — Leiic) dul,
< Jy lkse —ully dp + [y lliix — ully dp.

Der Grenziibergang £ — oo liefert somit die Konvergenz der Folge { [, 1 gty dji}
in V gegen den Grenzwert der Folge { [, 1gux du},  C V.

keN
keN

Linearitdt des Integrals. 1. Seien u, 1 : X — V integrierbare Funktionen, ferner
{urtren eine Folge integrierbarer einfacher Funktionen u; : X — V, welche fast
tiberall auf X gegen u konvergiert und limg_.o [y lux — ully du = 0 erfiillt, sowie
{ix }xen eine weitere Folge integrierbarer einfacher Funktionen iy : X — V, welche
fast tiberall auf X gegen i konvergiert und fiir die limg oo [y [litx — #|ly dpv = 0 gilt.
2. Dann sind die Linearkombinationen auy + B : X — V fira, p € K und
k € N ebenfalls integrierbare einfache Funktionen, und die Folge {ou; + Bl }ren
konvergiert fast iiberall auf X gegen die meBbare Funktion ou + fui : X — V. Da

I(ur + Bur) — (au + pu)lly < lafllux —ully + [Bllliax —ully fast tiberall auf X

gilt, ergibt sich limy_, [y ||(@ux + Piix) — (eu + Bit)|ly dpu = 0. Die Linearkombi-
nation cu + Bu : X — V ist integrierbar, und fiir das Integral tiber £ € 2 folgt

[g(u + Bii)dp = kli_)ngofx(]lEozuk + 1gpig)dp = o [pudu+ B [ idu.
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Integrabilitdtskriterium von Bochner. Eine meBbare Funktion u : X — V ist
genau dann integrierbar, wenn ||u||y : X — R integrierbar ist. In diesem Falle gilt:
1. Fiir jede meBbare Menge E € 2 gilt || [y udu||, < [5 lully du.
2. Fiir jede Zerlegung {A;}ren C A der meBbaren Menge E € U konvergiert die
Reihe {lezl Ja, # At} in V gegen den Grenzwert [pudp = Y72, [, udp e V.

Beweis. 1. Ist u : X — V integrierbar, so gibt es eine Folge {u; }ren integrierbarer
einfacher Funktionen uy : X — V mit der Eigenschaft lim_. [y lux —ully du = 0.
Daher existiert ein k € N mit [, [lux — ully du < 1. Aufgrund der Dreiecksunglei-
chung ist somit die Funktion [ux —u|y + [luklly : X — R eine integrierbare Majo-
rante flr die Funktion ||u||y : X — R, woraus deren Integrierbarkeit folgt.

2.Seijetztu : X — V meBbarund |ju|y : X — R integrierbar, ferner {uy }ren eine
Folge einfacher Funktionen uy : X — V, so daB {uy }ren fast iberall auf X gegen u
konvergiert sowie ||ug ||y < 2||u|ly und somit |luy — u|y < 3||u||y fast tiberall auf X
fir alle k € N gilt. Aufgrund des Integrabilititskriteriums fiir einfache Funktionen
sind damit die einfachen Funktionen u; : X — V integrierbar, und aus dem Satz von
Lebesgue liber majorisierte Konvergenz ergibt sich

lim [y lux —ully du = [y lim |lug —ully diu =0
k—o0 k—o00

und somit die Integrierbarkeit vonu : X — V.
3.Seiu : X — V eine integrierbare Funktion. Wegen des Integrabilitdtskriteriums
fir einfache Funktionen folgt fiir jede Menge E € U nach Definition

HfEud/’L”V = lim ”/X Lpug d“”v < lim [y [Tpuklly du = [i llully dp.
k—o00 k—o00

4. Ist {As}yeny C U eine Zerlegung der meBbaren Menge E € 2, dann konvergiert
die Folge {Z’gzl 14,u}, p der integrierbaren Partialsummen ZIZ=1 Iyu:X -V
fast tiberall auf X gegen die Grenzfunktion 1zu : X — V. Da aullerdem

||]1u’g=]A¢” —1gul|, < |lully fastiiberall auf X
gilt, erhdlt man

lim |3, [, udp = fpudp], < [y lim |1y g0 —1gu],du=0

k—o0

nach Anwendung des Satzes von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz. O

Satz von Bochner iiber lineare stetige Abbildungen. Seien (V, || |lv), (W, | llw)
separable Banach-Rdume iiber demselben Korper K sowie 77 € L(V; W). Ist die
Funktion u : X — V integrierbar, so ist auch die Funktion Tu : X — W integrier-
bar, und es gilt die Identitit 7 [, udu = [, Tudp.
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Beweis. 1. Sei zundchst u : X — V eine integrierbare einfache Funktion. Dann gibt
es eine Zerlegung { E¢}reny C U von X in Mengen endlichen MaBes und eine Familie
{veteen CV,so0daBu =Y 2, 1g, v, gilt.

Wegen T € £(V;W)ist Tu = Y 4o, 1g,Tv; : X — W eine einfache Funktion.
Da fast iiberall auf X die Abschitzung ||Tullw < ||T||||u|ly gilt, ist aufgrund des
Kriteriums von Bochner Tu : X — W integrierbar. Die absolute Konvergenz der
Reihen {Zlgzl /L(Eg)Ug}keN in V und {Zlgzl ,u(Eg)Tvg}keN in W liefert

T [yudn=TY 2 w(E)vg = goy WE)Tve = [, Tudp € W.

2. Sei jetzt u : X — V integrierbar. Man wéhlt eine Folge {uy }ren integrierbarer
einfacher Funktionen uyx : X — V, die auf X fast iiberall gegen u : X — V kon-
vergiert und die Grenzwertbeziehung limg oo [y lux —ully du = 0 erfiillt. Aufgrund
von T € £(V; W) ergibt sich |Tu|lw < ||T||||u||v fast iiberall auf X und somit die
Integrierbarkeit von Tu : X — W wegen des Kriteriums von Bochner. AuB3erdem
gilt auch ||Tux — Tullw < ||T||||ux —u||y fast iiberall auf X fiir alle ¥k € N und somit
limg o0 f5 ITur — Tullw dpp = 0.

Nach Schritt 1 gilt 7 [, ux dpu = [y Tug du fiir die Folgen {u }ren und {Tuy jren
integrierbarer einfacher Funktionen, woraus sich fir alle k € N die Abschiatzung

IT fy i fy Tudialy < |7 fytun =) dialy + | (T = Ty dily
<7 fx lux —ullv di + [ 1 Tux — Tullw du
und somit T [, udp = [y Tu dp im GrenzprozeB k — oo ergibt. O



