Vorlesung 2

Dichte Mengen und separable Raume

Dichte Mengen und Separabilitat. Sei (X, p) ein metrischer Raum.

1. Eine Menge E C X heilt dicht in der Menge X, C X, wenn X, C cl E gilt, das
heil3t, wenn fiir alle u € Xy und r > 0 der Durchschnitt £ N B(u, r) nicht leer ist.

2. Gibt es eine abzédhlbare, in X dichte Menge E C X, dann heil3t (X, p) separabel.

Kriterium fiir Separabilitat. Ein metrischer Raum (X, p) ist genau dann separabel,
wenn es eine abzahlbare Basis fiir die offenen Mengen in X gibt.

Beweis. 1. Sei die Familie {G¢}xeny C X nichtleerer offener Mengen eine Basis fiir
die offenen Mengen von (X, p). Man wihlt fiir jedes k € N einen Punkt u; € G aus
und betrachtet die Folge {u }xen C X. Nach Definition gibt es fiir jede offene Kugel
B(u,r) C X eine Indexmenge Ny C N, so dall B(u,r) = Ugen,Gr gilt, woraus sich
{urtken, C B(u,r) und somit die Dichtheit von {ux }ren In X ergibt.

2. Seien umgekehrt {ux}ren, C X eine in X dichte Menge mit Ny C N. Definiert
man durch r, = 27¢ fiir £ € N eine Familie {r;}sen C R von Radien, so soll gezeigt
werden, daB die abzidhlbare Familie { B(ug,r¢) C X : k € Ny, £ € N} offener Kugeln
eine Basis fiir die offenen Mengen in X darstellt:

Ist G C X eine nichtleere offene Teilmenge, so bildet man zunéchst die Indexmenge
N; = {k € Ny : ux € G}, die aufgrund der Dichtheit von {ux }ren, in X nicht leer
sein kann. Definiert man fiir jedes k € N; die Zahl £z = min{{ € N : B(uy,r;) C G},
dann gilt offenbar B(ug,r¢) C G fir alle k € Ny und £ € N mit £ > £;. Somit ist
auch die Vereinigung E = Ugen, B(ug, r¢, ) offener Kugeln eine Teilmenge von G.

Ist u € G ein beliebiger Punkt, so kann man wegen der Offenheit von G einen
Index m € N wiébhlen, so dall B(u,r¢) C G fiir alle £ € N, £ > m gilt. Aufgrund der
Dichtheit von {ug }xen, in X gibt es einen Index k € Ny mit ux € B(u,rm4+1) C G, es
gilt also nach Definition sogar k € N;. Da fiir jedes w € B(ug, rpm+1) stets

pu, w) < p(u,ui) + p(uk, W) < 2rmi1 = I'm

gilt, ergibt sich die Inklusion B(ug, rm+1) C B(u,ry) C G, alsom + 1 > £ aufgrund
der Konstruktion. Wegen u € B(uk, rm+1) C B(uk,re, ) folgt daraus die Beziehung
u € Ugen, B(uk.re, ) = E, das heilit, auch G C E und somit G = E. O

Offene Uberdeckungen. Ein System {U,},cr offener Mengen aus X heiBt offene
Uberdeckung einer Teilmenge E C X, wenn E C U,crU, gilt, das heiBt, wenn es fiir
jeden Punkt u € E wenigstens einen Index y € I' mit u € U, gibt.
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Abzihlbare Basen und Uberdeckungen. Ist der metrische Raum (X, p) separabel,
dann kann aus jeder offenen Uberdeckung von X eine abzihlbare Teilfamilie ausge-
wahlt werden, die X uberdeckt.

Beweis. Sei die Familie {G¢}reny € X nichtleerer offener Mengen eine Basis fiir die
offenen Mengen in (X, p) und {U, }, er eine offene Uberdeckung von X. Wird u € X
beliebig vorgegeben, so kann man einen Index y(u) € I' mit u € U, festlegen.
Da die in X offene Menge U, () die Vereinigung einer Teilfamilie von {G jreny C X
ist, kann man einen Index £(u) € N auswihlen, so daB u € Gy C U, gilt. Die
Familie {G¢u) : u € X} ist eine abzihlbare Uberdeckung von X. Fixiert man eine
abzdhlbare Indexmenge Nyg C N, so daB {Gg}ken, = {Grw) : v € X} gilt, dann gibt
es zu jedem k € Ny ein ux € X mit Gy = Gyw,) C Uyw,). Daher ist mit {Gg }xen,
auch {Uy ) }xen, €ine abzihlbare Uberdeckung von X durch offene Mengen. O

Separabilitit des Raumes aller Zahlenfolgen. Der metrische Raum (s, p) aller
Zahlenfolgen ist separabel, wenn die Metrik p : s x s — R wie folgt definiert wird:

plun =3 p o firalleu = (xedien. v = {rdeen €5,

Beweis. 1. Die Menge g C s aller Zahlenfolgen v = {y;}ieny € s, s0daBl y, € Q
im Falle K = R sowie Rey; € Q und Imy, € Q im Falle K = C fiir jedes £ € N
gilt, ist dicht in s, da es fiir jedes ¢ > 0 und jede Folge u = {x;/}reny € s eine Folge
v = {yi}ren € q gibt, so dal |x; — y¢| < ¢ fiir alle £ € N und somit p(u, v) < ¢ gilt.

2. Die abzdhlbare Teilmenge gy C ¢ der Zahlenfolgen w = {z;}yen € ¢, fiir die ein
£y € N existiert, so daBl zy = 0 fiir alle £ € N, £ > £, gilt, ist dicht in ¢: Ist ndmlich
e > 0 vorgegeben, und wihlt man ein £, € N mit der Eigenschaft 27% < g, dann
kann man fiir jede Folge v = {y;}ren € ¢ die Folge w = {z¢}ren € go durch z;, = yy

furf e {1,...,4y} sowie z; = 0 fiir £ € N, £ > £, definieren und erhilt
— 1 |y — 1
W) = —_—— < — <e.
'O(v w) Z 2€1+|y£| Z ¢ €
=Lp+1 {=Lp+1

3. Die abzdhlbare Menge ¢, ist dicht in s, da go dicht in ¢ und ¢ dichtin s ist. [J

Nirgends dichte Mengen. Eine Teilmenge E eines metrischen Raums (X, p) hei3t
nirgends dicht, wenn sie in keiner offenen Kugel B(u,r) C X dicht ist.

Charakterisierung nirgends dichter Mengen. Seien ein metrischer Raum (X, p)
und eine Teilmenge £ C X gegeben. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Menge E ist nirgends dicht.

2. Das AuBere ext E = int(X \ E) = X \ ¢l E von E ist dicht in X.

3. Esgiltintcl £ = @.
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Beweis. 1. Sei eine offene Kugel B(u,r) C X vorgegeben. Die Menge E ist genau
dann nicht dichtin B(u,r), wenneseinv € B(u,r)undeiné > Omit ENB(v,) = &
gibt, also genau dann, wenn es ein v € B(u,r) mit v € X \ cl E gibt. Die Menge E
ist somit genau dann nirgends dicht, wenn fiir jede offene Kugel B(u,r) C X der
Durchschnitt B(u, r) N (X \ cl E) nicht leer ist. Dies ist aber gleichbedeutend mit der
Dichtheit von X \ ¢l E in X.

2. Da fiir jede Menge £ C X nach Definition sowohl cl E = X \ ext E als auch
int(X \ext £) = X \ clext E gilt, ergibt sich intcl £ = X \ clext E. Somit gilt genau
dannintcl E = @, wenn clext E = X gilt, also ext E dicht in X ist. O

Eigenschaften der Cantor-Menge. Auf dem Intervall X = [0, 1] soll wie tiblich
eine Metrik p : X x X — R durch p(x, y) = |x — y| fiir x, y € X definiert werden.
1. Jede Zahl x € [0, 1] besitzt eine triadische Entwicklung als Element der Menge

Co={Y 72,3 %ar € R : {as}ren C {0,1,2}}.

Beweis. Zunichst folgt Co C [0,1] aus 2 2, 37¢ = 1. Um einzusehen, daB auch
[0,1] C Cy gilt, sei x € [0, 1) vorgegeben. In einem ersten Schritt kann man ein a; €

{0, 1,2} finden, so daB x — 1a; € [0, 1) gilt. Unter der (induktiven) Voraussetzung,

daB es Zahlen a, ..., ax € {0, 1,2} gibt, so daB x — Y"5_, 37 ¢a, € [0,37%) erfilllt ist,
wahlt man durch Intervallschachtelung

0, fallsx — Y §_, 3 %a, € [0,37%71),
ar+1 = 31, fallsx — ZLI 37tay € [37K71,2.37F7T),
2, fallsx —Y5_ 374 € [2-37%1,37%),
und erhilt, dal3 es Zahlen ay,...,ax+1 € {0,1,2} gibt, so dal x — 2‘:11 37tg, €
[O, 3_k_1) gilt. Der Grenzilibergang k — oo liefert eine Folge {a/}ien € {0, 1,2} mit
x =>72,3"%y € Cy, es gilt also Cy = [0, 1]. O

2. LaBt man die Zahl a; = 1 fiir kein £ € N zu, dann entsteht die Cantor- Menge
C={>72,3 " ar € R : {ar}ren C {0.2}} C [0.1].
Betrachtet man die absteigende Familie {Cy }xen C [0, 1] der Mengen
Ce = {523 ‘ar e R : {agheen C{0,1.2},{a,...,ar} C {0,2}} fiirk €N,

dann gilt C = NP2, Cx. Zur rekursiven Konstruktion der Mengen Cy setzt man Fo =
[0, 1] und definiert eine Familie { Fy jxen C [0, 1] abgeschlossener Mengen

Fr={3xeR:xeF_JU{ix+2cR:xe F_} firkeN.

Dann gilt Fy = Cy fir alle k € N und somit C = N2, Cx = N$2 | Fy.
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Beweis. Offenbar gilt Fy = Cy = [0, 1]. Unter der (induktiven) Voraussetzung, dal3
Fj_1 = Cy— fiir ein k € N erfiillt ist, sei ein y € F; vorgegeben. Es gibt also ein x €
Fr—1 = Cr—1 und damit eine Folge {a;}¢eny C {0, 1,2} mit {ay,...,ax—1} C {0,2},
so daB die Identitdt y = 1372, 37%a; + 1b; fiir ein by € {0,2} gilt. Definiert man
{beleen C {0, 1,2} durch byy; = ay fiir £ € N, dann ergibt sich y = Y 72, 37b, mit
{by,...,br} C {0,2}, das heil3t, es gilt y € C und somit Fj C Cg.

Wird unter der (induktiven) Voraussetzung Fy_; = Cix_; ein y € Cy vorgegeben,
dann gibt es eine Folge {a;}reny C {0, 1,2} mit {ay,...,ax} C {0,2}, so daB die
Identitét 3y —a; = > o, 3 %ay erfiillt ist. Bildet man die Folge {b;}ren C {0, 1,2}
durch by = a4 fur £ € N, dann ergibt sich {b,...,bx_1} C {0, 2}, das heilit, es gilt
3y —a; € Cr—1 = Fx—1. Aus a; € {0,2} folgt somit y € Fg, also Cy C Fy. O

3. Die Cantor-Menge C besteht nur aus Randpunkten und ist nirgends dicht.

Beweis. Da {Fi}ren C [0, 1] eine Familie abgeschlossener Mengen ist, mul3 auch
C = N2, Fy abgeschlossen sein. Sei ¢ > 0 vorgegeben und ¢, € N derart gewibhlt,
daB 37% < ¢ gilt; ferner x € C ein beliebiger Punkt und {as}ren C {0,2} eine
Folge mit x = Y 72, 3 ‘a,. Dann gilt fiir jeden Punkt y € [0, 1], der eine triadische
Entwicklung y = 92 37%h, mit einer Folge {b¢leeny C {0, 1,2} besitzt, so daB
by = ay furalle £ € {1,..., £y} erfillt ist, die Abschitzung

[x —y| < Z;’;ZOH 37 a, — by| < 222’;40“ 37t <37t < ¢

Somit enthilt jede offene Kugel B(x,e) = {z € [0,1] : |x — z| < &} sowohl Zahlen
aus C als auch aus [0, 1] \ C, das hei3t, jeder Punkt x € C ist Randpunkt von C.
Da C C [0, 1] abgeschlossen ist, folgt aus c1C = C = bdC = clIC \ intC, dal3
intcl C = int C leer ist, das heil3t, die Cantor-Menge C ist nirgends dichtin [0, 1]. [

4. Die triadische Entwicklung jeder Zahl x € C ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Fiihrt man die Menge d aller dyadischen Zahlenfolgen {a;}ien C {0, 1} ein,
dann soll die Bijektivitdt derjenigen Abbildung 7 : d <> C gezeigt werden, die durch

Tu = 222‘;1 3_661@ firu = {ag}eeN ed

definiert ist. Seien dazu u = {aslyeny € d Und v = {by}yeny € d mit Tu = T
gegeben. Wiirde a; = 1 und b; = 0 gelten, dann ergibe sich der Widerspruch

2423702, 37, =2Y 72 3 ar =232, 37 by =232, 37 %, < L

Damit ist a; = b; gezeigt. Wird (induktiv) vorausgesetzt, dall a; = by fiir alle £ €
{1,...,k — 1} gilt, dann kann nicht a; = 1 und b; = 0 gelten, denn

2.3k 12 Z?ik-i-l 37tay =2 Z;ik 37ta, =2 Z;ik 37y =2 Z;ikﬂ 37 <37

wiirde zum Widerspruch fithren. Somit gilt ay = by fiir alle k € N, also u = v. O
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Magere Mengen. Eine Teilmenge E eines metrischen Raums (X, p) wird mager ge-
nannt, wenn sie als Vereinigung £ = Ugcn Ex abzdhlbar vieler nirgends dichter Teil-
mengen Ej von X darstellbar ist.

Kategoriensatz von Baire. Ist (X, p) ein vollstindiger metrischer Raum, so gilt:

1. Ist {Grlken C X eine Folge offener, in X dichter Mengen, so ist auch deren
Durchschnitt Ngeny G dicht in X.

2. Ist E C X mager, dann ist das Komplement X \ E dichtin X.

3. Ist { Fx }xen C X eine Folge abgeschlossener Mengen mit X = Ugen Fi, dann
existiert ein Index £ € N, so dal3 F; nicht mager ist.

4. Keine nichtleere offene Menge G C X ist mager.

Beweis. 1. Sei {Gi}ren C X eine Folge offener, in X dichter Mengen und B(uy, ro)
eine vorgegebene offene Kugel in X. Da G; offen und dicht in X ist, mul3 somit auch
G1 N B(ug, r9) offen und nichtleer sein. Demnach gibt es eine abgeschlossene Kugel
K(uq,ry) mit 2ry <rg,sodall K(uy,r1) C Gy N B(uop, ro) gilt.

Unter der induktiven Voraussetzung, daB fiir jedes £ € {1, ...k} eine abgeschlosse-
ne Kugel K(uy, r¢) mit 2ry < ry—q sowie K(ug,r¢) C G¢ N B(ug—1, re—1) existiert, gibt
es wegen der Offenheit und der Dichtheit von G, in X eine abgeschlossene Kugel
KUgq1, re1) mit 2rgq < rg sowie K(Ug+1,7k+1) C Grr1 N B(ug, rg).

Da fiir jedes k € N die Kugel B(uy, i) alle folgenden Kugeln B(uy, r¢) mit £ > k
enthilt, mulB dann stets p(ug, uy) < rr gelten. Wegen limg oo 7x = 01t {ug jreny C X
eine Cauchy-Folge in X, und die Vollstindigkeit von X liefert die Konvergenz der
Folge {uy}ren gegen einen Grenzwert u € X. Da fiir alle k, £ € N mit £ > k stets
pug,u) < p(ur,ug) + p(ue,u) < rr + p(ug,u) gilt, erhdlt man fir £ — oo die
Beziehung p(ug,u) < ry und somit u € K(uy, ri) fir jedes k € N, woraus

u € Nken K (k. 1) C Niken(Gr N B(ui—1,rk—1)) C NkenGi N B(ug, ro)

folgt. Da B(ug, r¢) in X beliebig vorgegeben war, mul Ngen Gy in X dicht liegen.

2. Ist E C X mager, dann existiert eine Folge { Ex }xen In X nirgends dichter Men-
gen Ex C X mit E = Ugen Er. Da wegen intcl £, = @ auch die AbschlieBung cl Ex
fiir jedes k € N nirgends dicht ist, mu3 das Komplement X \cl Ey, fiir jedes k € N eine
offene, in X dichte Menge sein. Nach Schritt 1 erhédlt man die in X dichten Mengen

NkeN(X \ el Ex) = X \ Ugencl Ex C X \ UkenExr = X \ E.

3. Sei {Fi}xen C X eine Folge abgeschlossener magerer Mengen. Nach Schritt 2
sind die Komplemente X \ Fj fiir alle k € N offen und dicht in X. Somit ist nach
Schritt 1 auch Ngen(X \ Fr) = X \ Uren Fx dicht in X, also gilt Ugen Fr # X.

4. Ist G C X offen und mager, dann ist das Komplement X \ G nach Schritt 2
abgeschlossen und dicht in X, das heil3t, es gilt X \ G = X und somit G = &. O



