
Vorlesung 20

Räume integrierbarer Funktionen
Sei .V; k kV / ein separabler Banach-Raum über K sowie .X;A; �/ ein � -endlicher,
vollständiger Maßraum. Obwohl meßbare Funktionen u W X ! V , die sich höch-
stens auf einer Nullmenge voneinander unterscheiden, genau genommen Klassen
äquivalenter Funktionen bilden, werden diese Klassen dennoch wie Funktionen be-
handelt und äquivalente Funktionen miteinander identifiziert.

Räume integrierbarer Funktionen. 1. Für p 2 Œ1;1/ wird die Menge Lp.X IV /
aller meßbaren Funktionen u W X ! V , so daß die Funktion kukpV W X ! R inte-
grierbar ist, mit der durch

kuk
p

Lp.X IV /
D
R
X
kuk

p
V d� für u 2 Lp.X IV /

definierten Norm ausgestattet.
2. Im Falle p D 1 definiert man auf der Menge L1.X IV / aller meßbaren Funk-

tionen u W X ! V , für die das wesentliche Supremum

ess sup
x2X

ku.x/kV D inf
˚
r 2 R W kukV � r fast überall auf X

	
endlich ist, eine Norm durch kukL1.X IV / D ess supx2X ku.x/kV für u 2 L1.X IV /.

3. Für p 2 Œ1;1� und u 2 Lp.X IV / erhält man kukLp.X IV / � 0 und genau dann
kukLp.X IV / D 0, wenn u D 0 fast überall auf X gilt. Außerdem ergibt sich offenbar
k˛ukLp.X IV / D j˛jkukLp.X IV / für alle ˛ 2 K und u 2 Lp.X IV /. Um einzusehen, daß
Lp.X IV / ein Banach-Raum ist, werden Ungleichungen von Hölder und Minkowski
sowie Sätze von Weyl und Riesz-Fischer benötigt:

Hölder-Ungleichung. Sei zusätzlich vorausgesetzt, daß .V �; k kV �/ separabel ist.
Dann gilt für alle f 2 Lq.X IV �/, u 2 Lp.X IV / mit p, q 2 Œ1;1� und 1

p
C

1
q
D 1

stets hf; ui 2 L1.X IK/ sowie khf; uikL1.X IK/ � kf kLq.X IV �/kukLp.X IV /.

Beweis. 1. Seien fukgk2N und ffkgk2N Folgen einfacher Funktionen uk W X ! V

und fk W X ! V �, welche jeweils fast überall auf X gegen u bzw. f konvergieren.
Dann konvergiert die Folge fhfk; ukigk2N einfacher Funktionen hfk; uki W X ! K

fast überall gegen die Funktion hf; ui W X ! K, woraus sich deren Meßbarkeit ergibt.
2. Die Behauptung folgt für kukLp.X IV / D 0 oder kf kLq.X IV �/ D 0, da dann
hf; ui D 0 gilt. Für p D 1, q D 1 gilt jhf; uij � kf kV �kukV � kf kL1.X IV �/kukV
fast überall auf X , also hf; ui 2 L1.X IK/. Analog dazu ist der Fall q D 1; p D1.

3. Seien p 2 .1;1/ und kukLp.X IV / > 0, kf kLq.X IV �/ > 0. Für a, b � 0 gilt die
Young-Ungleichung ab � 1

p
ap C 1

q
bq, denn die Konkavität des Logarithmus liefert

ln .ab/ D ln aC ln b D 1
p

ln ap C 1
q

ln bq � ln
�
1
p
ap C 1

q
bq
�

für a, b > 0.
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Durch Anwendung der Young-Ungleichung erhält man

jhf; uij

kf kLq.X IV �/kukLp.X IV /

�
kf kV �kukV

kf kLq.X IV �/kukLp.X IV /
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q
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Lp.X IV /

fast überall auf X . Somit folgt hf; ui 2 L1.X IK/ wegen der Integrierbarkeit der
rechten Seite. Die Integration über X ergibtR

X
jhf; uij d�

kf kLq.X IV �/kukLp.X IV /
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das heißt, es gilt die Ungleichung khf; uikL1.X IK/ � kf kLq.X IV �/kukLp.X IV /. �

Minkowski-Ungleichung. Ist p 2 Œ1;1�, so gilt für alle u, v 2 Lp.X IV / stets
uC v 2 Lp.X IV / sowie kuC vkLp.X IV / � kukLp.X IV / C kvkLp.X IV /.

Beweis. 1. Im Falle p D 1 oder p D 1 ergibt sich die Aussage aus der Dreiecksun-
gleichung kuC vkV � kukV C kvkV fast überall auf X .

2. Sei jetzt p 2 .1;1/. Dann folgt zunächst uC v 2 Lp.X IV /, denn es gilt

kuC vk
p
V � .kukV C kvkV /

p
� 2p�1

�
kuk

p
V C kvk

p
V

�
fast überall auf X .

Hat q 2 .1;1/ die Eigenschaft 1
p
C

1
q
D 1, dann erhält man wegen q.p � 1/ D p die

Beziehung kuC vkp�1V 2 Lq.X IR/. Mit Hilfe der Ungleichung

kuC vk
p
V � kukV kuC vk

p�1
V C kvkV kuC vk

p�1
V fast überall auf X;

und der Hölder-Ungleichung k' kL1.X IR/ � k'kLp.X IR/k kLq.X IR/ für reellwertige
Funktionen ' 2 Lp.X IR/ und  2 Lq.X IR/ ergibt sich wegen q.p � 1/ D p

kuC vk
p

Lp.X IV /
�
R
X
kukV kuC vk

p�1
V d�C

R
X
kvkV kuC vk

p�1
V d�

�
�
kkukV kLp.X IR/ C kkvkV kLp.X IR/

�
kkuC vk

p�1
V kLq.X IR/

D
�
kukLp.X IV / C kvkLp.X IV /

�
kuC vk

p�1

Lp.X IV /

und damit im Falle ku C vkLp.X IV / > 0 die gewünschte Minkowski-Ungleichung,
welche trivial erfüllt ist, falls kuC vkLp.X IV / D 0 gilt. �

Interpolationsungleichung. Seien p, q 2 Œ1;1�, p < q sowie u 2 Lp.X IV / mit
u 2 Lq.X IV / vorgegeben. Ist s 2 Œp; q� und wird � 2 Œ0; 1� durch 1

s
D

�
p
C

1��
q

definiert, dann liefert die Hölder-Ungleichung die BeziehungR
X
kuksV d� D

R
X
kuk

�sC.1��/s
V d� �

�R
X
kuk

p
V d�

��s=p �R
X
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q
V d�

�.1��/s=q
:

Somit folgt u 2 Ls.X IV / und die Ungleichung kukLs.X IV / � kuk
�
Lp.X IV /

kuk1��
Lq.X IV /

.
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Satz von Weyl. Sei p 2 Œ1;1� und fukgk2N eine Cauchy-Folge in Lp.X IV /. Dann
existiert eine wachsende Folge fkmgm2N � N, so daß fukm

gm2N fast überall auf X
gegen einen Grenzwert u 2 Lp.X IV / konvergiert sowie eine Funktion ' 2 Lp.X IR/,
so daß kukm

kV � ' fast überall auf X für alle k 2 N gilt.

Beweis. 1. Im Falle p 2 Œ1;1/ gibt es eine wachsende Folge fkmgm2N � N mit

kukmC1
� ukm

kLp.X IV / � 4
�m für alle m 2 N:

Für m 2 N werden die Bezeichnungen vm D ukm
sowie v0 D 0 eingeführt und die

meßbaren Mengen Em D
˚
x 2 X W kvmC1.x/ � vm.x/kV � 2

�m
	

definiert. Offenbar
gilt dann für jedes m 2 N die Maßabschätzung

�.Em/ � 2
mp
R
Em
kvmC1 � vmk

p
V d� � 2

mpkvmC1 � vmk
p

Lp.X IV /
� 2�mp

und für die meßbaren Mengen N` D [1mD`Em folglich

�.N`/ �
P1
mD` �.Em/ � 2

1�p` für alle ` 2 N:

Man bildet die meßbare Menge N D \1
`D1
N` und erhält �.N/ � �.N`/ für alle

` 2 N und somit �.N/ D 0. Daher existiert für alle x 2 X nN D [1
`D1
\1
mD`

.X nEm/

ein `.x/ 2 N, so daß kvmC1.x/ � vm.x/kV < 2�m für alle m 2 N mit m � `.x/ gilt.
2. Man definiert eine Folge f'`g`2N meßbarer Funktionen '` W X ! R durch

'`.x/ D
P`
mD1 kvm.x/ � vm�1.x/kV für x 2 X n N und setzt '`.x/ D 0 für x 2 N .

Aufgrund von Schritt 1 konvergiert die Folge f'`.x/g`2N für jedes x 2 X gegen einen
endlichen Grenzwert '.x/ � 0. Somit ist die Grenzfunktion ' W X ! R meßbar. Ist
r > 0 eine Schranke mit supk2N kukkLp.X IV / � r , dann liefert Schritt 1 außerdem

k'`kLp.X IR/ D
P`

mD1 kvm � vm�1kV

Lp.X IR/

�
P1
mD1 kvm � vm�1kLp.X IV / � r C 4

für alle ` 2 N, woraus ' 2 Lp.X IR/ mit Hilfe des Satzes von Fatou folgt, dennR
X
j'jp d� D

R
X

lim inf
`!1

j'`j
p d� � lim inf

`!1

R
X
j'`j

p d� � .r C 4/p:

3. Nach Konstruktion gelten für alle m, ` 2 N mit m < ` und jedes x 2 X nN

kv`.x/ � vm.x/kV �
P`
nDmC1 kvn.x/ � vn�1.x/kV D '`.x/ � 'm.x/

kv`.x/kV �
P`
nD1 kvn.x/ � vn�1.x/kV D '`.x/:

Wegen Schritt 2 ist fv`.x/g`2N für jedes x 2 X n N eine Cauchy-Folge in V , welche
folglich gegen einen Grenzwert u.x/ 2 V mit ku.x/kV � '.x/ konvergiert. Setzt
man u.x/ D 0 für x 2 N , so konvergiert fv`g`2N fast überall auf X gegen eine
Grenzfunktion u W X ! V , die somit meßbar ist. Da kukV � ' fast überall aufX gilt,
liefert das Kriterium von Bochner wegen ' 2 Lp.X IR/ schließlich u 2 Lp.X IV /.

4. Für p D 1 existiert für jedes ` 2 N ein k` 2 N, so daß kuk � umkL1.X IV / � 1
`

für alle k, m � k` gilt. Sei ferner r > 0 eine Schranke mit supk2N kukkL1.X IV / � r .
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Dann lassen sich Nullmengen Nkm` 2 A finden, so daß sowohl kuk.x/kV � r als
auch kuk.x/ � um.x/kV � 1

`
für alle x 2 X nNkm` und k, m � k`, ` 2 N gilt.

Für die Nullmenge N D [1
`D1
[1
kDk`
[1
mDk`

Nkm` 2 A gilt also kuk.x/kV � r sowie
kuk.x/ � um.x/kV �

1
`

für alle x 2 X nN sowie k, m � k` und ` 2 N.
Wegen der Vollständigkeit von .V; k kV / konvergiert daher die Folge fuk.x/gk2N

für jedes x 2 X n N gegen ein Element u.x/ 2 V mit ku.x/kV � r . Setzt man
u.x/ D 0 für jedes x 2 N , dann konvergiert fukgk2N fast überall auf X gegen die
Grenzfunktion u W X ! V , die somit meßbar ist und kukL1.X IV / � r erfüllt. �

Satz von Riesz-Fischer. Für jedes p 2 Œ1;1� ist Lp.X IV / ein Banach-Raum.

Beweis. 1. Sei zunächst p 2 Œ1;1/ und fukgk2N eine Cauchy-Folge in Lp.X IV /.
Dann existiert für jedes " > 0 ein k0 2 N, so daß kuk�u`kLp.X IV / � " für alle Indizes
k, ` � k0 gilt. Der Satz von Weyl liefert eine wachsende Folge fkmgm2N � N und eine
Funktion u 2 Lp.X IV /, so daß fukm

gm2N fast überall auf X gegen u konvergiert.
Mit dem Satz von Fatou gelangt man für jedes ` � k0 zur AbschätzungR

X
ku` � uk

p
V d� D

R
X

lim inf
m!1

kukm
� u`k

p
V d� � lim inf

m!1

R
X
kukm

� u`k
p
V d� � "

p;

woraus schließlich lim`!1 ku` � ukLp.X IV / D 0 folgt.
2. Sei p D1 und fukgk2N eine Cauchy-Folge in L1.X IV / und " > 0 vorgegeben.

Dann existiert ein k0 2 N, so daß kuk.x/ � u`.x/kV � " für fast alle x 2 X und alle
k, ` � k0 gilt. Nach dem Satz von Weyl gibt es eine Funktion u 2 L1.X IV /, so daß
fukgk2N fast überall auf X gegen u konvergiert. Der Grenzprozeß k !1 liefert

ku`.x/ � u.x/kV � lim inf
k!1

�
ku`.x/ � uk.x/kV C kuk.x/ � u.x/kV

�
� "

für fast alle x 2 X und jedes ` � k0. Daraus folgt ku` � ukL1.X IV / � " für jedes
` � k0, das heißt, fu`g`2N konvergiert in L1.X IV / gegen u 2 L1.X IV /. �

Dichtheit einfacher Funktionen. Für p 2 Œ1;1� liegt der lineare Teilraum der
einfachen Funktionen aus Lp.X IV / dicht im Raum Lp.X IV /.

Beweis. 1. Sei zunächst p 2 Œ1;1/ und u 2 Lp.X IV /. Dann existiert eine Folge
fukgk2N einfacher Funktionen uk W X ! V , so daß fukgk2N fast überall auf X
gegen u konvergiert sowie kukkV � 2kukV und kuk�ukV � 3kukV fast überall aufX
für alle k 2 N gilt. Die Folge fukgk2N einfacher Funktionen liegt also in Lp.X IV /,
und der Satz von Lebesgue über majorisierte Konvergenz liefert

lim
k!1

R
X
kuk � uk

p
V d� D

R
X

lim
k!1

kuk � uk
p
V d� D 0:

2. Im Falle u 2 L1.X IV / erhält man nach dem Satz von Pettis eine Folge fukgk2N

einfacher Funktionen uk 2 L1.X IV /, so daß kuk � ukV � 1
k

fast überall auf X für
alle k 2 N gilt. Daher konvergiert fukgk2N in L1.X IV / gegen u 2 L1.X IV /. �
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Separabilität. 1. Ein Maßraum .X;A; �/ heißt separabel, wenn es ein abzählbares
Mengensystem F � A mit der Eigenschaft gibt, so daß für jedes ı > 0 und jede
meßbare Menge E 2 A eine Menge F 2 F mit �.F nE/C �.E n F / � ı existiert.

2. Ist .X;A; �/ ein � -endlicher, vollständiger und separabler Maßraum, dann ist
der Banach-Raum Lp.X IV / für jedes p 2 Œ1;1/ separabel.

Beweis. 1. Ist D � V eine abzählbare, in V dichte Menge, dann wird durch

M D
˚Pk

`D1 1F`
 ` W F1; : : : ; Fk 2 F;  1; : : : ;  k 2 D; k 2 N

	
eine ebenfalls abzählbare Menge definiert.

2. Sind E 2 A eine Menge endlichen Maßes und v 2 V vorgegeben, so gilt 1Ev 2

Lp.X IV /. Für ein beliebig fixiertes ı > 0 gibt es nach Voraussetzung eine Menge
F 2 F endlichen Maßes, so daß �.F nE/C �.E n F / � ıp gilt. Man erhält somitR

X
k1Ev � 1F vk

p
V d� D

R
EnF
kvk

p
V d�C

R
F nE
kvk

p
V d� � ı

pkvk
p
V :

Wählt man ein  2 D mit k � vkV � ı, so ergibt sich für die Funktion 1F 2MR
X
k1Ev � 1F k

p
V d� � 2

p�1
R
X
k1Ev � 1F vk

p
V d�C 2

p�1�.F /k � vk
p
V

� 2p�1ıp
�
kvk

p
V C �.E/C ı

p
�
:

3. Sei u D
P1
`D1 1E`

v` 2 L
p.X IV / eine einfache Funktion mit fv`g`2N � V und

einer Zerlegung fE`g`2N von X in Mengen E` 2 A endlichen Maßes, ferner ı > 0

beliebig vorgegeben. Definiert man um D
Pm
`D1 1E`

v` 2 L
p.X IV / für m 2 N, dann

kann man ein k 2 N mit der EigenschaftR
X
kuk � uk

p
V d� D

P1
`DkC1 �.E`/kv`k

p
V � ı

p

finden, da die Reihe
˚Pm

`D1 �.E`/kv`k
p
V

	
m2N

gegen
R
X
kuk

p
V d� konvergiert. Auf-

grund von Schritt 2 existiert für jedes ` 2 f1; : : : ; kg eine Menge F` 2 F endlichen
Maßes sowie ein  ` 2 D mit der Eigenschaft k1E`

v` � 1F`
 `kLp.X IV / � 2�`ı. Für

die Funktion
Pk
`D1 1F`

 ` 2M folgt daraus die Abschätzungu �Pk
`D1 1F`

 `

Lp.X IV /

� kuk � ukLp.X IV / C
Pk
`D1 k1E`

v` � 1F`
 `kLp.X IV / � 2ı:

4. Seien u 2 Lp.X IV / und ı > 0 vorgegeben. Wegen der Dichtheit einfacher
Funktionen existiert eine einfache Funktion Qu 2 Lp.X IV / mit ku � QukLp.X IV / � ı.
Aufgrund von Schritt 3 gibt es eine Funktion Ou 2M , so daß k Qu� OukLp.X IV / � ı gilt,
woraus sich ku � OukLp.X IV / � 2ı ergibt. �


