Vorlesung 20
Réaume integrierbarer Funktionen

Sei (V.| |lv) ein separabler Banach-Raum iiber K sowie (X, 2, 1) ein o-endlicher,
vollstindiger MalBraum. Obwohl meBBbare Funktionen u : X — V, die sich hoch-
stens auf einer Nullmenge voneinander unterscheiden, genau genommen Klassen
daquivalenter Funktionen bilden, werden diese Klassen dennoch wie Funktionen be-
handelt und dquivalente Funktionen miteinander identifiziert.

Raume integrierbarer Funktionen. 1. Fiir p € [1, 0c0) wird die Menge L?(X; V)
aller meBbaren Funktionen u : X — V, so daB die Funktion [[u[|}, : X — R inte-
grierbar ist, mit der durch

el sy = i lullf e fiiru € LP(X: )

definierten Norm ausgestattet.

2. Im Falle p = oo definiert man auf der Menge L*°(X; V') aller meBbaren Funk-
tionen u : X — V, fur die das wesentliche Supremum

esssup |[u(x)|ly =inf{r € R: ||ully < r fast iberall auf X}
xeX

endlich ist, eine Norm durch ||u||poo(x.v) = €sssup ey |u(x)||y fliru € L*°(X; V).

3. Fir p € [1,o0] und u € L?(X; V) erhidlt man |u| r»x;») > 0 und genau dann
lullLrx;vy = 0, wenn u = O fast iberall auf X gilt. AuBerdem ergibt sich offenbar
laullLrx:vy = le||ullLrx:v) firallea € Kund u € L?(X; V). Um einzusehen, daB
L?(X; V) ein Banach-Raum ist, werden Ungleichungen von Holder und Minkowski
sowie Siatze von Weyl und Riesz-Fischer benotigt:

Holder-Ungleichung. Sei zusitzlich vorausgesetzt, daB3 (V*,| |y+) separabel ist.
Dann gilt fir alle f € L2(X;V*),u € L?(X;V) mit p, g € [1, 00] und % + é =1
stets (f,u) € L' (X:K) sowie [{fiu)llorxxy < IS lzecevsllulle e

Beweis. 1. Seien {uy}reny und { fx }xen Folgen einfacher Funktionen uy : X — V
und fr : X — V*, welche jeweils fast liberall auf X gegen u bzw. f konvergieren.
Dann konvergiert die Folge {( fx,ux)}xen einfacher Funktionen ( fx,uz) : X — K
fast tiberall gegen die Funktion ( f, u) : X — K, woraus sich deren MeBbarkeit ergibt.
2. Die Behauptung folgt fiir ||u|Lr(x;v) = 0 oder || f|Lex;v+) = 0, da dann
(fiu) = 0 gilt. Fiir p = 1,q = oo gilt [{fu)] < | fllv-lully < I/ lzecovsllully
fast iiberall auf X, also { f,u) € L'(X;K). Analog dazu ist der Fallg = 1, p = co.
3. Seien p € (1,00) und ||ullLrx:vy > O, || fllLex;v+ > 0. Fir a, b > 0 gilt die
Young-Ungleichung ab < - a? + ;- b?, denn die Konkavitit des Logarithmus liefert

In(ab) =Ina +1Inb = %lnal’ + élan <In (%a” + ébq) fira,b > 0.
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Durch Anwendung der Young-Ungleichung erhilt man

(/s u)] - LS Nl llullv N V12 n el

I ey lulleeceyy = 1 lecovnlullLrasyy = al f 1 o PIIL (xor)

fast tiberall auf X. Somit folgt (f,u) € L'(X;K) wegen der Integrierbarkeit der
rechten Seite. Die Integration iiber X ergibt

LeWrwldp e lfly-dn | Jy Iy du

1
=~ = — = 1’
I fllzacxsyllulleaoyy = a1 1 oy PlulLoxyy 7

_|_

das heif3t, es gilt die Ungleichung |[(f, u)[L1x:x) = [/ lLecx;vo lullLr vy O
Minkowski-Ungleichung. Ist p € [1,00], so gilt fiir alle u, v € L?(X;V) stets
u+veLP(X;V)sowie [[u+ vlrx;vy < ullrasyy + vllLrgy)-

Beweis. 1. Im Falle p = 1 oder p = oo ergibt sich die Aussage aus der Dreiecksun-
gleichung |u + v|ly < |lu|ly + [|v|v fast Giberall auf X.
2. Sei jetzt p € (1, 00). Dann folgt zunichst u + v € L?(X; V), denn es gilt

lu + vl < (lully + vllv)? <227 (lully + v]|5) fast iiberall auf X.

Hat g € (1, 00) die Eigenschaft - + - = 1, dann erhélt man wegen ¢(p — 1) = p die
Beziehung ||u + v||I"i_1 € L1(X;R). Mit Hilfe der Ungleichung

lu 4 v]|% < ullvllu+vl|5" + [lollvllu 4+ v]|5"  fast iiberall auf X,

und der Hoélder-Ungleichung [y |1 (x.r) = ll@llLrx;®) ¥ ||Lax;r) fiir reellwertige
Funktionen ¢ € L?(X;R) und ¢ € L9(X;R) ergibt sich wegen g(p — 1) = p
e+ 017 oy < Sy llv e+ vl di+ Sy llvlly lu + vl dp
< (Helvllzraery + Hvlviizeam) e+ vl5 exr)
= (lullzeavy + Ivllrcem) e + 0175
und damit im Falle ||u + v||Lrx.v) > 0 die gewiinschte Minkowski-Ungleichung,

welche trivial erfiillt ist, falls ||u 4+ v||Lr(x;v) = O gilt. O

Interpolationsungleichung. Seien p, ¢ € [1,00], p < g sowie u € L?(X;V) mit

u € L9(X;V) vorgegeben. Ist s € [p,g] und wird 6 € [0,1] durch 1 = % + 1(1;9

definiert, dann liefert die Hélder-Ungleichung die Beziehung

_ 2} (1-96)
Sy Wallyy die = fi Il 5% dp < (fi el dpe) ™ (fy el dp) =%

Somit folgt u € L*(X; V) und die Ungleichung [ju]|Lsx:v) < [l » . 1l fabx -
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Satz von Weyl. Sei p € [1, oo] und {ug }ren eine Cauchy-Folge in L?(X; V). Dann
existiert eine wachsende Folge {k;,}men C N, so daB {u,, }men fast Uiberall auf X
gegen einen Grenzwert u € L?(X; V') konvergiert sowie eine Funktion ¢ € L?(X;R),
so daB ||ug,, ||v < ¢ fast iiberall auf X fiir alle k € N gilt.

Beweis. 1.1m Falle p € [1, c0) gibt es eine wachsende Folge {k,,}men C N mit
|Ukpyr — Ui lLrx;vy < 47 fiirallem € N.

Fir m € N werden die Bezeichnungen v,, = uy,, sowie vo = 0 eingefiihrt und die
meBbaren Mengen E,, = {x € X : |[Umt1(x) — v (x)[|y = 27™} definiert. Offenbar
gilt dann fiir jedes m € N die MaBabschiatzung

W(Em) <27 [p Nvmir = vl dit < 2P [omss = Vil Lo (xpy < 2777
und fiir die mefbaren Mengen N, = US°_, E,, folglich
(W(Ne) < Yoy W(Ep) < 2'7P fiiralle £ € N.

Man bildet die meBbare Menge N = N$2, Ny und erhélt u(N) < pu(Ny) fiir alle
¢ € N und somit u(N) = 0. Daher existiert fir allex € X \N = U722 N>_ (X \ Ex)
ein £(x) € N, so daB ||v,41(x) — v (x)||y <27 fiir allem € N mit m > £(x) gilt.

2. Man definiert eine Folge {¢¢}reny meBbarer Funktionen ¢, : X — R durch
wi(x) = anzl |Vm(x) — V1 (x) ||y fir x € X \ N und setzt ¢y(x) = 0flirx € N.
Aufgrund von Schritt 1 konvergiert die Folge {¢¢(x)}¢en flr jedes x € X gegen einen
endlichen Grenzwert ¢(x) > 0. Somit ist die Grenzfunktion ¢ : X — R meBbar. Ist
r > 0 eine Schranke mit supy ¢y ||Uk ||L2(x;v) < r, dann liefert Schritt 1 aulerdem

¢
”(pZHL”(X;R) = HZm=1 ”Um — Um—1 ||VHLp(X;R) = Zz’[ozl ”Um - vm—l”LP(X;V) <r+44
fur alle £ € N, woraus ¢ € L?(X;R) mit Hilfe des Satzes von Fatou folgt, denn
fx lol?dp = [y 1i£minf|gog|p du < liZminffX lpe|? du < (r + 4)7.
—00 —> 00
3. Nach Konstruktion gelten fiir alle m, £ € N mit m < £ und jedes x € X \ N
[0e(¥) = vm Y < Fopmpr [0 () = Va1 (D) v = @2(x) = P (x)
loeC)ly < Xpmy 10 = vama (Ol = @e(0).

Wegen Schritt 2 ist {v¢(x)}sen fiir jedes x € X \ N eine Cauchy-Folge in V, welche
folglich gegen einen Grenzwert u(x) € V mit ||u(x)|ly < ¢(x) konvergiert. Setzt
man u(x) = 0 fiir x € N, so konvergiert {vy}sen fast liberall auf X gegen eine
Grenzfunktionu : X — V, die somit meBbar ist. Da |u||y < ¢ fastiiberall auf X gilt,
liefert das Kritertum von Bochner wegen ¢ € L?(X;R) schlieBlichu € L?(X; V).

4. Fiir p = oo existiert fiir jedes £ € N ein ky € N, so daB [[ug — up|poox:v) < %
fiir alle k, m > ky gilt. Sei ferner r > 0 eine Schranke mit supycn |4k ||Loox:v) < 7.



4

Dann lassen sich Nullmengen Ng,,¢ € U finden, so daB3 sowohl ||ug(x)|ly < r als
auch ||ug(x) —um(x)|ly < % firallex € X \ Ngmeund k, m > kg, £ € N gilt.

Fir die Nullmenge N = U2, URZ, UX_, Nigme € A gilt also ||ux (x)||y < r sowie
lur (x) — up(x) ||y < % furalle x € X \ N sowie k, m > kyund £ € N.

Wegen der Vollstindigkeit von (V, || ||y) konvergiert daher die Folge {uz(x)}ren
fir jedes x € X \ N gegen ein Element u(x) € V mit ||u(x)||y < r. Setzt man
u(x) = 0 fiir jedes x € N, dann konvergiert {u;}ren fast iberall auf X gegen die

Grenzfunktion u : X — V, die somit meBbar ist und |[u ||z (x;y) < r erfiillt. O

Satz von Riesz-Fischer. Fiirjedes p € [1, 00] ist L?(X; V) ein Banach-Raum.

Beweis. 1. Sei zunichst p € [1,00) und {ug}ren eine Cauchy-Folge in L?(X; V).
Dann existiert fiir jedes ¢ > O ein kg € N, so daB ||ux —u¢|rr(x;v) < € fir alle Indizes
k, € > kg gilt. Der Satz von Weyl liefert eine wachsende Folge {k;,}nen C N und eine
Funktion u € L?(X;V), so daB {ux,, }men fast iiberall auf X gegen u konvergiert.
Mit dem Satz von Fatou gelangt man fiir jedes £ > ko zur Abschitzung

p _ . . p . . p
Jx e —ully dp = [y liminf [lug,, —wuelly dp < lminf [ flug, —uelly dp < &,

woraus schlieBlich limy—, [Ju¢ — ul|Lrx;v) = 0 folgt.

2. Sei p = oo und {ug }ren eine Cauchy-Folge in L*°(X; V') und ¢ > 0 vorgegeben.
Dann existiert ein kg € N, so daB} ||ug(x) — u¢(x)||y < e fiir fast alle x € X und alle
k,{ > ko gilt. Nach dem Satz von Weyl gibt es eine Funktion u € L*°(X; V'), so daB
{ur }ren fast tiberall auf X gegen u konvergiert. Der Grenzprozel3 k — oo liefert

lue(x) —u(x)|lv < likrriglf(llue(X) —uk () lly + ux(x) —u)ly) < e

fuir fast alle x € X und jedes £ > k. Daraus folgt ||u; — u||px;v) < € fiir jedes
£ > kg, das heil3t, {u,}sen konvergiert in L*(X; V) gegenu € L= (X; V). O

Dichtheit einfacher Funktionen. Fiir p € [1, oo] liegt der lineare Teilraum der
einfachen Funktionen aus L?(X; V) dicht im Raum L?(X; V).

Beweis. 1. Sei zunédchst p € [1,00) und u € L?(X;V). Dann existiert eine Folge
{ur}ren einfacher Funktionen u; : X — V, so daB {ug}ren fast iberall auf X
gegen u konvergiert sowie | ug ||y < 2||u||y und ||ux —u|ly < 3||u||y fast iiberall auf X
fir alle £ € N gilt. Die Folge {u }xen einfacher Funktionen liegt also in L?(X; V),
und der Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz liefert

lim [, lux —ull}, dp = [y lim |lug —u||, dp = 0.
k—o00 k—00

2. Im Falle u € L°°(X; V) erhidlt man nach dem Satz von Pettis eine Folge {u }ren
einfacher Funktionen uy € L*°(X; V), sodal ||uy —u|y < % fast iiberall auf X fiir
alle k € N gilt. Daher konvergiert {uy }ren in L°(X; V) gegenu € L®°(X; V). O
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Separabilitat. 1. Ein MaBraum (X, 2, u) heil3t separabel, wenn es ein abzédhlbares
Mengensystem & C A mit der Eigenschaft gibt, so da3 fiir jedes § > 0 und jede
meBbare Menge E € A eine Menge F € F mit w(F \ E) + u(E \ F) < § existiert.

2. Ist (X, 2, u) ein o-endlicher, vollstindiger und separabler Mal3raum, dann ist
der Banach-Raum L?(X; V) fiir jedes p € [1, 00) separabel.

Beweis. 1. 1Ist D C V eine abzédhlbare, in V' dichte Menge, dann wird durch
M= 1gVe: F,....Fx €& V1,....Yx € D, k € N}

eine ebenfalls abzihlbare Menge definiert.

2. Sind E € U eine Menge endlichen MalBes und v € V vorgegeben, so gilt 1zv €
LP?(X;V). Fiir ein beliebig fixiertes § > 0 gibt es nach Voraussetzung eine Menge
F € % endlichen MaBles, so dall u(F \ E) + u(E \ F) < §7 gilt. Man erhilt somit

Jx Mev=1pvlpd = [op 101G die+ [\ g I0IF dpr < 82(0]15-
Wihlt man ein ¢ € D mit || — v||y < §, so ergibt sich fiir die Funktion 14 € M

Jx ILgv —1py || du <2770 [ 11gv — Lpv||5 du + 227 w(F) |y — o]}
< 277187 (|lv||% + w(E) + 87).

3.Seiu = > 2, 1g, v, € LP(X;V) eine einfache Funktion mit {v;},eny C V und
einer Zerlegung {E;}seny von X in Mengen E; € U endlichen MabBes, ferner 6 > 0
beliebig vorgegeben. Definiert man u,, = Y ., 1g, v, € LP(X; V) fir m € N, dann
kann man ein k£ € N mit der Eigenschaft

Jx lue —ully dp = 37021 w(ED |loelly, < 87

finden, da die Reihe {}_j_; u(Eo)|lvelly}, o gegen [y [ull} du konvergiert. Auf-
grund von Schritt 2 existiert fiir jedes £ € {1,...,k} eine Menge F; € % endlichen
MaBes sowie ein ¥, € D mit der Eigenschaft ||1g,v¢ — 15, ¥¢llrx;v) < 274§, Fiir
die Funktion 2113(:1 1r,¥¢ € M folgt daraus die Abschétzung

k k
lu — >y ]leWHLp(X;V) < lux —ullLrx;vy + 2 i I11E,ve — LR, YellLrx;vy < 26.

4. Seien u € LP(X;V) und § > 0 vorgegeben. Wegen der Dichtheit einfacher
Funktionen existiert eine einfache Funktion 7 € L?(X; V) mit ||u — | Lrx:v) < .
Aufgrund von Schritt 3 gibt es eine Funktion 1 € M, so daB ||iz — it||Lrx.1) < § gilt,
woraus sich |[u —ut||Lr(x;v) < 26 ergibt. O



