Vorlesung 21
Vektorwertige Mal3e

Sei (V.|| ||v) ein separabler Banach-Raum tiber K, desweiteren i : % — [0, oo] ein
o-endliches, vollstindiges Mal auf einer o-Algebra A C LT(X) liber X.

Vektorwertige MaBe. 1. Eine Mengenfunktion v : 2 — V heillt Maf, wenn fiir
jede Zerlegung { Ex}ren C U einer Menge E € U die Reihe {d " v(Ex)f, inV
konvergiert und die Eigenschaft v(E) = Y p—, v(Ex) der o-Additivitt erfullt ist.

2. Fiir jedes MaB v : &4 — V wird durch die Vorschrift

WI(E) = sup{> re; IV(E)|lv : {Ex}ken C U ist Zerlegung von E}  fir E € A
ein MaB |v| : 2 — [0, oo] definiert, das man als Variation von v bezeichnet.

Beweis. 1. Aus der Additivitit des MaBles v : A — V folgt v(X) = v(D) + v(X), also
[v(@)|ly = 0 und somit auch |v|(&) = 0. Ebenso erkennt man sofort, daB fiir alle
E € Astets 0 < |[v(E) ||y < |v[(E) gilt.

2. Ist E € A eine meBbare Menge endlicher Variation |v|(E), dann erhélt man fiir
jede Zerlegung { F }xen C U einer Teilmenge F € A von E durch Hinzunahme der
Menge E \ F € A eine Zerlegung von E, woraus sich |v|(F) < |v|(E) ergibt, was erst
recht gilt, wenn |v|(E) nicht endlich ist.

3. Um einzusehen, daB3 die Variation |v| : & — [0, co] eine o-additive Mengen-
funktion ist, sei eine Zerlegung { Ex }xen C 2 einer Menge E € 2 vorgegeben:

Ist die Variation |v|(E) endlich, dann ist nach Schritt 2 auch |v|(Ex) < |v|(E) fir
jedes k € N endlich. Wird § > 0 beliebig fixiert, so findet man fiir jedes k € N eine
Zerlegung {Ag¢}een C A der Menge Ex mit

VICER) < 302, Iv(Aeo)llv + 57

Da {Ak¢}ren C A eine Zerlegung von E ist, folgt daraus

Yo IVIER) < 02, 02, Iv(Ako)lly + 7% 3¢ < IVI(E) +36.

Wegen der willkiirlichen Wahl von § > 0 erhélt man Y 72, [v|(Ex) < |v|(E), was erst
recht gilt, wenn |v|(E) nicht endlich ist.

Sei umgekehrt die Reihe {d ;" | [V[(Ex)},
weitere Zerlegung von E. Dann ist { Ex N Ag}een C U fiir jedes k € N eine Zerlegung

konvergent und {A;}reny C U eine

von Ej, woraus sich nach Definition Y ;o , [[v(ExNA¢)|lv < |v|(Ek) ergibt und somit

wegen der Konvergenz der Reihe {ZZZI [v] (Ek)} auch

meN

doret ey IW(E Ay = 52y Doiey Iv(Ee N Ay < D22, IVI(Er).
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Da {E; N A¢}ren C U eine Zerlegung von Ay ist, gilt v(A4y) = Y pe, v(Ex N Ag) fir
jedes £ € N. Zusammen mit der letzten Abschidtzung folgt daraus

Z?';l [v(A)lly < Z?il Zlio=1 [V(Ex N Ag)lly < ZZO:l IV[(Ex)

und somit nach Definition auch [v[(E) < > 72, [v|(Ek), was auch dann richtig ist,
wenn die Reihe nicht konvergiert.

Damit ist |[v|(E) genau dann endlich, wenn die Reihe {ZZ=1 |v|(Ek)}m <y konver-
giert. In diesem Falle gilt [v[(E) = Y =, [v|(Ek). Dies gilt auch dann, wenn |v|(E)
nicht endlich ist und die Reihe {_7'_; [v|(Ex)},, .5 Dicht konvergiert. O

MagBe von beschrankter Variation. Seiv : 2 — V ein Mal.

1. Man nennt v ein Maf; von beschrinkter Variation, wenn die Totalvariation |v|(X)
von v endlich ist.

2. Das Mal v heil3t absolut stetig beziiglich 1, falls fiir jede Menge £ € 2 mit
W(E) = 0 stets v(E) = 0 gilt.

3. Die Menge aller MaBle v : A — V von beschriankter Variation, welche absolut
stetig beziiglich u sind, bildet einen linearen Raum M (2; V).

4. Fir jedes MaBv e M(2; V) gilt |v] € M(2;R).

Beweis. Ist v : 24 — V ein Mal} von beschriankter Variation, so mul} die Variation
lv] : A — [0, 00] ein endliches MaB sein, das heiB3t, [v|(E) = Y 7o, [v|(Ek) ist fur
jede Zerlegung {Ex }xeny C 2 einer beliebigen Menge E € A endlich. Istv : A — V
auferdem absolut stetig beziiglich p, so gilt im Falle u(E) = Y 7o, n(Ex) = 0 stets
w(Ex) = 0 fir alle k € N und damit auch Y 2, [|[v(Ex)|ly = 0,also [v|(E) =0. O

MaBe mit integrierbarer Dichte. Fiir jede Funktion u € L'(X;V) wird durch
V(E) = [pudp fir E € Aein MaB v € M(A; V) definiert, wobei fiir die Variation
IV[(E) = [; llully dp fiir jedes E € A gilt.

Beweis. 1. Aufgrund des Integrabilititskriteriums von Bochner und u € L1(X; V) ist
v: A — V ein MaB, denn fiir jede Zerlegung { Ex }reny C U von E € A gilt

V(E) = [pudp =32, fEk wdp =337 v(Ek)

sowie desweiteren

Yorer IWED Ny =X r2, HfEk UdHHV <> re fEk lully d = [ (ullv du.

Daraus folgt [|[v(E)|ly < [V|(E) < [ llully du fir alle E € A, das heiBit, v : 2 — V
ist ein Mal3 von beschriankter Variation, welches absolut stetig beziiglich p ist.

2. Sei e > 0 gegeben und {u,, }men C L'(X:V) eine Folge einfacher Funktionen,
die in L'(X; V) gegen u konvergiert. Man wihlt my € N, so daB fir alle m € N mit
m > mg die Abschéatzung [y |uy, — ully du < e gilt.
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3. Fiir ein beliebig fixiertes m € N, m > my kann man eine Zerlegung { Ex }reny C 2
von E € A in Mengen Ej endlichen Mafles sowie eine Familie {v }reny C V finden,
so daB die Darstellung u,|[E = Y ;o 1g, v gilt. Dav € M(2; V) wegen Schritt 1
gilt, gibt es auBBerdem eine Zerlegung {A;}¢eny C A von E mit der Eigenschaft

WIE) < Y52, (Aol +& < X0 |02 [, na, #di]), + &

Da auch {Ex N A}k een C U eine Zerlegung von E ist, ergibt sich daraus

S X8 e, wdinlly < WICE) = 32320 X521 iy, vty +
4. Die Darstellung um|[E = > o, > e, 1E,na, vk liefert die Identitat
fE ”um”V dﬂ = Ziil Zzil :u(Ek N AZ)“Uk“V = Z?il 212021 HfEkﬂAe Um d/'L”V
und somit wegen der Dreiecksungleichung
IVICE) = [ lumlly die] < |WIE) = X220 S22y | fna, w el |
+ 20 D H‘fEkﬂAg u d“”v - HfEkﬂAg Um d“”v|'
Einserseits gilt fiir den ersten Summanden wegen Schritt 3 die Abschdtzung

“”l(E) — D Xk H/‘EkﬂAz Ud,U«HV‘ <e.

Andererseits ergibt sich fiir den zweiten Summanden wegen Schritt 2

Z?;l ZI:O=1 |H-fEkﬂAe ud//LHV o HfE/JWAg Um dl/LHV|
< Y it [ena, um —ullv du = [ um —ully du <,

das heiBt, insgesamt folgt ||[v|(E) — [5 [lumlly du| < 2é fiir alle m € N mit m > mq
und somit [v|(E) = iMoo [ ltmlly dit = [, lully dye fiir alle E € 9. 0

Folgerung. Gilt fiir u, i € L'(X; V) die Identitat [, udu = [, i dpfiralle E € ¥,
dann stimmen u und u fast Uberall auf X tiberein.

Beweis. Definiert man das MaB v € M(%; V) durchv(E) = [, (u—u)du fir E € U,
dann gilt [[v(E)||y = |v|(E) = 0 und somit auch [, |u—1i|y du = Ofiiralle E € 2.
Daraus folgt ||u — ]|y = O fast tiberall auf X. O

Satz von Dunford-Pettis iiber die Darstellung von MaBen. Besitzt der separable
Banach-Raum (V, || ||y) Uber K einen separablen Dualraum (V*, || ||y+), dann gibt
es zu jedem MaB v € M(2; V*) eine Funktion g € LY (X; V*), sodaB fiiralle E € A
die Darstellung v(E) = [, g dpu gilt.
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Beweis. 1. Zuerst wird der Fall K = R betrachtet: Im Hinblick auf die Separabilitit
von (V.|| |lv) wahlt man eine Folge {vi}ren C V linear unabhiangiger Vektoren mit
V = cllin{vg }ren und betrachtet die abziahlbare dichte Teilmenge

D={Y} zxvk €V :z€Q" meN}.
Ist v € M(; V*) ein vorgegebenes Mal, so wird fiir jedes k € N durch
Ve (E) = (V(E),v) firE e

ein Mal3 vy € M(U;R) definiert. Nach dem klassischen Satz von Radon-Nikodym
fiir reellwertige MaBe existiert fiir jedes k € N eine Funktion d; € L'(X;R), so daB
ve(E) = [ di dp fir alle E € U gilt, das heilt, fiir alle z € Q™ und m € N ebenso

(V(E). Y re zievk) = Yopey ki (E) = [ Y i zede dp fiir alle E € 2.

Da auch die Variation |v| in M (2; R) liegt, liefert der klassische Satz von Radon-
Nikodym fiir reellwertige MafBe auBerdem eine Funktion 7 € LY(X;R), so daB
[V|[(E) = [z hdp fir alle E € A gilt. Man wihlt eine Nullmenge Ny € 2, so daB
h € L'Y(X;R) auf X \ N,y endliche Werte annimmt.

2. Aus diesen beiden Darstellungen folgt fiir alle z € Q™, m € N und E € 2 wegen
0 < [[v(E)llv= = [V[(E) stets

Je (Crey zrdi — | 202y zeve |, h) dp
< (v(E), X r—; zivie) — [[V(E) |y

Somit existiert fiir jedes u = > ;' zxvx € D sowie —u = — ) ;_, zxVk € D eine

ZZ:I ZkVk HV < 0.

gemeinsame Nullmenge N(u) € A mit Ny C N(u), so daB
1>y zedie(X)| < |22y zrvie |y, h(x)  fiiralle x € X \ N(u) gilt.

3. Da D C V eine abzidhlbare Menge ist, mull auch N = UuepN(u) € U eine
Nullmenge sein, das heiBt, fiir alle u = ZZLl Zxvg € Dmitz € Q" und m € N gilt

1>t zedi ()| < | Xok=i zrve |, h(x) fiirallex € X \ N.

Wegen der Dichtheit von Q™ in R™ ergibt sich demzufolge auch fiir jedes Element
u=>yr_,zkvk € Vo mit z € R™ und m € N die Abschitzung

|ZZ‘=1 dek(x){ < ”Z',?:l Zr Uk HV h(x) firallex e X\ N,

wobei der lineare Teilraum Vy = lin{vg }reny C V dicht in V ist. Definiert man fiir
jedes x € X \ N das lineare stetige Funktional go(x) € £(Vy;R) durch

(go(x),u) =Y 1 zxdi(x) fiuru=>}"_, zxvx € Vomitz € R” und m € N,
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dann ergibt sich [|go(x)[|y> < h(x). Man erweitert go(x) € £(Vo; R) durch Abschlie-
Bung zu einem Funktional g(x) € £(V:R) mit [[g(x)[ly+ = [[go(x)|lyy = h(x) fir
jedes x € X \ N, setzt g(x) = O fiir x € N und erhélt eine Funktion g : X — V*.

4. Sei u € V vorgegeben und {u;}reny C D eine Folge mit limy_, o ||ug — ully =0
und ug = Y 'L, zek vk sowie zg € Q™ und my € N. Wegen g(x) € V* gilt

(g(x),u) = eli)ngo(go(x),ug) = elglolo St zgdi(x) furjedesx € X \ N,

woraus sich die MeBbarkeit der Funktion (g,u) : X — R ergibt. Nach Schritt 3 gilt
fiir alle x € X \ N die Abschitzung ||g(x)||y+ < h(x) und somit

(8o (x), ue)| = llg() v+ lluelly < h(x)|uelly  fiir alle £ € N.

Wegen h € L'(X;R) und den Konvergenzbeziehungen limg_, o ||t — u|y = 0 sowie
limy_ oo (go(x),ur) = (g(x),u) fiir x € X \ N liefert der Satz von Lebesgue iiber
majorisierte Konvergenz fiir jedes £ € 2 die Identitat

(v(E),u) = lim (v(E), 33, zexvi) = lim [ 3%, Zawdy dpe
= lim [ {go(e) ue) di = [ lim (go(). ) dit = [ .} .

5. Wegen der Separabilitit von (V*, | ||y+) folgt aus der MeBbarkeit der Funktion
(g,u) : X — R fiir alle v € V mit dem Satz von Pettis und seinen Folgerungen
die MeBbarkeit der Funktion g : X — V*. Da nach Schritt 3 fiir alle x € X auch
lg(xX)|lv+= < h(x) gilt, ergibt sich g € LY(X;V*) aus h € L'(X;R) aufgrund des
Integrabilititskriteriums von Bochner. Fiir jedes u € V liefert der Satz von Bochner
iiber lineare stetige Abbildungen wegen Ju € £(V*;R) stets

([rgdp.u)=(Ju, [pgdu) = [(Ju.g)du = [p(g.u)du firjedes E € U,
woraus sich wegen Schritt 4 die Identitit
(V(E),u) =([; gdp.u) firjedesu € V

und somit v(E) = [ g du fiir alle E € 2 ergibt.

6. AbschlieBend wird der Fall K = C untersucht: Da V' ein separabler Banach-
Raum iiber C ist, mu3 (V,R) ein separabler Banach-Raum iiber R sein, wenn man
fiir die Elemente aus V nur die skalare Multiplikation mit reellen Zahlen zulaBt.

Der Realteil fr : (V,R) — R von f € V* wird durch (fr,u) = Re(f, u) fir
u € V definiert. Man erhilt ein reell-lineares Funktional fg € (V,R)*, denn fiir alle
u e Vgilt|(fr.u)| < [|fllv+lully und somit || fr [l (v.r)= =< || .f |y~ Ferner ergibt sich
aus der Darstellung ( f, u) = Re(f,u) + i Im(f,u) firu € V

Re(f,iu) +iIm(f,iu) = (fiiu) =i(f,u) =i Re(f,u) — Im(f, u),
also Im( f, u) = —Re(f,iu) und somit ( f,u) = (fr,u) —i(fr,iu) firalleu € V.



Ist umgekehrt fr € (V,R)* ein reell-lineares Funktional, so wird durch

(fiu) = (fr.u) —i{fr,iu) firueV
ein komplex-lineares Funktional f € V* definiert: Fiir alle u, v € V gilt ndmlich
(fru+v)={fr.u+v)—i{fr.i(u+v))
= (fr. u) —i(/r.iu) + (fr. V) —i(/r.iv) = (fiu) + (f.v).

AuBerdem ergibt sich fiir alle u € V sowie a, b € R stets

(f.(a + bi)u) = (fr.(a + bi)u) —i{fr.(ai —b)u)
= a((frou) —i{fr.iu)) +bi ((fr.w) —i{fr.iu)) = a{fou) + bi(fiu).

Werden u € V beliebig vorgegeben und r € R, r > 0 sowie « € C, |a¢| = 1 derart
gewahlt, daB3 ( f,u) = ra gilt, so erhidlt man

[(fru)| = raa = a(f u) = Re(f.au) = (fr.au) < | frllvry-llullv

und somit f € V* sowie || f |y < || frl(v;r)* als Normabschétzung.
Somit folgt aus der Separabilitit von V* stets die Separabilitit von (V,R)*.

7. Wird ein MaBB v € M(; V*) vorgegeben, so definiert man die Mengenfunktion
vr A — (V,R)* durch

(vR(E),u) = Re(v(E),u) firEeA,uecl.

Um einzusehen, dall vg € M(U; (V,R)*) gilt, sei { Ex }xeny C U eine Zerlegung einer
Menge E € 2. Wegen v € M(2; V*) konvergiert die Reihe {} ;| v(Ex)} in V*
gegen den Grenzwert v(E) = Y 7=, v(Ex) € V*. Da nach Schritt 6 stets

”VR(E) - Z;cn=1 VR(Ek)H(V,R)* = HV(E) - Z;cn=1 V(Ek)|

gilt, konvergiert die Reihe {ZZ=1 VR (Ek)}m oy 10 (V,R)* gegen den entsprechenden
Grenzwert vg (E) = Y =, vr(Ex) € (V,R)*. Somit ist vg : & — (V,R)* ein MaB.

Da wegen Schritt 6 auch ||vgr (Ex)||(v:r)* < [[v(Ek)||v~ fiir alle k € N gilt, folgt mit
v € M(2; V*) die Endlichkeit von

Y WrRED vy <Xy IV(E) v+ < [V[(E) firallem e N

und somit |vgr|[(E) < |v|(E) fiir alle E € A. Damit ist vg : A — (V,R)* ein MaB
von beschrankter Variation. Wegen v € M (2; V*) folgt auBerdem aus £ € 2 und
w(E) = Ostets |[vr(E)[|(vr)* < [[V(E)|ly+ = 0. Somit ist das MaB vg : A — (V,R)*
auch absolut stetig beziiglich u.

Wegen vg € M(U; (V,R)*) liefert das Ergebnis aus Schritt 5 eine integrierbare
Funktion gg € L'(X; (V,R)*), so daB vg(E) = [ gr du fiir alle E € U gilt.

meN

furallem e N

V*



8. Definiert man die Funktion g : X — V* gemil Schritt 6 durch

(g.u) = (gr,u) —i(gr.iu) firuelV,

dann folgt aus der MeBbarkeit von (ggr,u) : X — R fiir jedes u € V' die MeBbarkeit
von (g,u) : X — C fiir jedes u € V. Wegen der Separabilitit von (V*,| ||y=) ergibt
sich aus dem Satz von Pettis und seinen Folgerungen, dal ¢ : X — V* melbar
ist. Da nach Schritt 6 fiir fast alle x € X auch ||g(x)|ly+ < |lgr(X)|(v,r)* sowie
gr € LY(X; (V,R)*) gilt, erhdlt man g € L1(X; V*) gemiB

Jelg@)llv=du < [ lgr(x)|vry» dp fiir jedes E € &

nach Anwendung des Integrabilitidtskriteriums von Bochner. Ferner erhédlt man fiir
alle E € A, u € V wegen des Satzes von Bochner iiber lineare stetige Abbildungen
im Hinblick auf Schritt 6 die Darstellung

(v(E).u) = (vp(E).u) — i (vr(E).iu) = ([ gr dit.u) — ([ gr dpr. iu)

= [pler.u)dp —i [p(gr.iv)dp = [g(g.u)dp = ([z g du,u)
und somit v(E) = [ g du fiir jedes E € . O



