
Vorlesung 21

Vektorwertige Maße

Sei .V; k kV / ein separabler Banach-Raum über K, desweiteren � W A ! Œ0;1� ein
� -endliches, vollständiges Maß auf einer � -Algebra A � P.X/ über X .

Vektorwertige Maße. 1. Eine Mengenfunktion � W A ! V heißt Maß, wenn für
jede Zerlegung fEkgk2N � A einer Menge E 2 A die Reihe

˚Pm
kD1 �.Ek/

	
m2N

in V
konvergiert und die Eigenschaft �.E/ D

P1
kD1 �.Ek/ der � -Additivität erfüllt ist.

2. Für jedes Maß � W A! V wird durch die Vorschrift

j�j.E/ D sup
˚P1

kD1 k�.Ek/kV W fEkgk2N � A ist Zerlegung von E
	

für E 2 A

ein Maß j�j W A! Œ0;1� definiert, das man als Variation von � bezeichnet.

Beweis. 1. Aus der Additivität des Maßes � W A! V folgt �.X/ D �.¿/C�.X/, also
k�.¿/kV D 0 und somit auch j�j.¿/ D 0. Ebenso erkennt man sofort, daß für alle
E 2 A stets 0 � k�.E/kV � j�j.E/ gilt.

2. Ist E 2 A eine meßbare Menge endlicher Variation j�j.E/, dann erhält man für
jede Zerlegung fFkgk2N � A einer Teilmenge F 2 A von E durch Hinzunahme der
Menge E nF 2 A eine Zerlegung von E, woraus sich j�j.F / � j�j.E/ ergibt, was erst
recht gilt, wenn j�j.E/ nicht endlich ist.

3. Um einzusehen, daß die Variation j�j W A ! Œ0;1� eine � -additive Mengen-
funktion ist, sei eine Zerlegung fEkgk2N � A einer Menge E 2 A vorgegeben:

Ist die Variation j�j.E/ endlich, dann ist nach Schritt 2 auch j�j.Ek/ � j�j.E/ für
jedes k 2 N endlich. Wird ı > 0 beliebig fixiert, so findet man für jedes k 2 N eine
Zerlegung fAk`g`2N � A der Menge Ek mit

j�j.Ek/ �
P1
`D1 k�.Ak`/kV C

ı
2k :

Da fAk`gk;`2N � A eine Zerlegung von E ist, folgt darausP1
kD1 j�j.Ek/ �

P1
kD1

P1
`D1 k�.Ak`/kV C

P1
kD1

ı
2k � j�j.E/C ı:

Wegen der willkürlichen Wahl von ı > 0 erhält man
P1
kD1 j�j.Ek/ � j�j.E/, was erst

recht gilt, wenn j�j.E/ nicht endlich ist.
Sei umgekehrt die Reihe

˚Pm
kD1 j�j.Ek/

	
m2N

konvergent und fA`g`2N � A eine
weitere Zerlegung von E. Dann ist fEk\A`g`2N � A für jedes k 2 N eine Zerlegung
vonEk, woraus sich nach Definition

P1
`D1 k�.Ek\A`/kV � j�j.Ek/ ergibt und somit

wegen der Konvergenz der Reihe
˚Pm

kD1 j�j.Ek/
	
m2N

auchP1
`D1

P1
kD1 k�.Ek \ A`/kV D

P1
kD1

P1
`D1 k�.Ek \ A`/kV �

P1
kD1 j�j.Ek/:
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Da fEk \ A`gk2N � A eine Zerlegung von A` ist, gilt �.A`/ D
P1
kD1 �.Ek \ A`/ für

jedes ` 2 N. Zusammen mit der letzten Abschätzung folgt darausP1
`D1 k�.A`/kV �

P1
`D1

P1
kD1 k�.Ek \ A`/kV �

P1
kD1 j�j.Ek/

und somit nach Definition auch j�j.E/ �
P1
kD1 j�j.Ek/, was auch dann richtig ist,

wenn die Reihe nicht konvergiert.
Damit ist j�j.E/ genau dann endlich, wenn die Reihe

˚Pm
kD1 j�j.Ek/

	
m2N

konver-
giert. In diesem Falle gilt j�j.E/ D

P1
kD1 j�j.Ek/. Dies gilt auch dann, wenn j�j.E/

nicht endlich ist und die Reihe
˚Pm

kD1 j�j.Ek/
	
m2N

nicht konvergiert. �

Maße von beschränkter Variation. Sei � W A! V ein Maß.
1. Man nennt � ein Maß von beschränkter Variation, wenn die Totalvariation j�j.X/

von � endlich ist.
2. Das Maß � heißt absolut stetig bezüglich �, falls für jede Menge E 2 A mit

�.E/ D 0 stets �.E/ D 0 gilt.
3. Die Menge aller Maße � W A ! V von beschränkter Variation, welche absolut

stetig bezüglich � sind, bildet einen linearen Raum M.AIV /.
4. Für jedes Maß � 2M.AIV / gilt j�j 2M.AIR/.

Beweis. Ist � W A ! V ein Maß von beschränkter Variation, so muß die Variation
j�j W A ! Œ0;1� ein endliches Maß sein, das heißt, j�j.E/ D

P1
kD1 j�j.Ek/ ist für

jede Zerlegung fEkgk2N � A einer beliebigen Menge E 2 A endlich. Ist � W A ! V

außerdem absolut stetig bezüglich �, so gilt im Falle �.E/ D
P1
kD1 �.Ek/ D 0 stets

�.Ek/ D 0 für alle k 2 N und damit auch
P1
kD1 k�.Ek/kV D 0, also j�j.E/ D 0. �

Maße mit integrierbarer Dichte. Für jede Funktion u 2 L1.X IV / wird durch
�.E/ D

R
E
ud� für E 2 A ein Maß � 2 M.AIV / definiert, wobei für die Variation

j�j.E/ D
R
E
kukV d� für jedes E 2 A gilt.

Beweis. 1. Aufgrund des Integrabilitätskriteriums von Bochner und u 2 L1.X IV / ist
� W A! V ein Maß, denn für jede Zerlegung fEkgk2N � A von E 2 A gilt

�.E/ D
R
E
ud� D

P1
kD1

R
Ek
ud� D

P1
kD1 �.Ek/

sowie desweiterenP1
kD1 k�.Ek/kV D

P1
kD1

R
Ek
ud�


V
�
P1
kD1

R
Ek
kukV d� D

R
E
kukV d�:

Daraus folgt k�.E/kV � j�j.E/ �
R
E
kukV d� für alle E 2 A, das heißt, � W A! V

ist ein Maß von beschränkter Variation, welches absolut stetig bezüglich � ist.
2. Sei " > 0 gegeben und fumgm2N � L

1.X IV / eine Folge einfacher Funktionen,
die in L1.X IV / gegen u konvergiert. Man wählt m0 2 N, so daß für alle m 2 N mit
m � m0 die Abschätzung

R
X
kum � ukV d� � " gilt.
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3. Für ein beliebig fixiertesm 2 N,m � m0 kann man eine Zerlegung fEkgk2N � A

von E 2 A in Mengen Ek endlichen Maßes sowie eine Familie fvkgk2N � V finden,
so daß die Darstellung umjE D

P1
kD1 1Ek

vk gilt. Da � 2 M.AIV / wegen Schritt 1
gilt, gibt es außerdem eine Zerlegung fA`g`2N � A von E mit der Eigenschaft

j�j.E/ �
P1
`D1 k�.A`/kV C " �

P1
`D1

P1
kD1

R
Ek\A`

ud�

V
C ":

Da auch fEk \ A`gk;`2N � A eine Zerlegung von E ist, ergibt sich darausP1
`D1

P1
kD1

R
Ek\A`

ud�

V
� j�j.E/ �

P1
`D1

P1
kD1

R
Ek\A`

ud�

V
C ":

4. Die Darstellung umjE D
P1
`D1

P1
kD1 1Ek\A`

vk liefert die IdentitätR
E
kumkV d� D

P1
`D1

P1
kD1 �.Ek \ A`/kvkkV D

P1
`D1

P1
kD1

R
Ek\A`

um d�

V

und somit wegen der Dreiecksungleichungˇ̌
j�j.E/ �

R
E
kumkV d�

ˇ̌
�
ˇ̌
j�j.E/ �

P1
`D1

P1
kD1

R
Ek\A`

ud�

V

ˇ̌
C
P1
`D1

P1
kD1

ˇ̌R
Ek\A`

ud�

V
�
R
Ek\A`

um d�

V

ˇ̌
:

Einserseits gilt für den ersten Summanden wegen Schritt 3 die Abschätzungˇ̌
j�j.E/ �

P1
`D1

P1
kD1

R
Ek\A`

ud�

V

ˇ̌
� ":

Andererseits ergibt sich für den zweiten Summanden wegen Schritt 2P1
`D1

P1
kD1

ˇ̌R
Ek\A`

ud�

V
�
R
Ek\A`

um d�

V

ˇ̌
�
P1
`D1

P1
kD1

R
Ek\A`

kum � ukV d� D
R
E
kum � ukV d� � ";

das heißt, insgesamt folgt
ˇ̌
j�j.E/ �

R
E
kumkV d�

ˇ̌
� 2" für alle m 2 N mit m � m0

und somit j�j.E/ D limm!1

R
E
kumkV d� D

R
E
kukV d� für alle E 2 A. �

Folgerung. Gilt für u, Qu 2 L1.X IV / die Identität
R
E
ud� D

R
E
Qud� für alleE 2 A,

dann stimmen u und Qu fast überall auf X überein.

Beweis. Definiert man das Maß � 2M.AIV / durch �.E/ D
R
E
.u� Qu/ d� fürE 2 A,

dann gilt k�.E/kV D j�j.E/ D 0 und somit auch
R
E
ku� QukV d� D 0 für alle E 2 A.

Daraus folgt ku � QukV D 0 fast überall auf X . �

Satz von Dunford-Pettis über die Darstellung von Maßen. Besitzt der separable
Banach-Raum .V; k kV / über K einen separablen Dualraum .V �; k kV �/, dann gibt
es zu jedem Maß � 2M.AIV �/ eine Funktion g 2 L1.X IV �/, so daß für alle E 2 A

die Darstellung �.E/ D
R
E
g d� gilt.
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Beweis. 1. Zuerst wird der Fall K D R betrachtet: Im Hinblick auf die Separabilität
von .V; k kV / wählt man eine Folge fvkgk2N � V linear unabhängiger Vektoren mit
V D cl linfvkgk2N und betrachtet die abzählbare dichte Teilmenge

D D
˚Pm

kD1 zkvk 2 V W z 2 Qm; m 2 N
	
:

Ist � 2M.AIV �/ ein vorgegebenes Maß, so wird für jedes k 2 N durch

�k.E/ D h�.E/; vki für E 2 A

ein Maß �k 2 M.AIR/ definiert. Nach dem klassischen Satz von Radon-Nikodým
für reellwertige Maße existiert für jedes k 2 N eine Funktion dk 2 L1.X IR/, so daß
�k.E/ D

R
E
dk d� für alle E 2 A gilt, das heißt, für alle z 2 Qm und m 2 N ebenso˝

�.E/;
Pm
kD1 zkvk

˛
D
Pm
kD1 zk�k.E/ D

R
E

Pm
kD1 zkdk d� für alle E 2 A:

Da auch die Variation j�j in M.AIR/ liegt, liefert der klassische Satz von Radon-
Nikodým für reellwertige Maße außerdem eine Funktion h 2 L1.X IR/, so daß
j�j.E/ D

R
E
h d� für alle E 2 A gilt. Man wählt eine Nullmenge N0 2 A, so daß

h 2 L1.X IR/ auf X nN0 endliche Werte annimmt.
2. Aus diesen beiden Darstellungen folgt für alle z 2 Qm,m 2 N und E 2 A wegen

0 � k�.E/kV � � j�j.E/ stetsR
E

�Pm
kD1 zkdk �

Pm
kD1 zkvk


V
h
�
d�

�
˝
�.E/;

Pm
kD1 zkvk

˛
� k�.E/kV �

Pm
kD1 zkvk


V
� 0:

Somit existiert für jedes u D
Pm
kD1 zkvk 2 D sowie �u D �

Pm
kD1 zkvk 2 D eine

gemeinsame Nullmenge N.u/ 2 A mit N0 � N.u/, so daßˇ̌Pm
kD1 zkdk.x/

ˇ̌
�
Pm

kD1 zkvk

V
h.x/ für alle x 2 X nN.u/ gilt:

3. Da D � V eine abzählbare Menge ist, muß auch N D [u2DN.u/ 2 A eine
Nullmenge sein, das heißt, für alle u D

Pm
kD1 zkvk 2 D mit z 2 Qm und m 2 N giltˇ̌Pm

kD1 zkdk.x/
ˇ̌
�
Pm

kD1 zkvk

V
h.x/ für alle x 2 X nN:

Wegen der Dichtheit von Qm in Rm ergibt sich demzufolge auch für jedes Element
u D

Pm
kD1 zkvk 2 V0 mit z 2 Rm und m 2 N die Abschätzungˇ̌Pm

kD1 zkdk.x/
ˇ̌
�
Pm

kD1 zkvk

V
h.x/ für alle x 2 X nN;

wobei der lineare Teilraum V0 D linfvkgk2N � V dicht in V ist. Definiert man für
jedes x 2 X nN das lineare stetige Funktional g0.x/ 2 L.V0IR/ durch

hg0.x/; ui D
Pm
kD1 zkdk.x/ für u D

Pm
kD1 zkvk 2 V0 mit z 2 Rm und m 2 N;
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dann ergibt sich kg0.x/kV �
0
� h.x/. Man erweitert g0.x/ 2 L.V0IR/ durch Abschlie-

ßung zu einem Funktional g.x/ 2 L.V IR/ mit kg.x/kV � D kg0.x/kV �
0
� h.x/ für

jedes x 2 X nN , setzt g.x/ D 0 für x 2 N und erhält eine Funktion g W X ! V �.
4. Sei u 2 V vorgegeben und fu`g`2N � D eine Folge mit lim`!1 ku` � ukV D 0

und u` D
Pm`

kD1 z`kvk sowie z` 2 Qm` und m` 2 N. Wegen g.x/ 2 V � gilt

hg.x/; ui D lim
`!1
hg0.x/; u`i D lim

`!1

Pm`

kD1 z`kdk.x/ für jedes x 2 X nN;

woraus sich die Meßbarkeit der Funktion hg; ui W X ! R ergibt. Nach Schritt 3 gilt
für alle x 2 X nN die Abschätzung kg.x/kV � � h.x/ und somit

jhg0.x/; u`ij � kg.x/kV �ku`kV � h.x/ku`kV für alle ` 2 N:

Wegen h 2 L1.X IR/ und den Konvergenzbeziehungen lim`!1 ku` � ukV D 0 sowie
lim`!1hg0.x/; u`i D hg.x/; ui für x 2 X n N liefert der Satz von Lebesgue über
majorisierte Konvergenz für jedes E 2 A die Identität

h�.E/; ui D lim
`!1

˝
�.E/;

Pm`

kD1 z`kvk
˛
D lim

`!1

R
E

Pm`

kD1 z`kdk d�

D lim
`!1

R
E
hg0.x/; u`i d� D

R
E

lim
`!1
hg0.x/; u`i d� D

R
E
hg; ui d�:

5. Wegen der Separabilität von .V �; k kV �/ folgt aus der Meßbarkeit der Funktion
hg; ui W X ! R für alle u 2 V mit dem Satz von Pettis und seinen Folgerungen
die Meßbarkeit der Funktion g W X ! V �. Da nach Schritt 3 für alle x 2 X auch
kg.x/kV � � h.x/ gilt, ergibt sich g 2 L1.X IV �/ aus h 2 L1.X IR/ aufgrund des
Integrabilitätskriteriums von Bochner. Für jedes u 2 V liefert der Satz von Bochner
über lineare stetige Abbildungen wegen Ju 2 L.V �IR/ stets˝ R

E
g d�; u

˛
D
˝
Ju;

R
E
g d�

˛
D
R
E
hJu; gi d� D

R
E
hg; ui d� für jedes E 2 A;

woraus sich wegen Schritt 4 die Identität

h�.E/; ui D
˝ R
E
g d�; u

˛
für jedes u 2 V

und somit �.E/ D
R
E
g d� für alle E 2 A ergibt.

6. Abschließend wird der Fall K D C untersucht: Da V ein separabler Banach-
Raum über C ist, muß .V;R/ ein separabler Banach-Raum über R sein, wenn man
für die Elemente aus V nur die skalare Multiplikation mit reellen Zahlen zuläßt.

Der Realteil fR W .V;R/ ! R von f 2 V � wird durch hfR; ui D Rehf; ui für
u 2 V definiert. Man erhält ein reell-lineares Funktional fR 2 .V;R/

�, denn für alle
u 2 V gilt jhfR; uij � kf kV �kukV und somit kfRk.V;R/� � kf kV � . Ferner ergibt sich
aus der Darstellung hf; ui D Rehf; ui C i Imhf; ui für u 2 V

Rehf; iui C i Imhf; iui D hf; iui D ihf; ui D i Rehf; ui � Imhf; ui;

also Imhf; ui D �Rehf; iui und somit hf; ui D hfR; ui � ihfR; iui für alle u 2 V .
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Ist umgekehrt fR 2 .V;R/
� ein reell-lineares Funktional, so wird durch

hf; ui D hfR; ui � ihfR; iui für u 2 V

ein komplex-lineares Funktional f 2 V � definiert: Für alle u, v 2 V gilt nämlich

hf; uC vi D hfR; uC vi � ihfR; i.uC v/i

D hfR; ui � ihfR; iui C hfR; vi � ihfR; ivi D hf; ui C hf; vi:

Außerdem ergibt sich für alle u 2 V sowie a, b 2 R stets

hf; .aC bi/ui D hfR; .aC bi/ui � ihfR; .ai � b/ui

D a
�
hfR; ui � ihfR; iui

�
C bi

�
hfR; ui � ihfR; iui

�
D ahf; ui C bihf; ui:

Werden u 2 V beliebig vorgegeben und r 2 R, r � 0 sowie ˛ 2 C, j˛j D 1 derart
gewählt, daß hf; ui D r˛ gilt, so erhält man

jhf; uij D r˛˛ D ˛hf; ui D Rehf; ˛ui D hfR; ˛ui � kfRk.V;R/�kukV

und somit f 2 V � sowie kf kV � � kfRk.V IR/� als Normabschätzung.
Somit folgt aus der Separabilität von V � stets die Separabilität von .V;R/�.
7. Wird ein Maß � 2 M.AIV �/ vorgegeben, so definiert man die Mengenfunktion

�R W A! .V;R/� durch

h�R.E/; ui D Reh�.E/; ui für E 2 A, u 2 V :

Um einzusehen, daß �R 2 M.AI .V;R/
�/ gilt, sei fEkgk2N � A eine Zerlegung einer

Menge E 2 A. Wegen � 2 M.AIV �/ konvergiert die Reihe
˚Pm

kD1 �.Ek/
	
m2N

in V �

gegen den Grenzwert �.E/ D
P1
kD1 �.Ek/ 2 V

�. Da nach Schritt 6 stets�R.E/ �
Pm
kD1 �R.Ek/


.V;R/�

�
�.E/ �Pm

kD1 �.Ek/

V � für alle m 2 N

gilt, konvergiert die Reihe
˚Pm

kD1 �R.Ek/
	
m2N

in .V;R/� gegen den entsprechenden
Grenzwert �R.E/ D

P1
kD1 �R.Ek/ 2 .V;R/

�. Somit ist �R W A! .V;R/� ein Maß.
Da wegen Schritt 6 auch k�R.Ek/k.V IR/� � k�.Ek/kV � für alle k 2 N gilt, folgt mit

� 2M.AIV �/ die Endlichkeit vonPm
kD1 k�R.Ek/k.V;R/� �

Pm
kD1 k�.Ek/kV � � j�j.E/ für alle m 2 N

und somit j�Rj.E/ � j�j.E/ für alle E 2 A. Damit ist �R W A ! .V;R/� ein Maß
von beschränkter Variation. Wegen � 2 M.AIV �/ folgt außerdem aus E 2 A und
�.E/ D 0 stets k�R.E/k.V;R/� � k�.E/kV � D 0. Somit ist das Maß �R W A! .V;R/�

auch absolut stetig bezüglich �.
Wegen �R 2 M.AI .V;R/�/ liefert das Ergebnis aus Schritt 5 eine integrierbare

Funktion gR 2 L
1.X I .V;R/�/, so daß �R.E/ D

R
E
gR d� für alle E 2 A gilt.
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8. Definiert man die Funktion g W X ! V � gemäß Schritt 6 durch

hg; ui D hgR; ui � ihgR; iui für u 2 V ;

dann folgt aus der Meßbarkeit von hgR; ui W X ! R für jedes u 2 V die Meßbarkeit
von hg; ui W X ! C für jedes u 2 V . Wegen der Separabilität von .V �; k kV �/ ergibt
sich aus dem Satz von Pettis und seinen Folgerungen, daß g W X ! V � meßbar
ist. Da nach Schritt 6 für fast alle x 2 X auch kg.x/kV � � kgR.x/k.V;R/� sowie
gR 2 L

1.X I .V;R/�/ gilt, erhält man g 2 L1.X IV �/ gemäßR
E
kg.x/kV � d� �

R
E
kgR.x/k.V;R/� d� für jedes E 2 A

nach Anwendung des Integrabilitätskriteriums von Bochner. Ferner erhält man für
alle E 2 A, u 2 V wegen des Satzes von Bochner über lineare stetige Abbildungen
im Hinblick auf Schritt 6 die Darstellung

h�.E/; ui D h�R.E/; ui � ih�R.E/; iui D
˝R
E
gR d�; u

˛
� i
˝R
E
gR d�; iu

˛
D
R
E
hgR; ui d� � i

R
E
hgR; iui d� D

R
E
hg; ui d� D

˝R
E
g d�; u

˛
und somit �.E/ D

R
E
g d� für jedes E 2 A. �


