Vorlesung 22
Duale Riume integrierbarer Funktionen

Sei (V, || |lv) ein separabler Banach-Raum iiber K, dessen dualer Raum (V*, || ||y+*)
ebenfalls separabel ist, ferner (X, 2, u) ein o-endlicher, vollstandiger MaBraum.

Isometrische Abbildung in den Dualraum. Seien p € [1,00), g € (1, c0] mit der
Eigenschaft - + & = 1 vorgegeben. Dann wird durch die Vorschrift

(Tfiu) = [y(fiu)dp fir f e LYX;V*),u e LP(X;V),
eine isometrische Abbildung 7 € £(L9(X: V*); [L?(X; V)]*) definiert.

Beweis. 1. Aufgrund der Holder-Ungleichung wird durch die obige Vorschrift fiir
jedes f € LI(X;V™) ein lineares stetiges Funktional 7f auf L?(X; V) definiert,
wobei |7 llizroxswns < I lzocr gilt. Damitist T = LI(X:V*) — [LP(X: V))*
eine lineare stetige Abbildung.

2. Um zu zeigen, daB3 T eine isometrische Abbildung ist, sei zunéchst eine von Null
verschiedene, einfache Funktion f € L9(X; V™) vorgegeben, ferner {E}reny C U
eine Zerlegung von X in Mengen endlichen MaBes und { fx }xren C V™ eine Familie,
so daB die Darstellung f = Y 72, 1g, fx gilt. Sei ¢ € (0, 1) beliebig vorgegeben.
Dann gibt es eine Folge {vi }reny C V mit ||vg||y = 1 sowie ( fx, vi) = (1 = &) fellv*.

3. Zuerst soll der Fall p, g € (1, c0) betrachtet werden: Fiir die einfache Funktion
u=33 1g | fill%' vx : X — V gilt wegen Schritt 2 und % + é = 1 einerseits

S lullh duw = 3522, wED Ll 29 o1
= 2 W ED Sl % = [ /1% du,

woraus sich u € L?(X; V) ergibt. Andererseits folgt
Sy du =332 w(EO fiel 5" ( fie- vie)

> (1—e) Yoy WEDN fillhe = A =8) [y 1 /1 %edp

und somit [, (fiu)dpu = [, | fIVduw = [y llullj du, da e > 0 anfangs beliebig
gewdhlt wurde. Daraus ergibt sich || Tf ||;L»x;v)* > || f |z (x;v+) und wegen Schritt 1
auch | Tf ||iLrx;v)* = ||.f llLa(x;v) fiir alle einfachen Funktionen f € LI(X; V™).
4. Im Falle p = 1, ¢ = oo findet man im Hinblick auf Schritt 2 fiir jedes ¢ € (0, 1)
einen Index k € N, so dal3 E; € U eine Menge positiven endlichen Males ist und die
Abschitzung || fx|lv= > (1 — )| f ||Leo(x:v+) gilt. Dann erfiillt die einfache Funktion
u=1gvr: X — Vsowohl [, |ully du = w(Er)|vk|lv = n(Ex) als auch

Jx(fou)yd = p(E){fi.vi) = (1 —¢&) w(EQ) fellve = (1 — &) (E) f oo x;v+)-
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Daraus folgt [|Tf ;L1 (x:vy+ = II.f lzee(x;v+) und mit Schritt 1 auch die Identitét
1T/ i x;vy = | f lLoo(x;v+) fur alle einfachen Funktionen f € L*®(X; V™).

5. Da die Menge der einfachen Funktionen aus L?(X; V'*) stets ein dichter linearer
Teilraum von L9(X; V*) ist, folgt aufgrund der vorhergehenden Schritte die Giiltig-
keit der Identitat ||Tf |(L»x;vy* = || f ||lLe(x;v+) flr beliebige f € LI(X; V™). O

Isometrische Abbildung auf den Dualraum. Seien p € [1, o0), g € (1, oo] mit der
Eigenschaft % + é = 1 vorgegeben. Dann wird durch die Vorschrift

(Tfiu) = [y (fiuydu fir f e LY(X;V*),u e LP(X;V),
ein isometrischer Isomorphismus 7" : L9(X; V*) < [L?(X; V)]* definiert.

Beweis. 1. Um zu zeigen, daB die Abbildung 7 € £(L9(X;V*);[L?(X;V)]*) sur-
jektiv ist, wird ein Funktional 7 € [L?(X;V)]* festgehalten und eine Zerlegung
{Xr}ken C A von X in Mengen endlichen MaBes betrachtet. Fiir alle k € N und
E € A wird durch die Zuordnung v — (h, 1gnx, v) ein lineares stetiges Funktional
auf V definiert, denn es gilt die Abschidtzung

(h. Lenx, V)| < [hlLraevy w(E 0 X7 vlly - fiir jedes v € V.
Fiir jedes fixierte k € N definiert man eine Mengenfunktion vg : 2 — V* durch
(vk(E),v) = (h,1gnx,v) firEeWA,vel.

2.8Sei {A}een C U eine Zerlegung einer Menge E € A und ¢ > 0 beliebig vorgege-
ben. Dann gibt es eine Folge {u,}reny C V, welche die Eigenschaften |[ug||y = 1 und
(ve(Ag), ue) > lve(Ae)|lv+ — 7 fur jedes £ € N erfiillt. Wegen der Abschitzung

fX sz;l La,nx, e ”i dp = ZT:I ngka ”7"5”11; dp < w(E N Xg)
ergibt sich fiir jedes m € N die Beziechung
Yoier (A llvs — & < 3700 (vi(Ae), ue)
= (h, Y01 Lanxeue) < lhlliwe ooy w(E N Xe)'2.
Wegen der willkiirlichen Wahl von ¢ > 0 und m € N folgt daraus
Yoz k(A v < Nhllizr vy w(E N X)'P
und somit die absolute Konvergenz der Reihe {Zznzl Vk (Ag)}m oy In V¥, also auch
Yoo (k(Ae),v) = lim Y7L (h, 14,nx,v) furalleveV.
m—00
Zusammen mit der Konvergenzbeziehung
mh_lgo Jx ‘HUZ":lAka - ]lEﬂXk|pd/’L = ,,}1_1:%0 (UG, Ae N Xy) =0

ergibt sich (Y 7=, vi(A¢),v) = (h, 1gnx, v) = (v (E),v) firallev € V.
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Somit ist vg : A — V* fiir jedes k € N ein MaB von beschriankter Variation, denn
e (E)llv+ < [vel(E) < llhllizr oo p(E 0 XVP - fiiralle E € 2.
Da daraus im Falle u(E) = 0 auch vg(E) = 0 folgt, ergibt sich auch die absolute
Stetigkeit von vg beziiglich u, das heif3t, es gilt vy, € M(2; V'*) fiir jedes k € N.
Der Darstellungssatz von Dunford-Pettis liefert daher fiir jedes £ € N eine Funk-
tion fr € L'(X:;V*), so daB vy € M(;V*) die Darstellung vi (E) = [, fi dp fiir
alle £ € A besitzt. Da fiir jede Menge E € A mit E N X; = O stets

(fE Jr du,v) = (k(E),v) = (h,1gnx,v) =0 fiurallev e V gilt,

ergibt sich f; = 0 fast iiberall auf X \ Xj fiir jedes k € N.

3. Man definiert die meBbare Funktion f = Y 7., fx : X — V* und wihlt eine
aufsteigende Folge {Y,},en C U von Mengen endlichen MaBes mit U2 ,Y, = X.
Bildet man fiir jedes n € N die Menge

En={x €Y | f@)ly <n}ed

endlichen Males, dann ist {E,},en C U ebenfalls eine aufsteigende Folge. Ferner
existiert wegen Schritt 2 eine Nullmenge N € A mit U2 E, UN = X.

Daraus ergibt sich sofort 1g, f € L9(X; V™) fiir jedes n € N. Man betrachtet eine
einfache Funktion v € L?(X; V) und wihlt eine Zerlegung {A¢}reny C A von X
in Mengen endlichen Males sowie eine Folge {v;}ieny C V, so daB3 die Darstellung
u =Y o, 14,v¢ gilt. Die Holder-Ungleichung liefert zunéchst (1g, f,u) € L'(X;K)
fir jedes n € N. Aufgrund der Definition von f und u erhilt man somit

Jx(LE, fuydp =372, fAmEn(f’ vehdp =302 352, fAmEnka(fk, ve) dp
= > 0e1 Lrer (. Lagng,nx ve) = 2202 (h 1g, La,ve) = (h, 1g,u).
Somit gilt fiir alle einfachen Funktionen u € L?(X; V') die Abschidtzung
(T g, ). u)l = [{h, 1g,u)| < ||hlliLrcx;vy-llullLex;vy  fir jedes n € N.

Da die Menge der einfachen Funktionen aus L?(X; V) ein dichter linearer Teilraum
von L?(X;V)und T eine isometrische Abbildung ist, ergibt sich

e, fllLacxvsy = ITAg, Hlwrcevns < Ihllizroevy  firjedes n € N.

4. ImPFalle p =1,q9 = ocofolgt f € L®(X;V*)und || f||Loocx;v+) < lIAlliLrx:v)*
da es eine Nullmenge N € A mit U2 | E, UN = X gibt.

Sind p, g € (1, 00) durch % + é = 1 verkniipft, so liefert der Satz von Fatou und
Schritt 3 ebenfalls f € LY(X; V™), denn im Grenzprozel3 n — oo ergibt sich

S WA+ dp = [y iminf [ Lg, £} dp < iminf [y [1g, £1I5+ di < 1010 ey

da eine Nullmenge N € A mit U2 | E, U N = X existiert.



5. Man betrachtet erneut eine einfache Funktion u € L?(X;V) und wihlt ei-
ne Zerlegung {A¢}reny € A von X in Mengen endlichen Malles sowie eine Folge
{velen C V, so daB die Darstellung u = Y ;2| 14, v gilt. Die Holder-Ungleichung
liefert nunmehr ( f,u) € L'(X;K). Aufgrund der Definition von u ergibt sich

(Tfiu) = fX(f, u)dp = Z?il fAZ(f’ V) dp = Zgil Ziozl fAka (fr.ve)dp

= Zg.;l Z]C:;l(h’ ]]-Agﬂkae) - Zﬁl(h’ ]]-Agve> - (h’u>

Da die einfache Funktion u € L?(X; V) beliebig gewahlt wurde und die Menge der
einfachen Funktionen aus L?(X; V) ein dichter linearer Teilraum von L?(X; V) ist,
folgt fiir f € L9(X; V™) schlieBlich Tf = h € [L?(X; V)]* und somit die Surjektivi-
tit der isometrischen Abbildung T € £(L4(X; V*); [LP(X: V)]*). O



