Vorlesung 23
Adjungierte Abbildungen

Adjungierte Abbildungen. Seien (V,| ||y) und (W,| |lw) Banach-Riume iiber
demselben Korper K.
1. Zu jeder Abbildung T € £(V; W) wird durch die Vorschrift

(T*g,u) = (g, Tu) firge W ueV

die adjungierte Abbildung T* € £(W*;V*) definiert.
2. Esgilt |[T*|| < ||T| firjedes T € £(V; W).
3. Ist (W, || |lw) auBerdem separabel, so gilt ||7*| = ||T|| fiir jedes T € £(V; W).

Beweis. 1. FiurT € £(V;W)und g € W* istdie Zuordnung u — (g, Tu) ein lineares
Funktional auf V' mit

(& Tu)| = ligllw=[ITullw < ITlllgllw-luly firalleu e V.

Somit wird fiir jedes g € W* durch (T*g,u) = (g, Tu) fiir u € V ein Funktional
T*g € V* definiert. Die Zuordnung g — T*g ist eine lineare Abbildung von W*
nach V* mit [(T*g,u)| < |T||||g||lw=||u||v fir alle g € W*, u € V, das heilit, es gilt
IT*gllv= < |IT||lg|lw= fiir jedes g € W*. Daraus folgt T* € £(W*;V*) sowie die
Abschitzung ||T*| < ||T||.

2. Ist (W, || ||lw) auBerdem separabel, dann gibt es zu dem u € V mit |lu|y < 1
und Tu # 0 nach dem Trennungssatz ein Funktional g € W* mit (g, Tu) = || Tu|lw
und || g||w+ = 1. Daraus folgt

ITullw = (g. Tu) = (T"g.u) < |T*[lglw=luly = IT7|.

was auch im Falle Tu = 0 trivial erfiillt ist. Somit liefert die Bildung des Supremums
iberu € V, ||ully < 1die Beziehung ||T'|| < ||T*||, also insgesamt | T|| = |T*||. O

Zweite adjungierte Abbildung. Seien (V,| |v), (W,|| |lw) Banach-Ridume iiber
demselben Korper K sowie Jy € £(V; V**) und Jy € L£L(W; W**) die natiirlichen
Einbettungen in die bidualen Rdume. Dann gilt fiir die zweite adjungierte Abbildung
T** e L(V*;W**)von T € £(V; W) die Darstellung T**Jy = Jy T.

Beweis. Fiir alle g € W* und u € V gilt nach Definition
(T™Jyu.g) = (Jyu.T*g) = (T"g.u) = (g.Tu) = (JwTu.g)

und damit T7**Jyu = Jy Tu firjedesu € V,also T**Jy = JyT. O
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Adjungierte verketteter Abbildungen. Sind (V,| |lv), (W, | |lw) und (X,]| |x)
Banach-Raume iiber demselben Korper K, dann gilt (AT)* = T*A* € L(X*; V™)
furalle T € £(V;W)und A € £(W; X).

Beweis. Furalleh € X*undu € V gilt
((AT)*h,u) = (h, ATu) = (A*h, Tu) = (T*A*h,u)
und somit (AT)*h = T*A*h firalle h € X*, also (AT)* = T*A*. O

Adjungierte invertierbarer Abbildungen. 1. Sind (V.| ||v), (W,| |lw) Banach-
Raume tiber demselben Koérper K und 7 : V <« W ein [somorphismus, dann ist
auch T* : W* < V* ein Isomorphismus, und es gilt (771)* = (T*)~ L.

2. Seien (V.| |lv) und (W, | |lw) separable Banach-Raume iiber demselben Kor-
per K sowie T € L(V;W). Ist T* : W* < V* ein Isomorphismus, dann ist auch
T : V < W ein [somorphismus.

Beweis. 1.Ist T : V < W ein Isomorphismus, dann gilt Iy = T7'T € £(V; V) und
Iy« =1 =(T'T)* =T*(TH* e L(V* V")
Genauso folgt aus Iy = TT~! € £(W; W) die Identitit
Iy«=1;, =TT Y = (T YT e L(W*;W*).

Somit besitzt 7* € L(W*; V*) die Inverse (T*)"! = (T™H)* € L(V*; W*).

2. Hat T € £(V; W) die Eigenschaft, dal 7* : W* <« V* ein Isomorphismus
ist, dann folgt nach Schritt 1, daBl auch 7** : V** « W** ein Isomorphismus ist
und somit abgeschlossene Mengen in ebensolche iiberfiihrt. Wegen der Separabilitét
von (V, || |ly)und (W, | |lw) sind die natiirlichen Einbettungen Jy € £(V; V**) und
Jw € £L(W; W**) Isometrien. Zusammen mit der Identitat 7**Jy = Jy T ergibt sich
daraus, daB3 Jy T[V] = T**Jy[V] C Jw[W] ein abgeschlossener linearer Teilraum
von W** ist. Da Jy : W < Jy[W] ein Isomorphismus ist, mull demnach auch
T[V] = J;'T**Jy[V] ein abgeschlossener linearer Teilraum von W sein.

3. Angenommen, es gibe ein w € W mit w ¢ T[V]. Dann konnte man auf-
grund des Trennungssatzes ein Funktional g € W* mit ||g||lw+ = 1 finden, so dal3
(T*g,u) = (g,Tu) = 0 fir alle v € V und somit T*g = 0 gelten wiirde. Da
T* : W* < V* nach Voraussetzung injektiv ist, wiirde daraus g = 0 im Wider-
spruch zur Wahl von g € W* folgen. Somit war die Annahme falsch, das heil3t, man
erhilt T[V] = W und daher die Surjektivitit von T € £(V; W).

4. Gilt Tu = 0 fiir ein u € V, dann folgt daraus 7**Jyu = JyTu = 0, und die
Injektivitit von T** : V** « W** liefert Jyu = 0, also u = 0 wegen der Isometrie
von Jy € £(V; V**). Damitist T € £(V; W) auch injektiv. Zusammen mit Schritt 3
folgt aus dem Inversensatz von Banach, daB3 7' : V' <> W ein Isomorphismus ist. [J



