Vorlesung 25
Lineare Gleichungen mit Fredholm-Operatoren

Eine in der angewandten Funktionalanalysis hdufig auftretende Aufgabenstellung ist
die Suche nach Lésungen u € V von Gleichungen des Typs Su — Tu = w fir vor-
gegebene rechte Seiten w € W, wobei S € £(V; W) ein Isomorphismus von einem
Banach-Raum (V, | ||y) auf einen weiteren Banach-Raum (W, | |w) tiber K sowie
T € K (V; W) eine vollstetige Storung ist. Solche Abbildungen A = § — T besitzen
die Fredholm-Eigenschaft und den Fredholm-Index Null:

Fredholm-Eigenschaft. Seien (V,| |v), (W,|| |lw) Banach-Ridume iiber K. Eine
Abbildung A € £(V; W) besitzt die Fredholm-Eigenschaft, wenn der Kern A7![{0}]
ein endlichdimensionaler linearer Teilraum von V und der Bildraum A[V] ein abge-
schlossener linearer Teilraum von W endlicher Codimension ist. In diesem Falle wird
ind A = dim A™'[{0}] — codim A[V] € Z als Fredholm-Index von A bezeichnet.

Aquivalente Formulierung des Problems als Operatorgleichung. Offenbar ist
u € V genau dann Losung der Gleichung Su — Tu = w fir die rechte Seite w € W,
wenn u € V Losung der dquivalenten Operatorgleichung Iyu — S~'Tu = S~ 'w fiir
die rechte Seite S™'w € V ist, wobei nunmehr die Identitit Iy € £(V;V) von der
vollstetigen Abbildung S™!T € K (V; V) gestort wird.

Der Nachweis, da3 Operatoren I — T € £(V; V) mit T € KX (V; V) die Fredholm-
Eigenschaft sowie den Fredholm-Index Null besitzen, ist Gegenstand der klassischen
Theorie von Riesz liber lineare Gleichungen mit vollstetigen Operatoren:

Hilfssatz von Riesz. Seien (V, || ||y) ein Banach-Raum , T € £(V; V) sowie V1, V>
abgeschlossene lineare Teilrdume von V mit V; C V,, Vi # Vound (I — T)[V,] C V.
Dann existierteinu € Vo, mitu ¢ Vy, |ully = lund ||Tu —Tv|y > % fir alle v € V7.

Beweis. Sei w € V, mit w ¢ V; gewahlt. Dann gilt wegen der Abgeschlossenheit
von Vi stets § = inf{lw — v|y : v € V4} > 0. Demnach gibt es ein v; € V; mit

8 < |lw —vq|ly < 26. Definiert man y = =41

To—oi v € V,, dann gilt ||u|ly = 1 und

[w—=villy(u —vo) = (w—v1) — [[w—wvilyve flrallewvy € V.
Wegen vy + ||w — vy ve € V; folgt daraus
§ < [lw—(v1+ [[w—=villyvvo)lly = [lw —villv[lu — volly < 28|lu —vollv

und somit ||u — volly > % fiir alle vo € V7. Da fiir jedes v € V; C V, wegenu € 1,

und (I —T)[V2] C Vystetsv + (I — T)(u —v) € V; gilt, ergibt sich demnach
1 Tu—=Tvlly =lu—@w+UT-T)u—-v))|v =

1
2

fur alle v € V. UJ
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Satz von Riesz tiber die Fredholm-Eigenschaft. Sei (V, || |y) ein Banach-Raum
sowie T € K (V; V). Dann gelten die folgenden Aussagen:
1. Der Kern Ny = (I — T)~![{0}] ist ein linearer Teilraum endlicher Dimension.
2. Es gibt eine nur von T abhéngige Konstante ¢z > 0, so dal3 die Abschatzung

m}\}l luo + vy <crl|(I —T)ugl|ly firalleuy € V gilt.
veiN]

3. Der Bildraum F; = (I — T)[V] C V ist ein abgeschlossener linearer Teilraum
endlicher Codimension.

Beweis. 1. Fir jedesv € Ny = (I — T)™'[{0}] gilt Tv = v, also T[N,] = N;. Sei
K = {u € V : |ully < 1} die abgeschlossene Einheitskugel in (V.|| |v). Dann ist
T[K]wegen T € K (V;V) relativ kompakt in (V, | |y) und damit auch der Durch-
schnitt T[Ny N K] = N; N K relativ kompakt im abgeschlossenen linearen Teilraum
(N1, |lv), woraus dessen Endlichdimensionalitét folgt.

2.Seiwg € Fy = (I —T)[V] vorgegeben. Gilt (I —T)u; = wo und (I —T)u, = wy
fir uy, u, € V, dann erfiillt die Differenz v = u; —u, € V offenbar (/ — T)v = 0,
es gilt also v = u; — u, € Np. Gilt umgekehrt (I — T)uyg = wy flir ug € V sowie
(I —T)v =0fiirv € Ny, dann folgt (I — T)u = wy fiir die Summe u = ug+v € V.
Somit gilt fiir alle ug € V und wo € F; mit (I — T)uy = wy die Identitit

{ueV:(I—T)u:wo}={u0—|—veV:v€N1}.
3. Da N; C V ein endlichdimensionaler Teilraum ist, wird das Minimum
min [lug + vy = |luo + vollv
vEN]

fiir jedes up € V von einem vy € N; angenommen. Angenommen, es wiirde Folgen
{urtren C V und {wi}treny C Fy mit (I — THur = wy # 0 fir k € N sowie eine
wachsende Folge {ct}ren C R mit limg_, o cx = oo und der Eigenschaft

11)161}\2 lur + v|ly > ck||lwglly >0 fiiralle k € N geben.
Dann konnte man eine Folge {vg }xreny € N; finden, so daB
lur + villy = grel}% |lur + vy > ck||lwk|ly > 0 fiir alle k € N gelten wiirde.
Wiirde man «; > O fiir k € N durch o ||ux + vk ||y = 1 definieren, so erhielte man
1 = [lax(ug +ve)lly = 52}\?1 ok (ur +v)llv > crllaxwelly >0 fiirallek € N

und somit limg_, o ||z wi ||y = 0 wegen limg o cx = 00. AuBBerdem wire aufgrund
der Beschranktheit der Folge {ax (ux + vk ) }xen in V sowie T € K (V; V) die Bildfolge
{ax T (ug + vi)}ren relativ kompaktin V.
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Man konnte also eine wachsende Folge {k/},eny C N finden, so dal3 die Folge
{og, T (U, +vk,) }een In V' gegen einen Grenzwert vy € V' konvergieren wiirde. Wegen
der Darstellung

ar(ur +vr) = o T (ug + vi) + apwy  fiir jedesk € N

wiirde aus limg 0 ||k wi |y = 0 und limy—, o ||k, T (Ui, + vk,) — Vol = O zunéchst
limg_, 0 ||k, (UK, + Vk,) — Vollv = 0 und dann limy_, o ||k, T (uk, + Vi,) —Tvolly = 0
folgen, woraus sich Tvy = vy und damit vy € N; ergibe. Mit {vi}reny C N; wiirde
daraus fiir jedes £ € N die Abschiatzung

1 = min [lok, (uk, + )|y = min [lok,ur, + vy = llok,uk, + (or, v, — vo)llv
veEN] vEN]

folgen, was jedoch limy_, o ||k, (Ui, + Vk,) — Vollv = O widerspriche. Damit war die
Annahme falsch, und es existiert eine nur von 7" abhidngige Konstante ¢z > 0, so dal3

m]i\gl luo + vllv < ecrll(I = Tuolly fiir alle ug € V gilt.
VELIV]

4. Sei wy € cl F; beliebig vorgegeben. Man wihlt eine Folge {wi}reny C Fy mit
lwk — wolly < 27%~! und somit

w1 — welly < |wksr — wolly + |lwe — wolly <27% firallek € N.
Wegen F; = (I — T)[V] gibt es ein ug € V und eine Folge {uz}xren € V mit
(I —T)ug =w; sowie (I —T)ur = wg+1 —wg furallek € N.
Nach Schritt 3 findet man aulerdem ein vo € N; und eine Folge {vi }reny C N mit
luo + vollv < crllwilly sowie |lux + villy < crllwgsr —wi|y fiiralle k € N.

Es folgt |lux 4+ vi ||y < 2 ¥cr fiir jedes k € N, also die absolute Konvergenz der Reihe
{> k=0 + i)}, . in V. Fiir deren Grenzwert ) 32 (ux + vi) € V ergibt sich

11 = T) Y52 o (ur + vie) —wo, = Jim 1> rmo (I = T)(ug + i) — wol,,
= lim H (w1 —wo) + D pey (Wrt1 — wk)HV = lim [[Wm41 — wolly =0,
m—00 m—0o0

alsowg = (I-T) Y 1ok +vk) € F; = (I-T)[V]. Somit ist F; ein abgeschlossener
linearer Teilraum von V.

5. Angenommen, F; = (I —T)[V] C V ware von unendlicher Codimension. Dann
géibe es eine unendliche Folge {wy }xeny C V, so dal

Wk ¢ Vk—l = F1 +1il’l{ll)1,...,ll)k_1} fir alle k e N

gelten wiirde. Wegen der Abgeschlossenheit des Bildraums F; in V wire auch Vj fiir
jedes k € N ein abgeschlossener linearer Teilraum von V.



Aufgrund der Beziehungen Vi—; C Vi C V, Vr—y # Vi und
I -T)[W])cU-T[V]=F, CcV, firallek,{eN

wiirde der Hilfssatz von Riesz die induktive Konstruktion einer Folge {vi }xreny C V
mit vg € Vi, vg & Vi—1, ||vk|ly = 1 sowie

ITve — Toglly = 3 firallek e N, £ e {l,....k—1}

gestatten. Die Bildfolge {T vi }xreny C V koOnnte also im Widerspruchzu 7 € K(V; V)
und der Beschranktheit der Folge {v }xen in V keinen Haufungspunkt in V' besitzen.
Somit war die Annahme falsch, das heiB3t, F; = (I — T)[V] C V ist von unendlicher
Codimension. O



