
Vorlesung 25

Lineare Gleichungen mit Fredholm-Operatoren
Eine in der angewandten Funktionalanalysis häufig auftretende Aufgabenstellung ist
die Suche nach Lösungen u 2 V von Gleichungen des Typs Su � T u D w für vor-
gegebene rechte Seiten w 2 W , wobei S 2 L.V IW / ein Isomorphismus von einem
Banach-Raum .V; k kV / auf einen weiteren Banach-Raum .W; k kW / über K sowie
T 2 K.V IW / eine vollstetige Störung ist. Solche Abbildungen A D S � T besitzen
die Fredholm-Eigenschaft und den Fredholm-Index Null:

Fredholm-Eigenschaft. Seien .V; k kV /, .W; k kW / Banach-Räume über K. Eine
Abbildung A 2 L.V IW / besitzt die Fredholm-Eigenschaft, wenn der Kern A�1Œf0g�

ein endlichdimensionaler linearer Teilraum von V und der Bildraum AŒV � ein abge-
schlossener linearer Teilraum vonW endlicher Codimension ist. In diesem Falle wird
indA D dimA�1Œf0g� � codimAŒV � 2 Z als Fredholm-Index von A bezeichnet.

Äquivalente Formulierung des Problems als Operatorgleichung. Offenbar ist
u 2 V genau dann Lösung der Gleichung Su � T u D w für die rechte Seite w 2 W ,
wenn u 2 V Lösung der äquivalenten Operatorgleichung IV u � S

�1T u D S�1w für
die rechte Seite S�1w 2 V ist, wobei nunmehr die Identität IV 2 L.V IV / von der
vollstetigen Abbildung S�1T 2K.V IV / gestört wird.

Der Nachweis, daß Operatoren I � T 2 L.V IV / mit T 2K.V IV / die Fredholm-
Eigenschaft sowie den Fredholm-Index Null besitzen, ist Gegenstand der klassischen
Theorie von Riesz über lineare Gleichungen mit vollstetigen Operatoren:

Hilfssatz von Riesz. Seien .V; k kV / ein Banach-Raum , T 2 L.V IV / sowie V1, V2

abgeschlossene lineare Teilräume von V mit V1 � V2, V1 ¤ V2 und .I � T /ŒV2� � V1.
Dann existiert ein u 2 V2 mit u … V1, kukV D 1 und kT u�T vkV �

1
2

für alle v 2 V1.

Beweis. Sei w 2 V2 mit w … V1 gewählt. Dann gilt wegen der Abgeschlossenheit
von V1 stets ı D inf

˚
kw � vkV W v 2 V1

	
> 0. Demnach gibt es ein v1 2 V1 mit

ı � kw � v1kV � 2ı. Definiert man u D w�v1

kw�v1kV
2 V2, dann gilt kukV D 1 und

kw � v1kV .u � v0/ D .w � v1/ � kw � v1kV v0 für alle v0 2 V1:

Wegen v1 C kw � v1kV v0 2 V1 folgt daraus

ı � kw � .v1 C kw � v1kV v0/kV D kw � v1kV ku � v0kV � 2ıku � v0kV

und somit ku � v0kV �
1
2

für alle v0 2 V1. Da für jedes v 2 V1 � V2 wegen u 2 V2

und .I � T /ŒV2� � V1 stets v C .I � T /.u � v/ 2 V1 gilt, ergibt sich demnach

kT u � T vkV D ku � .v C .I � T /.u � v//kV �
1
2

für alle v 2 V1. �
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Satz von Riesz über die Fredholm-Eigenschaft. Sei .V; k kV / ein Banach-Raum
sowie T 2K.V IV /. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Der Kern N1 D .I � T /
�1Œf0g� ist ein linearer Teilraum endlicher Dimension.

2. Es gibt eine nur von T abhängige Konstante cT � 0, so daß die Abschätzung

min
v2N1

ku0 C vkV � cT k.I � T /u0kV für alle u0 2 V gilt:

3. Der Bildraum F1 D .I � T /ŒV � � V ist ein abgeschlossener linearer Teilraum
endlicher Codimension.

Beweis. 1. Für jedes v 2 N1 D .I � T /�1Œf0g� gilt T v D v, also T ŒN1� D N1. Sei
K D

˚
u 2 V W kukV � 1

	
die abgeschlossene Einheitskugel in .V; k kV /. Dann ist

T ŒK� wegen T 2 K.V IV / relativ kompakt in .V; k kV / und damit auch der Durch-
schnitt T ŒN1 \K� D N1 \K relativ kompakt im abgeschlossenen linearen Teilraum
.N1; k kV /, woraus dessen Endlichdimensionalität folgt.

2. Sei w0 2 F1 D .I �T /ŒV � vorgegeben. Gilt .I �T /u1 D w0 und .I �T /u2 D w0

für u1, u2 2 V , dann erfüllt die Differenz v D u1 � u2 2 V offenbar .I � T /v D 0,
es gilt also v D u1 � u2 2 N1. Gilt umgekehrt .I � T /u0 D w0 für u0 2 V sowie
.I � T /v D 0 für v 2 N1, dann folgt .I � T /u D w0 für die Summe u D u0C v 2 V .
Somit gilt für alle u0 2 V und w0 2 F1 mit .I � T /u0 D w0 die Identität˚

u 2 V W .I � T /u D w0

	
D
˚
u0 C v 2 V W v 2 N1

	
:

3. Da N1 � V ein endlichdimensionaler Teilraum ist, wird das Minimum

min
v2N1

ku0 C vkV D ku0 C v0kV

für jedes u0 2 V von einem v0 2 N1 angenommen. Angenommen, es würde Folgen
fukgk2N � V und fwkgk2N � F1 mit .I � T /uk D wk ¤ 0 für k 2 N sowie eine
wachsende Folge fckgk2N � R mit limk!1 ck D1 und der Eigenschaft

min
v2N1

kuk C vkV � ckkwkkV > 0 für alle k 2 N geben:

Dann könnte man eine Folge fvkgk2N � N1 finden, so daß

kuk C vkkV D min
v2N1

kuk C vkV � ckkwkkV > 0 für alle k 2 N gelten würde:

Würde man ˛k > 0 für k 2 N durch ˛kkuk C vkkV D 1 definieren, so erhielte man

1 D k˛k.uk C vk/kV D min
v2N1

k˛k.uk C v/kV � ckk˛kwkkV > 0 für alle k 2 N

und somit limk!1 k˛kwkkV D 0 wegen limk!1 ck D 1. Außerdem wäre aufgrund
der Beschränktheit der Folge f˛k.ukCvk/gk2N in V sowie T 2K.V IV / die Bildfolge
f˛kT .uk C vk/gk2N relativ kompakt in V .
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Man könnte also eine wachsende Folge fk`g`2N � N finden, so daß die Folge
f˛k`

T .uk`
Cvk`

/g`2N in V gegen einen Grenzwert v0 2 V konvergieren würde. Wegen
der Darstellung

˛k.uk C vk/ D ˛kT .uk C vk/C ˛kwk für jedes k 2 N

würde aus limk!1 k˛kwkkV D 0 und lim`!1 k˛k`
T .uk`

C vk`
/� v0kV D 0 zunächst

lim`!1 k˛k`
.uk`
Cvk`

/�v0kV D 0 und dann lim`!1 k˛k`
T .uk`

Cvk`
/�T v0kV D 0

folgen, woraus sich T v0 D v0 und damit v0 2 N1 ergäbe. Mit fvkgk2N � N1 würde
daraus für jedes ` 2 N die Abschätzung

1 D min
v2N1

k˛k`
.uk`
C v/kV D min

v2N1

k˛k`
uk`
C vkV � k˛k`

uk`
C .˛k`

vk`
� v0/kV

folgen, was jedoch lim`!1 k˛k`
.uk`
C vk`

/ � v0kV D 0 widerspräche. Damit war die
Annahme falsch, und es existiert eine nur von T abhängige Konstante cT � 0, so daß

min
v2N1

ku0 C vkV � cT k.I � T /u0kV für alle u0 2 V gilt:

4. Sei w0 2 clF1 beliebig vorgegeben. Man wählt eine Folge fwkgk2N � F1 mit
kwk � w0kV � 2

�k�1 und somit

kwkC1 � wkkV � kwkC1 � w0kV C kwk � w0kV � 2
�k für alle k 2 N:

Wegen F1 D .I � T /ŒV � gibt es ein u0 2 V und eine Folge fukgk2N 2 V mit

.I � T /u0 D w1 sowie .I � T /uk D wkC1 � wk für alle k 2 N:

Nach Schritt 3 findet man außerdem ein v0 2 N1 und eine Folge fvkgk2N � N1 mit

ku0 C v0kV � cT kw1kV sowie kuk C vkkV � cT kwkC1 � wkkV für alle k 2 N:

Es folgt kukCvkkV � 2
�kcT für jedes k 2 N, also die absolute Konvergenz der Reihe˚Pm

kD0.uk C vk/
	

m2N
in V . Für deren Grenzwert

P1
kD0.uk C vk/ 2 V ergibt sich

.I � T /P1kD0.uk C vk/ � w0




V
D lim

m!1



Pm
kD0.I � T /.uk C vk/ � w0




V

D lim
m!1



.w1 � w0/C
Pm

kD1.wkC1 � wk/




V
D lim

m!1
kwmC1 � w0kV D 0;

alsow0 D .I�T /
P1

kD0.ukCvk/ 2 F1 D .I�T /ŒV �. Somit ist F1 ein abgeschlossener
linearer Teilraum von V .

5. Angenommen, F1 D .I �T /ŒV � � V wäre von unendlicher Codimension. Dann
gäbe es eine unendliche Folge fwkgk2N � V , so daß

wk … Vk�1 D F1 C linfw1; : : : ; wk�1g für alle k 2 N

gelten würde. Wegen der Abgeschlossenheit des Bildraums F1 in V wäre auch Vk für
jedes k 2 N ein abgeschlossener linearer Teilraum von V .
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Aufgrund der Beziehungen Vk�1 � Vk � V , Vk�1 ¤ Vk und

.I � T /ŒVk� � .I � T /ŒV � D F1 � V` für alle k, ` 2 N

würde der Hilfssatz von Riesz die induktive Konstruktion einer Folge fvkgk2N � V

mit vk 2 Vk, vk … Vk�1, kvkkV D 1 sowie

kT vk � T v`kV �
1
2

für alle k 2 N, ` 2 f1; : : : ; k � 1g

gestatten. Die Bildfolge fT vkgk2N � V könnte also im Widerspruch zu T 2K.V IV /

und der Beschränktheit der Folge fvkgk2N in V keinen Häufungspunkt in V besitzen.
Somit war die Annahme falsch, das heißt, F1 D .I � T /ŒV � � V ist von unendlicher
Codimension. �


