Vorlesung 26
Fredholm-Operatoren vom Index Null

Satz von Riesz iiber den Fredholm-Index. Sei (V,| |) ein Banach-Raum sowie
T € X(V;V). Definiert man rekursiv die Familien linearer Teilrdume

No=1{0}, Ny=(I—T) " [Ne_1] D Nx_;y fiirk e N,
Fob=7, F, = (I — T)[Fk_l] C Fr fir k € N,

dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Fir jedes k € Ny ist Ny C V ein linearer Teilraum endlicher Dimension und
Fix C V ein abgeschlossener linearer Teilraum endlicher Codimension.

2. Es gibt eine kleinste Zahl n € Ny, so dall Ny = Ny fiir alle k € Ny, k > n gilt,
und eine kleinste Zahl r € Ny, so dal3 Fy = Fi 4+ fur alle k € Ny, k > r gilt.

3. Esgilt (I —T)[N,] C N,,und die Einschrinkung J, = (I —T)|F, : F, < F, ist
ein Isomorphismus.

4. Die Summe V = F, + N, ist topologisch direkt, und es gilt » = n, wobei die
Zahl r € Ny als Riesz-Zahl von T bezeichnet wird.

5. Der Operator I — T € £(V; V) ist genau dann injektiv, wenn er surjektiv ist. In
diesem Falleist I — T : V <> V ein Isomorphismus, und es gilt r = 0.

6. Es existiert ein endlichdimensionaler linearer Teilraum U, C N,, so dal} die
Summe V = N; + U; + F, topologisch direkt ist.

7. Es gibt einen linearen Teilraum V; C N, endlicher Dimension, so daf3 die Summe
V = F; + V; topologisch direkt ist und codim F; = dim V; = dim N; gilt.

Beweis. 1. Definiert man rekursiv die Abbildungen
Aog=1, Ar=Ar1(I -T)e L(V;V) firk e N,

so soll induktiv gezeigt werden, dall man fiir jeden Index £k € N eine Darstellung
A =1—-Ty € £V; V) mit Ty € KX(V; V) bekommt:

Fir k = 1 gilt offenbar Ay = I —Tymit Ty =T € K(V;V).Firk e N,k > 2
ergibt sich aus den Induktionsvoraussetzungen Ay = [ —Tx_;und Tj—, € K(V; V)
wegen T € K (V; V) die Giiltigkeit der Induktionsbehauptung

Ar=U-Te—)U =T)=1—-T fiur Tpr =T 1+ T —Tp_T € X(V;V).
Da nach Definition stets
Np = A;'[{0}] sowie Fy = Ag[V] fiiralle k € Ny gilt,

liefert der Satz von Riesz die Fredholm-Eigenschaft der Operatoren Ay = I — Ty mit
Ty € K(V:;V): Fir jedes k € Ny ist N C V ein linearer Teilraum endlicher Dimen-
sion und F; C V ein abgeschlossener linearer Teilraum endlicher Codimension.



2. Angenommen, es wiirde Ny # Ny 4+ fiir jedes k € Ny gelten. Da nach Definition
Niy1 = (I — T)"Y[Ni] und somit (I — T)[Nx41] C Nx C Ny, fiir alle k € Ny gilt,
konnte man aufgrund des Hilfssatzes von Riesz induktiv eine Folge {vg }xeny C V mit
Uk € Ni, Uk & Ni—1, |[velly = 1 sowie

ITve — Toglly = 3 firallek e N, £e{l,....k—1}

konstruieren. Hieraus ergédbe sich der Widerspruch, daB3 die Bildfolge {7 v }xen kei-
nen Haufungspunkt in V' hitte, obwohl die Folge {vi }xen in V' beschriankt wire und
T € K(V;V) gilt. Somit war die Annahme falsch, und es gibt eine (kleinste) Zahl
n € Ng, so dall Ny = Ny fiir alle k € Ny, k > n gilt.

Angenommen, es wiirde Fj # Fi4; fiir jedes k € Ny gelten. Da nach Definition
(I —T)[Fx] = Fr+1 C Fy fir alle k € Ny gilt, konnte man wegen des Hilfssatzes von
Riesz induktiv eine Folge {ux}reny C V mit ug € Fi, ux & Fry1, ||uxlly = 1 sowie

ITug — Tuglly = L firallek, £ e N, 0>k

1
2
konstruieren. Hieraus erhielte man den Widerspruch, daf3 die Bildfolge {7 ug }ren
keinen Haufungspunkt in V' hitte, obwohl die Folge {uy}ren In V beschriankt wire
und 7 € K (V;V) gilt. Somit war die Annahme falsch, und es gibt eine (kleinste)
Zahlr € Ny, sodal3 Fy = Fj4 furalle k € Ny, k£ > r gilt.

3. Im reguldren Fall r = 0 gilt Ny = {0} und damit auch (I — T)[Ny] = Np. Im
Falle r > 1 folgt (I — T)[N,] C N,_; C N, aus der Definition N, = (I —T)"'[N,_4].

Nach Schritt 1 ist (F,,| |v) ein abgeschlossener linearer Teilraum des Banach-
Raums (V, || ||v), also selbst ein Banach-Raum. Da (I — T')[F,] = F,+; = F, wegen
Schritt 2 gilt, ist die Einschrinkung J, = (I — T)|F, € £(F,; F,) surjektiv.

Seiv € F, mit (I — T)v = 0. Wiahlt man im Hinblick auf Schritt 2 ein k € Ny mit
k > nund k > r, dann gilt Ny = Ni4+1 sowie v € F, = Fi. Daher gibteseinu € V
mit Azu = v, woraus sich Agyu = (I — T)v = 0 und somit u € Nxy; = Ng, also
v = Ayu = 0 ergibt. Demnach ist J, = (I — T)|F, € £(F;; F,) auch injektiv.

Da nach dem Satz von Riesz liber die Fredholm-Eigenschaft fiir T € K (V; V) stets
eine Konstante ¢y > 0 existiert, so daB fiir jedes wy € F, die eindeutig bestimmte

Losungug = (I — T) 'wgy € F, von (I — T)ug = wy der Abschiitzung

(I = T)'wolly = min |juo + v|ly < crlwolly
VEN]

geniigt, gilt auch J! € £(F,; F,), das heiBt, J, : F, <> F, ist ein [somorphismus.
4. Definiert man die linearen stetigen Abbildungen

P.=J"4,€X(V;V) und Q,=1-P € X(V;V),
dann gilt fiir jedes u € V wegen J, : F, <> F, sowohl P,u € F, als auch

A, Qu=Au—U-T)J "Au=Au—Au=0 undsomit Q,u € N,.
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Damit ist gezeigt, daB jedes u € V in eine Summe u = P,u + Q,u von P,u € F, und
Q,u € N, zerlegt werden und V = F, + N, als Summe von F, und N, dargestellt
werden kann. Um einzusehen, dal3 diese Zerlegung eindeutig bestimmt ist, seien fiir
ein beliebiges u € V zwei Vektoren w € F, und v € N, mit u = w + v gegeben:

Dann gilt A,v = 0 und somit A,u = A,w. Wegen J, = (I — T)|F, folgt aus
w € F, aber A,w = J/wund somit w = J,"A,w = J;"A,u = P,u aufgrund der
Definition von P,, also auchv = u —w = u— P,u = Q,u. Aus der Eindeutigkeit der
Zerlegung ergibt sich, dal V' = F, 4+ N, eine algebraisch direkte Summe ist. Damit
sind P, Q, € L(V;V) Projektoren von V auf F, bzw. von V auf N,, das heil3t,
V = F, 4+ N, ist eine topologisch direkte Summe.

Sei u € N,4; beliebig vorgegeben. Dann liefert die Zerlegung u = P,u + Q,u
wegen Q,u € N,, P,u € F, und J, = (I — T)|F, die Beziehung

0= A, = Arp1 Pt + Ar 1 Qru = Ap oy Pru = J[ T Py

und somit P,u = 0, da J, : F, < F, bijektiv ist. Daraus folgt u = Q,u € N,, also
Ny4+1 C Ny C Ny4+1 und somit n < r wegen Schritt 2.

Wird w € F, beliebig vorgegeben, dann existiert ein v € V mit A,v = w, und
die Zerlegung v = P,v + Q,v liefert zunichst w = A, P,v + A, Q,v. Wegenn < r
gilt Q,v € N, = N, und damit 4,Q,v = 0. Somit folgt wegen P,v € F, und der
Bijektivitit von J, = (I — T)|F, : F, < F, die Beziechung

w=A,Pv=A,(I =T)J 'Pov= A, 1J Py

und somit w € F,4+;. Daraus ergibt sich F,, C F,+; C F,, demzufolge r < n auf-
grund von Schritt 2 und insgesamt schlieBlich r = n.

S.Ist I — T € £(V;V) injektiv, so gilt Ny = Ny = {0}, alson = r = 0 wegen
Schritt4 sowie F; = Fy = V. Ist =T € L(V; V) surjektiv, dann folgt F; = Fy =V,
also ebenfalls » = 0. In beiden Fillenist I — T = Jy : V < V ein [somorphismus.

6. Im Faller = 0ist I — T : V < V ein Isomorphismus. Wegen N; = {0} und
F; =V gilt somit codim F; = dim N; = 0. Jetzt wird der Fall » > 1 betrachtet:

Da der Kern N; ein linearer Teilraum des endlichdimensionalen Teilraums N, ist,
gibt es ein topologisches Komplement U; von N; in N,, das heil3t, N, = Ny + Uj ist
eine topologisch direkte Summe. Bildet man die topologisch direkte Summe mit dem
abgeschlossenen linearen Teilraum F, endlicher Codimension, dann erhilt man

V=N +F =N +U +F

als topologisch direkte Summe, wobei der abgeschlossene lineare Teilraum U; + F;
endlicher Codimension topologisches Komplement des Kerns N; in V ist. Somit gibt
es einen linearen stetigen Projektor Q1 € £(V; V) von V auf N;. Aufgrund vonr > 1
hat der Kern N; eine endliche Dimension dim N; = m > 1.



Sei {vq,...,v,} C N; eine Basis von N;. Fiir jedes k € {1, ..., m} wird durch
v=>y vy € Ny > (gr,v) = €K

ein Funktional gx € £(N;K) definiert. Bildet man fiir jedes k € {1,...,m} die
Verkettung fr = gx Q1 € V* = £(V;K), dann gilt

Qiu =Yy (ge. Qru)ve = Yy (fr.u)vy firalleu e V

sowie wegen {vy, ..., U, C Ny auch
(fe:vk) = (g, Q1ve) = (8o, vk) = Ope  flurallek, £ e {l,...,m}.
7.DaV = F, + N, eine topologisch direkte Summe ist, gilt die Beziehung
F, 0 (N, 0 F1) = (F, N N;) N Fp = {0},

also ist auch F, 4 (N, N Fy) eine topologisch direkte Summe.

Istu €e F; C V = F, + N,, dann gibt es eine Zerlegungu = w + v mit v € N,
und w € F, C F;. Daraus folgt v = u — w € F; und damit v € N, N Fy, das heif3t,
esgiltu =w+v € F, + (N, N Fy) und demnach F; C F, + (N, N Fy). Andererseits
ergibt sich aus F, C Fyund N, N F; C F; sofort F; + (N, N Fy) C F;. Damit ist die
Summe F; = F, + (N, N F;) topologisch direkt.

Da N, N Fj ein linearer Teilraum des endlichdimensionalen linearen Teilraums N,
ist, gibt es ein topologisches Komplement V; von N, N F; in N,, das hei3t, die Summe
N, = (N,NFp)+V; ist topologisch direkt. Bildet man die topologisch direkte Summe
mit dem abgeschlossenen linearen Teilraum F, endlicher Codimension, so erhédlt man

V:F,+Nr:Fr+(NrﬂF1)+V1:F1+V1.

Wegen r > 1 hat F; eine endliche Codimension codim F; =s > 1.DaV = F; + V;
eine topologisch direkte Summe ist, muf3 somit das topologische Komplement V;
von F; in V die endliche Dimension dim V; = s > 1 haben.

Man legt eine Basis {uy,...,us} C Vi von Vj fest und definiert die Abbildung
To € KX (V; V) durch die Vorschrift

Tou = Tu + Y 1™ fr,u)u, firu eV,

die sich von T € K (V; V) nur durch einen Summanden mit endlichdimensionalem
Bildraum unterscheidet. Die bisherige Theorie liefert somit die Fredholm-Eigenschaft
der Abbildung I — Ty € £(V; V). Um einzusehen, dall m = s gilt, wird von der Tat-
sache Gebrauch gemacht, daB die Abbildung I — Ty € £(V; V) nach Schritt 5 genau
dann injektiv ist, wenn sie surjektiv ist.
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Angenommen, es wiirde m < s gelten: Dann wiirde man nach Definition von T
fiir ein beliebig fixiertes v € (I — Ty) " [{0}] eine Zerlegung des Nullvektors

0= (I —To)v = (I - T)o— X0 (fe. vue

im Sinne der direkten Summe V' = F; 4+ V; bekommen und somit (I —T)v = 0 sowie
Y rei{fe,v)ug = 0. Da die Basisvektoren uy,...,u,, € V; linear unabhéngig sind,
erhielte man neben v € Ny auch ( fy,v) = O0fiiralle £ € {1,...,m}, also v € Ny und
Qv = 0, das heil}t, v = 0. Damit ware die Abbildung I — Ty € £(V; V) injektiv,
also auch surjektiv. Deshalb miiite es wegen m < seinu € V mit (I — To)u = Uy 41
geben. Man bekdme nach Definition von T} eine Zerlegung des Nullvektors

0= (I = Tolu —tmsr = (I = Tt — (1 + X4, (feoute)

im Sinne der direkten Summe V = F; + Vj, woraus umi+1 + > gy {fe, u)uy = 0
im Widerspruch zur linearen Unabhédngigkeit der Basisvektoren uq,...,u;;4+1 € V1
folgen wiirde. Somit ist die Gultigkeit der Ungleichung s < m nachgewiesen.

Angenommen, es wiirde s < m gelten: Man erhielte wegen {vy,...,v,} C Ny, der
Definition von Ty und Schritt 5 die Darstellung

—u firk e {1,...,s),

(I = To)og = (I = T)vie = Yy (e vidue =
0) Uk k= 2e=1 {fo vid)ue 0 firke{s+1,...,m}.

Wihlte man u € V beliebig, dann kdnnte man eine Zerlegung
u=>—-T)v+ >, Beus

im Sinne der direkten Summe V = F; + V; fiir geeignete v € V und Koordina-
ten B1,...,Bs € K finden. Daraus ergidbe sich wegen der Definition von T und der
obigen Darstellung (I — Ty)vy = —uy fur jedes £ € {1,...,s} die Bezichung

u=(I—Tov+ 3y ({fe.v) + B ug = (I = To) (v — 3p—; ({fe. v) + Be) ve).-

Damit wire die Abbildung I — Ty, € L(V; V) surjektiv, also auch injektiv. Fiir den
Basisvektor vsy; € N; wiirde somit (I — Tp)vs+; # 0 folgen, was im Widerspruch
zur obigen Darstellung (I — Ty)vs+; = 0 stiinde. Damit war die Annahme falsch,
und es gilt m < s, woraus sich insgesamt dim Ny = m = s = dim V; = codim Fj,
also ind(/ — T') = dim N; — codim F; = 0 fiir den Fredholm-Index der Abbildung
I —T e £(V;V) ergibt. O



