
Vorlesung 26

Fredholm-Operatoren vom Index Null

Satz von Riesz über den Fredholm-Index. Sei .V; k kV / ein Banach-Raum sowie
T 2K.V IV /. Definiert man rekursiv die Familien linearer Teilräume

N0 D f0g; Nk D .I � T /
�1ŒNk�1� � Nk�1 für k 2 N;

F0 D V; Fk D .I � T /ŒFk�1� � Fk�1 für k 2 N;

dann gelten die folgenden Aussagen:
1. Für jedes k 2 N0 ist Nk � V ein linearer Teilraum endlicher Dimension und

Fk � V ein abgeschlossener linearer Teilraum endlicher Codimension.
2. Es gibt eine kleinste Zahl n 2 N0, so daß Nk D NkC1 für alle k 2 N0, k � n gilt,

und eine kleinste Zahl r 2 N0, so daß Fk D FkC1 für alle k 2 N0, k � r gilt.
3. Es gilt .I � T /ŒNr � � Nr , und die Einschränkung Jr D .I � T /jFr W Fr $ Fr ist

ein Isomorphismus.
4. Die Summe V D Fr C Nr ist topologisch direkt, und es gilt r D n, wobei die

Zahl r 2 N0 als Riesz-Zahl von T bezeichnet wird.
5. Der Operator I � T 2 L.V IV / ist genau dann injektiv, wenn er surjektiv ist. In

diesem Falle ist I � T W V $ V ein Isomorphismus, und es gilt r D 0.
6. Es existiert ein endlichdimensionaler linearer Teilraum U1 � Nr , so daß die

Summe V D N1 C U1 C Fr topologisch direkt ist.
7. Es gibt einen linearen Teilraum V1 � Nr endlicher Dimension, so daß die Summe

V D F1 C V1 topologisch direkt ist und codimF1 D dimV1 D dimN1 gilt.

Beweis. 1. Definiert man rekursiv die Abbildungen

A0 D I; Ak D Ak�1.I � T / 2 L.V IV / für k 2 N;

so soll induktiv gezeigt werden, daß man für jeden Index k 2 N eine Darstellung
Ak D I � Tk 2 L.V IV / mit Tk 2K.V IV / bekommt:

Für k D 1 gilt offenbar A1 D I � T1 mit T1 D T 2 K.V IV /. Für k 2 N, k � 2
ergibt sich aus den InduktionsvoraussetzungenAk�1 D I�Tk�1 und Tk�1 2K.V IV /

wegen T 2K.V IV / die Gültigkeit der Induktionsbehauptung

Ak D .I � Tk�1/.I � T / D I � Tk für Tk D Tk�1 C T � Tk�1T 2K.V IV /:

Da nach Definition stets

Nk D A
�1
k Œf0g� sowie Fk D AkŒV � für alle k 2 N0 gilt;

liefert der Satz von Riesz die Fredholm-Eigenschaft der Operatoren Ak D I � Tk mit
Tk 2 K.V IV /: Für jedes k 2 N0 ist Nk � V ein linearer Teilraum endlicher Dimen-
sion und Fk � V ein abgeschlossener linearer Teilraum endlicher Codimension.
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2. Angenommen, es würdeNk ¤ NkC1 für jedes k 2 N0 gelten. Da nach Definition
NkC1 D .I � T /�1ŒNk� und somit .I � T /ŒNkC1� � Nk � NkC1 für alle k 2 N0 gilt,
könnte man aufgrund des Hilfssatzes von Riesz induktiv eine Folge fvkgk2N � V mit
vk 2 Nk, vk … Nk�1, kvkkV D 1 sowie

kT vk � T v`kV �
1
2

für alle k 2 N, ` 2 f1; : : : ; k � 1g

konstruieren. Hieraus ergäbe sich der Widerspruch, daß die Bildfolge fT vkgk2N kei-
nen Häufungspunkt in V hätte, obwohl die Folge fvkgk2N in V beschränkt wäre und
T 2 K.V IV / gilt. Somit war die Annahme falsch, und es gibt eine (kleinste) Zahl
n 2 N0, so daß Nk D NkC1 für alle k 2 N0, k � n gilt.

Angenommen, es würde Fk ¤ FkC1 für jedes k 2 N0 gelten. Da nach Definition
.I � T /ŒFk� D FkC1 � Fk für alle k 2 N0 gilt, könnte man wegen des Hilfssatzes von
Riesz induktiv eine Folge fukgk2N � V mit uk 2 Fk, uk … FkC1, kukkV D 1 sowie

kT uk � T u`kV �
1
2

für alle k, ` 2 N, ` > k

konstruieren. Hieraus erhielte man den Widerspruch, daß die Bildfolge fT ukgk2N

keinen Häufungspunkt in V hätte, obwohl die Folge fukgk2N in V beschränkt wäre
und T 2 K.V IV / gilt. Somit war die Annahme falsch, und es gibt eine (kleinste)
Zahl r 2 N0, so daß Fk D FkC1 für alle k 2 N0, k � r gilt.

3. Im regulären Fall r D 0 gilt N0 D f0g und damit auch .I � T /ŒN0� D N0. Im
Falle r � 1 folgt .I �T /ŒNr � � Nr�1 � Nr aus der Definition Nr D .I �T /

�1ŒNr�1�.
Nach Schritt 1 ist .Fr ; k kV / ein abgeschlossener linearer Teilraum des Banach-

Raums .V; k kV /, also selbst ein Banach-Raum. Da .I �T /ŒFr � D FrC1 D Fr wegen
Schritt 2 gilt, ist die Einschränkung Jr D .I � T /jFr 2 L.Fr IFr/ surjektiv.

Sei v 2 Fr mit .I � T /v D 0. Wählt man im Hinblick auf Schritt 2 ein k 2 N0 mit
k � n und k � r , dann gilt Nk D NkC1 sowie v 2 Fr D Fk. Daher gibt es ein u 2 V
mit Aku D v, woraus sich AkC1u D .I � T /v D 0 und somit u 2 NkC1 D Nk, also
v D Aku D 0 ergibt. Demnach ist Jr D .I � T /jFr 2 L.Fr IFr/ auch injektiv.

Da nach dem Satz von Riesz über die Fredholm-Eigenschaft für T 2K.V IV / stets
eine Konstante cT � 0 existiert, so daß für jedes w0 2 Fr die eindeutig bestimmte
Lösung u0 D .I � T /

�1w0 2 Fr von .I � T /u0 D w0 der Abschätzung

k.I � T /�1w0kV D min
v2N1

ku0 C vkV � cT kw0kV

genügt, gilt auch J�1
r 2 L.Fr IFr/, das heißt, Jr W Fr $ Fr ist ein Isomorphismus.

4. Definiert man die linearen stetigen Abbildungen

Pr D J
�r
r Ar 2 L.V IV / und Qr D I � Pr 2 L.V IV /;

dann gilt für jedes u 2 V wegen Jr W Fr $ Fr sowohl Pru 2 Fr als auch

ArQru D Aru � .I � T /
rJ�r

r Aru D Aru � Aru D 0 und somit Qru 2 Nr :
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Damit ist gezeigt, daß jedes u 2 V in eine Summe u D PruCQru von Pru 2 Fr und
Qru 2 Nr zerlegt werden und V D Fr C Nr als Summe von Fr und Nr dargestellt
werden kann. Um einzusehen, daß diese Zerlegung eindeutig bestimmt ist, seien für
ein beliebiges u 2 V zwei Vektoren w 2 Fr und v 2 Nr mit u D w C v gegeben:

Dann gilt Arv D 0 und somit Aru D Arw. Wegen Jr D .I � T /jFr folgt aus
w 2 Fr aber Arw D J r

r w und somit w D J�r
r Arw D J�r

r Aru D Pru aufgrund der
Definition von Pr , also auch v D u�w D u�Pru D Qru. Aus der Eindeutigkeit der
Zerlegung ergibt sich, daß V D Fr C Nr eine algebraisch direkte Summe ist. Damit
sind Pr , Qr 2 L.V IV / Projektoren von V auf Fr bzw. von V auf Nr , das heißt,
V D Fr CNr ist eine topologisch direkte Summe.

Sei u 2 NrC1 beliebig vorgegeben. Dann liefert die Zerlegung u D Pru C Qru

wegen Qru 2 Nr , Pru 2 Fr und Jr D .I � T /jFr die Beziehung

0 D ArC1u D ArC1PruC ArC1Qru D ArC1Pru D J
rC1
r Pru

und somit Pru D 0, da Jr W Fr $ Fr bijektiv ist. Daraus folgt u D Qru 2 Nr , also
NrC1 � Nr � NrC1 und somit n � r wegen Schritt 2.

Wird w 2 Fn beliebig vorgegeben, dann existiert ein v 2 V mit Anv D w, und
die Zerlegung v D Prv CQrv liefert zunächst w D AnPrv C AnQrv. Wegen n � r
gilt Qrv 2 Nr D Nn und damit AnQrv D 0. Somit folgt wegen Prv 2 Fr und der
Bijektivität von Jr D .I � T /jFr W Fr $ Fr die Beziehung

w D AnPrv D An.I � T /J
�1
r Prv D AnC1J

�1
r Prv

und somit w 2 FnC1. Daraus ergibt sich Fn � FnC1 � Fn, demzufolge r � n auf-
grund von Schritt 2 und insgesamt schließlich r D n.

5. Ist I � T 2 L.V IV / injektiv, so gilt N1 D N0 D f0g, also n D r D 0 wegen
Schritt 4 sowie F1 D F0 D V . Ist I�T 2 L.V IV / surjektiv, dann folgt F1 D F0 D V ,
also ebenfalls r D 0. In beiden Fällen ist I � T D J0 W V $ V ein Isomorphismus.

6. Im Falle r D 0 ist I � T W V $ V ein Isomorphismus. Wegen N1 D f0g und
F1 D V gilt somit codimF1 D dimN1 D 0. Jetzt wird der Fall r � 1 betrachtet:

Da der Kern N1 ein linearer Teilraum des endlichdimensionalen Teilraums Nr ist,
gibt es ein topologisches Komplement U1 von N1 in Nr , das heißt, Nr D N1 C U1 ist
eine topologisch direkte Summe. Bildet man die topologisch direkte Summe mit dem
abgeschlossenen linearen Teilraum Fr endlicher Codimension, dann erhält man

V D Nr C Fr D N1 C U1 C Fr

als topologisch direkte Summe, wobei der abgeschlossene lineare Teilraum U1 C Fr

endlicher Codimension topologisches Komplement des Kerns N1 in V ist. Somit gibt
es einen linearen stetigen ProjektorQ1 2 L.V IV / von V aufN1. Aufgrund von r � 1
hat der Kern N1 eine endliche Dimension dimN1 D m � 1.
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Sei fv1; : : : ; vmg � N1 eine Basis von N1. Für jedes k 2 f1; : : : ; mg wird durch

v D
Pm

`D1 ˛`v` 2 N1 7! hgk; vi D ˛k 2 K

ein Funktional gk 2 L.N1IK/ definiert. Bildet man für jedes k 2 f1; : : : ; mg die
Verkettung fk D gkQ1 2 V

� D L.V IK/, dann gilt

Q1u D
Pm

`D1hg`;Q1uiv` D
Pm

`D1hf`; uiv` für alle u 2 V

sowie wegen fv1; : : : ; vmg � N1 auch

hf`; vki D hg`;Q1vki D hg`; vki D ık` für alle k, ` 2 f1; : : : ; mg:

7. Da V D Fr CNr eine topologisch direkte Summe ist, gilt die Beziehung

Fr \ .Nr \ F1/ D .Fr \Nr/ \ F1 D f0g;

also ist auch Fr C .Nr \ F1/ eine topologisch direkte Summe.
Ist u 2 F1 � V D Fr C Nr , dann gibt es eine Zerlegung u D w C v mit v 2 Nr

und w 2 Fr � F1. Daraus folgt v D u � w 2 F1 und damit v 2 Nr \ F1, das heißt,
es gilt u D wC v 2 Fr C .Nr \F1/ und demnach F1 � Fr C .Nr \F1/. Andererseits
ergibt sich aus Fr � F1 und Nr \ F1 � F1 sofort F1C .Nr \ F1/ � F1. Damit ist die
Summe F1 D Fr C .Nr \ F1/ topologisch direkt.

Da Nr \ F1 ein linearer Teilraum des endlichdimensionalen linearen Teilraums Nr

ist, gibt es ein topologisches Komplement V1 vonNr\F1 inNr , das heißt, die Summe
Nr D .Nr\F1/CV1 ist topologisch direkt. Bildet man die topologisch direkte Summe
mit dem abgeschlossenen linearen Teilraum Fr endlicher Codimension, so erhält man

V D Fr CNr D Fr C .Nr \ F1/C V1 D F1 C V1:

Wegen r � 1 hat F1 eine endliche Codimension codimF1 D s � 1. Da V D F1 C V1

eine topologisch direkte Summe ist, muß somit das topologische Komplement V1

von F1 in V die endliche Dimension dimV1 D s � 1 haben.
Man legt eine Basis fu1; : : : ; usg � V1 von V1 fest und definiert die Abbildung

T0 2K.V IV / durch die Vorschrift

T0u D T uC
Pminfs;mg

`D1
hf`; uiu` für u 2 V ;

die sich von T 2 K.V IV / nur durch einen Summanden mit endlichdimensionalem
Bildraum unterscheidet. Die bisherige Theorie liefert somit die Fredholm-Eigenschaft
der Abbildung I � T0 2 L.V IV /. Um einzusehen, daß m D s gilt, wird von der Tat-
sache Gebrauch gemacht, daß die Abbildung I � T0 2 L.V IV / nach Schritt 5 genau
dann injektiv ist, wenn sie surjektiv ist.
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Angenommen, es würde m < s gelten: Dann würde man nach Definition von T0

für ein beliebig fixiertes v 2 .I � T0/
�1Œf0g� eine Zerlegung des Nullvektors

0 D .I � T0/v D .I � T /v �
Pm

`D1hf`; viu`

im Sinne der direkten Summe V D F1CV1 bekommen und somit .I �T /v D 0 sowiePm
`D1hf`; viu` D 0. Da die Basisvektoren u1; : : : ; um 2 V1 linear unabhängig sind,

erhielte man neben v 2 N1 auch hf`; vi D 0 für alle ` 2 f1; : : : ; mg, also v 2 N1 und
Q1v D 0, das heißt, v D 0. Damit wäre die Abbildung I � T0 2 L.V IV / injektiv,
also auch surjektiv. Deshalb müßte es wegen m < s ein u 2 V mit .I � T0/u D umC1

geben. Man bekäme nach Definition von T0 eine Zerlegung des Nullvektors

0 D .I � T0/u � umC1 D .I � T /u �
�
umC1 C

Pm
`D1hf`; uiu`

�
im Sinne der direkten Summe V D F1 C V1, woraus umC1 C

Pm
`D1hf`; uiu` D 0

im Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit der Basisvektoren u1; : : : ; umC1 2 V1

folgen würde. Somit ist die Gültigkeit der Ungleichung s � m nachgewiesen.
Angenommen, es würde s < m gelten: Man erhielte wegen fv1; : : : ; vmg � N1, der

Definition von T0 und Schritt 5 die Darstellung

.I � T0/vk D .I � T /vk �
Ps

`D1hf`; vkiu` D

8<:�uk für k 2 f1; : : : ; sg;

0 für k 2 fs C 1; : : : ; mg:

Wählte man u 2 V beliebig, dann könnte man eine Zerlegung

u D .I � T /v C
Ps

`D1 ˇ`u`

im Sinne der direkten Summe V D F1 C V1 für geeignete v 2 V und Koordina-
ten ˇ1; : : : ; ˇs 2 K finden. Daraus ergäbe sich wegen der Definition von T0 und der
obigen Darstellung .I � T0/v` D �u` für jedes ` 2 f1; : : : ; sg die Beziehung

u D .I � T0/v C
Ps

`D1.hf`; vi C ˇ`/ u` D .I � T0/
�
v �

Ps
`D1.hf`; vi C ˇ`/ v`

�
:

Damit wäre die Abbildung I � T0 2 L.V IV / surjektiv, also auch injektiv. Für den
Basisvektor vsC1 2 N1 würde somit .I � T0/vsC1 ¤ 0 folgen, was im Widerspruch
zur obigen Darstellung .I � T0/vsC1 D 0 stünde. Damit war die Annahme falsch,
und es gilt m � s, woraus sich insgesamt dimN1 D m D s D dimV1 D codimF1,
also ind.I � T / D dimN1 � codimF1 D 0 für den Fredholm-Index der Abbildung
I � T 2 L.V IV / ergibt. �


