Vorlesung 27
Adjungierte Gleichungen und Fredholm-Alternative

Die Theorie von Riesz liber Fredholm-Operatoren I — T € £(V; V) mit dem Index
Null und die Losbarkeit der Gleichung (I — T)u = w mit vollstetigen Operatoren
T € K(V;V) wird durch die Theorie von Schauder mit der Fredholm-Eigenschaft
des adjungierten Operators I* — T* € L(V*; V*) mit dem Index Null und der Los-
barkeit der adjungierten Gleichung (/* — T*)f = h mit vollstetigen Operatoren
T* € X(V*;V*) in Zusammenhang gebracht:

Annullatoren. Sei U ein linearer Teilraum eines Banach-Raums (V, || |v) und E ein
linearer Teilraum des Dualraums (V*, || |ly+). Der Annullator U° C V* von U C V
wird als linearer Teilraum

U={feV*:(fiu)=0 firalleu € U}
definiert und der Annullator °E C V von E C V* als linearer Teilraum

FE ={ueV:(fiu)=0 firalle f € E}.

Dualitatssatz von Schauder iiber Fredholm-Operatoren. Sei ein Banach-Raum
V.|l |lv) iber K sowie T € K (V; V') gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:
1. Der Annullator des Kerns von I *—T* € L£(V*; V*) ist der Bildraum von I —T €
L(V;V), das heiBt, es gilt °(/* — T*)"1[{0}] = (I — T)[V].
2. Der Operator I — T € £(V; V) ist genau dann ein Isomorphismus von V auf V,
wenn die Adjungierte I* — T* € £(V*; V*) ein Isomorphismus von V* auf V* ist.
3. Der Annullator des Kernsvon I — T € £(V; V) ist der Bildraum von /* —T* €
L(V*;V*), das heiBt, es gilt (I — T)7'[{0}]° = (I* = T*)[V*].

Beweis. 1. Nach dem Satz von Riesz iiber den Fredholm-Index gibt es ein endlichdi-
mensionales topologisches Komplement V; des abgeschlossenen linearen Teilraums
Fi={—-T)[V]inV mitdim V; = codim F; = m € N.

ImFallem =0ist I — T € £(V; V) ein [somorphismus von V auf V, denn es gilt
(I —=T)[V] = V. Damitist die Adjungierte I* —T* € L£(V*; V*) ein [somorphismus
von V* auf V*, und es gilt (I* — T*)~1[{0}] = {0}. Nach Definition des Annullators
ergibt sich also °(/* — T*)"1[{0}] = °{0} =V = (I — T)[V] im Falle m = 0.

Nachfolgend wird der Fall m > 1 untersucht: Da V' = F; 4+ V; eine topologisch
direkte Summe ist, existiert der lineare stetige Projektor P; € £(V; V) von V auf V.
Ist {uy,...,u,} C Vi eine Basis von Vi, dann wird fiir jedes k € {1,...,m} ein
Funktional gz € £(V1;K) durch folgende Zuordnung definiert:

u= Zzn=1 oapug € Vi (gr.u) = o € K.
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Bildet man fiir jedes k € {1,...,m} die Verkettung fr = gxP; € V* = £(V;K),
dann ergibt sich

Piu =Y (ge, Pruyug =Y (fo,u)uy firalleu eV

sowie wegen {u1, ..., U, C Vi auch
(fg, uk) = (ge, Pluk) = (gg,uk) = (sk( fir alle k, L e {1, ce ,m}.
Ferner gilt fiir alle k € {1,...,m} und jedes u € V stets

(" =T7) fisu) = {fi 4 = Thu) = (gx. LI = T)u) =0

wegen (I — T)u € F; sowie der Tatsache, daBB V = F; 4+ V; eine topologisch direkte
Summe und P, € £(V; V) der Projektor von V auf V; ist. Daraus folgt die Beziehung
fi € (I* — T*)"1[{0}] fiir jedes k € {1,...,m}.

Sei w € °(I* — T*)"![{0}] C V beliebig vorgegeben. Dann gilt nach Definition
(fiw) = 0 fir alle f € (I* — T*)~'[{0}]. Im Hinblick auf die topologisch direkte
Summe V = F; + V) zerlegt man

w=—-Tu+ Y, oy

in eine Summe aus (/ — T)u € F; und Y ,_, apu € V; fiir geeignetes u € V sowie
ai, ..., o, € K. Dann ergibt sich wegen fi € (I* —T*)"[{0}] und ( fx,u¢) = Sxe fiir
jedes k, £ € {1,...,m} die Identitit

0= (fiow) = (fi. (I = D) + 34y el fieoue) = ((I* = T*) fie.u) + o = o,

alsow=U-Tyue F;=U-T)[V].
Wird umgekehrt w € (I — T)[V] willkiirlich vorgegeben, dann gibt eseinu € V
mit (I — T)u = w. Fiir jedes f € (I* — T*)"'[{0}] folgt dann

(fw) = (/I =Tu)=(I*=T")fiu) =0,

also w € °(/* — T*)"1[{0}]. Damit gilt die Identitat °(1* — T*)"'[{0}] = (I — T)[V]
auch im Falle m > 1.

2.Ist I = T € £(V;V) ein Isomorphismus von V auf V, dann ist auch die Ad-
jungierte I* — T* € £(V*;V*) ein Isomorphismus von V* auf V*. Ist umgekehrt
I*—T* € £(V*;V*) ein Isomorphismus von V* auf V*, dann ergibt sich aus der
Injektivitiat (1* — T*)"![{0}] = {0}. Aufgrund von Schritt 1 erhiilt man die Identitit
I -=D[V]=°U*-T*"{0}] = °{0} = V. Damitist I — T € £(V;V) surjektiv.
Wegen der Vollstetigkeit von T € K (V; V) ist der Operator I — T € £(V; V) nach
dem Satz von Riesz iiber den Fredholm-Index ein Isomorphismus von V auf V.
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3.Sei f € (I —T) '[{0}]° C V* beliebig vorgegeben. Dann gilt nach Definition
(fiv) =0firallev € Ny = (I — T)"'[{0}]. Fiirjedesw € F; = (I — T)[V] und
up € Vmit (I — T)uo = w gilt die Darstellung

{ueV:(]—T)u:w}z{u0+veV:veN1}.
Da fiir alle v € Ny = (I — T)"[{0}] stets ( fuo + v) = (f.uyo) gilt, wird durch
(go,w) = (fiug) firwe Frunduge Vmit(I —T)ug =w

ein wohldefiniertes lineares Funktional gy : F; — K erklart, denn sind w, w, € Fi,
A1, Ax € Ksowie uy, up € Vmit (I — T)u; = wy und (I — T)u, = w, willkiirlich
vorgegeben, dann 16st A;u; + ALu, € V die Gleichung (I — T)(Auy + Aruz) =
Aiwy + Aw, € Fp, und man erhilt definitionsgemal3

(g0, A1wy + Aws) = (f, Ajur + Ayus)
= Ai{fiur) + A2(fouz) = A1{go. w1) + A2(g0, w2).

Aufgrund des Satzes von Riesz iiber Fredholm-Operatoren existiert eine Konstante
cr > 0, so dal3 die Normabschéitzung

m}i\}l luo + vlly <cr|wly firallew e Fiunduge Vmit(I —T)ug = w
VELN]

gilt. Wird w € F; beliebig vorgegeben und gilt (I — T)uo, = w fiir ein uy € V, dann
wird das Minimum [ug + vo|ly = min,en, [|[uo + v||v wegen der Endlichdimensio-
nalitit des Kerns N; = (I — T)~'[{0}] von einem vy € N; angenommen, woraus

(g0, w)| = [{fsuo)| = [{fsrt0 + vo)| = [f lv+lluto + vollv = cr |l fllv<llwllv

folgt. Somit ist go € F;" = £(F1;K) ein lineares stetiges Funktional auf dem ab-
geschlossenen linearen Teilraum F; = (I — T)[V] von V endlicher Codimension
codim F; = m € Ny. AuBerdem gilt die Normabschétzung [ go| ry < cr |l f [+
Somit kann man das Funktional gy € F;* wie im Beweis des Satzes von Hahn-
Banach o/ne die Voraussetzung der Separabilitit des Raumes (V, | ||y) durch eine
endliche Anzahl elementarer Erweiterungen zu einem Funktional g € V* auf dem

Raum V = F; + Vy mit g[F1 = go und |[g|lv+ = [go|| ;- fortsetzen. Daher gilt
(I*=T"g.u)=(g. (I —-T)u) =(go.(I —T)u) = (fiu) firjedesu €V,

also f =(U*=T*geI*=TH"[V*].
Wird umgekehrt f € (I*—T7*)[V*] willkiirlich vorgegeben, dann gibteseing € V*
mit (I* —T*)g = f.Firjedesv € (I — T)![{0}] folgt daraus

(o) ={(UI"=T"g.v) =(g.(I —T)v) =0,
also f € (I-T)"'[{0}]°. Damit gilt die Identitat (/ —7T)"'[{0}]° = (I*-T*)[V*]. O
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Satz von Riesz-Schauder iiber die Fredholm-Alternative. Sei ein Banach-Raum
V.|l llv) iber K sowie T € K (V; V') gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:
1.1. Die Kerne (I — T)~![{0}] und (I* — T*)~1[{0}] haben dieselbe Dimension

dim(I — T)"'[{0}] = dim(I* — T*)"'[{0}] = m € N,.
1.2. Die Bildrdume (I — T)[V] und (I* — T*)[V*] haben dieselbe Codimension
codim(/ — T)[V] = codim(I* — T*)[V*] = m € Ny.

2. Exklusive Fredholm-Alternative fiir die Losbarkeit adjungierter Gleichungen:
2.1. Regulérer Fall m = 0: Jede der beiden inhomogenen Gleichungen

I-THu=w bzw. (I*=T"f =h

hat fiir jedes w € V bzw. jedes h € V* jeweils eine eindeutig bestimmte Losungu € V
bzw. f € V*. Insbesondere haben die beiden homogenen Gleichungen

(I—-Ty=0 bzw. (I*—T%g=0

nur die trivialen Losungenv =0e€ V bzw. g =0 € V'*.
2.2. Singuldrer Fall m > 1: Die beiden homogenen Gleichungen

(I—-Tyy=0 bzw. (I*—T%g=0
haben jeweils dieselbe positive (endliche) Anzahl linear unabhidngiger Losungen
{Vi,...,vm} CV bzw. {g1,....,gm} C V™.
In diesem Falle hat jede der beiden inhomogenen Gleichungen
(I —=T)ug=wy bzw. (I*=T*)fy = hg

genau dann eine Losung uy € V bzw. f, € V*, wenn die rechten Seiten wy € V bzw.
ho € V* fur jedes k € {1,...,m} die Losbarkeitsbedingungen

(gk,wo) =0 bzw. (hg,vx) =0
erfiillen. Dabei hat jede Losung u € V bzw. f € V* der inhomogenen Gleichung
(I —-Tu=wy bzw. (I*=T%)f = hy
jeweils die Gestalt
u=1uo+ Yy vk bzw. [ = fo+ 3, Begk

mitoy,...,a, € Kbzw. 1,...,Bn € K.
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Beweis. 1. Nach dem Satz von Schauder folgt aus der Vollstetigkeit von 7" € K (V; V)
die Vollstetigkeit von 7* € K (V*; V*). Damit liefert der Satz von Riesz iiber den
Fredholm-Index, daB die Kerne (I — T)"'[{0}] € V und (I* — T*)"'[{0}] c V*
jeweils lineare Teilriume endlicher Dimension und die Bildraume (/ —7)[V] C V und
(I*—=T™*)[V*] C V* jeweils abgeschlossene lineare Teilraiume endlicher Codimension
sind. Insbesondere haben die Fredholm-Operatoren I — T € £(V;V)und I*—T* €
E(V*; V*) den Index Null, es gilt also

dim(/ — T)"'[{0}] = codim(/ — T)[V] = m € Ny,
dim(/* — T*)7'[{0}] = codim(I* — T*)[V*] = 5 € N,.

Nach dem Satz von Riesz tiber den Fredholm-Index gilt genau dann m = 0, wenn
I —T € £(V;V) ein Isomorphismus von V auf V ist. Aufgrund des Dualititssatzes
von Schauder ist dies dquivalent dazu, daB3 die Adjungierte I* —T* € £(V*;V*) ein
Isomorphismus von V* auf V* ist, was wiederum nach dem Satz von Riesz iiber den
Fredholm-Index genau dann der Fall ist, wenn s = 0 gilt. Somit besteht die exklusive
Fredholm-Alternative zwischen dem reguldren Fall m = s = 0 und dem singuldren
Fallm > 1, s > 1, der im Folgenden betrachtet werden soll:

2. Da der Kern (I — T)~![{0}] ein topologisches Komplement in V besitzt, exi-
stiert der lineare stetige Projektor Q, € £(V:;V) von V auf (I — T)~'[{0}]. Sei
{v1,...,Um} C V eine Basis des Kerns (I — T)71[{0}]. Dann wird fiir jeden Index
k €{1,...,m} durch die Zuordnung

v=7 e € (I =T)'[{0}] — (hp,v) = o €K

ein lineares stetiges Funktional Ay : (I — T)7'[{0}] — K definiert. Bildet man fiir
jedes k € {1,...,m} die Verkettung fx = h; O, € V* = £(V;K), dann erhilt man

Qwu =Y 4 (he, Qru)vg =Y p (fe, u)ve furalleu e V
sowie wegen {vy,...,v,} C (I — T)7![{0}] auch
(fg,vk) = (/’l@, Q1Uk> = (hg,vk) = (Skg fiir alle k,Z € {1,...,m}.

Ist {g1....,gs} C V* eine Basis des Kerns (/* — T*)"![{0}], dann findet man
auflerdem gemal3 Aufgabe 10.2 ein System {uq,...,us} C V, so daB

(ge,ux) = 0p¢ furallek, £ € {1,...,s}.
3. Man definiert die Abbildung 7y € K (V; V) durch die Vorschrift
Tou =Tu + me{s Mo uug firu eV,

wobei sich diese Abbildung von T" € K (V; V) nur durch einen Summanden mit end-
lichdimensionalem Bildraum unterscheidet. Nach dem Satz von Schauder folgt dann
auch die Vollstetigkeit des adjungierten Operators 7 € K (V*; V™).



Dafiiralleu € V und f € V* die Identitit

(f Tou) = (£ Tu) + 70" frou)(foue) = (T* fou) + 700" (foue) (oo )
gilt, hat der adjungierte Operator 75 € K (V*; V'*) die Gestalt

Tef =T f+ X0 (fu) fp furalle f € V*,

Beide Fredholm-Operatoren I — Tp € £(V;V) und I* — Ty € £(V*;V*) haben
nach dem Satz von Riesz den Index Null. Um einzusehen, daB3 m = s gilt, wird von
der Tatsache Gebrauch gemacht, daf3 ein Fredholm-Operator vom Index Null genau
dann injektiv ist, wenn er surjektiv ist:

4. Angenommen, es wiirde m < s gelten. Dann bekdme man aufgrund der Defini-
tion von T, in Schritt 3 fiir ein beliebig fixiertes v € (I — Ty)~![{0}] stets

0 = (gk, (I — To)v) = (gk, (I = T)v) — >y { fe. v){gk. ue)

= ((I" = T*)gr,v) — > p—i { fo. v){gk- ue)

fir alle k € {1,...,s}. Da (I* — T*)gx = 0 sowie (gx,uy) = ¢ flr alle k, £ €
{1,...,s} aufgrund von Schritt 2 gilt, erhielte man ( fx,v) = Oflrallek € {1,...,m},
also v = Tov = Tv und somit v € (I — T)"1[{0}].

Da {v,...,v,,} C V eine Basis des Kerns (I — T)~![{0}] ist, gibe es Koordinaten
A1y, € Kmitv = YL, agve. Wegen ( fi, ve) = S firalle k, £ € {1,...,m}
ergibe sich somit

0= {(fr,v) ZZ Lo fe,ve) = flrallek € {1,...,m},

also v = 0. Damit wire der Operator I — Ty € £(V; V) injektiv, also auch surjektiv.
Deshalb miiite es wegen m < s einu € V mit (I — To)u = u,,+1 geben, woraus sich

(&m+1-Um1) = (Gm1, (I — To)u) = (gm+1, (I — THu) — > p— { fo. u) (gm+1. ue)
= ((I* - T*)gm-i—lv M) - Z?:1<f£, u)(gm+1, Me) =0

wegen (I* — T*)gm+1 = 0und (gm+1,ue) = 0 fir alle £ € {1,...,m} hinsichtlich
Schritt 2 ergeben wiirde, was aber (g,,+1, Um+1) = 1 widerspriache. Somit ist die An-
nahme m < s unhaltbar, und es gilt stattdessen s < m.

5. Angenommen, es wiirde s < m gelten. Dann erhielte man wegen der Darstellung
von T in Schritt 3 fiir ein willkiirlich vorgegebenes 1 € (I* — Ty)~'[{0}] stets

0= ((I" = Th,ve) = ((I™ = T, vi) — 3y (b, ue) ( fe, vie)
= (h, (I = T)vie) = gy (houe) { fo, vie)

fur alle k € {1,...,m}. Da (I — T)vy = 0 sowie (fy,vr) = O fir alle k, £ €
{1,...,m}aufgrund von Schritt 2 gilt, bekdme man (h, ux) = Ofiirallek € {1,...,s},
alsoh = TS 'h = T*h und damit h € (I* — T*)7'[{0}].
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Da{g;,...,gs} C V eine Basis des Kerns (1 *—T*)"![{0}] ist, giibe es Koordinaten
Bi,....Bs € Kmith = Y ,_, Bege. Wegen (g, ug) = Sk fur alle k, £ € {1,...,s}
erhielte man demnach

0= (houg) = 33_, Belge.ux) = B furallek € {1,....s},

also h = 0. Damit wire der Operator I* — Ty € L(V*; V™) injektiv, also auch
surjektiv. Deswegen konnte man wegen s < mein f € V*mit (I* —T3) f = fo+1
finden, woraus sich die Beziehung

(fs+1, Vs41) = ((1* - To*)ﬁ Vst1) = ((1* - T*)ﬂ Vst1) — Zizl(f, ue)( fe, vsr1)

=(fi(I =T)vs41) — ZZ=1<fa ue){fe,vs+1) =0

wegen (I — T)vs+; = 0und (fy, vs4q) = O fiir alle £ € {1,...,s} im Hinblick auf
Schritt 2 ergeben wiirde, was aber ( f;+1, Vs4+1) = 1 widerspriche. Somit war die An-
nahme s < m falsch, es gilt also m < s, woraus mit Schritt 4 schlieBlich m = s fiir
den singuldren Fall m > 1, s > 1 folgt.

6. Die Aussagen des Satzes tiber die exklusive Fredholm-Alternative zur Losbarkeit
der primalen und dualen Gleichungen erhilt man durch die direkte Ubertragung der
Ergebnisse des Satzes von Riesz iiber den Fredholm-Index und des Dualitdtssatzes
von Schauder. OJ



