Vorlesung 28
Spektrum vollstetiger Operatoren

Resolventenmenge und Spektrum. Sei (V, | ||y) ein Banach-Raum tliber C und
T € £(V; V) ein linearer stetiger Operator.
1. Man definiert die Resolventenmenge p(T) C C der regularen Werte von 7" durch

p(T) = {2 eC: (I =T)[{0}] = {0}, A =D)[V] =V}

und das Spektrum o(T) = C \ p(T) als Menge der singuldren Werte von 7.
2. Fiir jedes A € p(T) definiert man die Resolvente T, = (Al —T)™! € £(V; V).
3. Die Resolventenmenge p(7') ist offen und das Spektrum o (7") kompakt in C.
4. Die Menge {)L eC:|Al > ||T||} ist stets Teilmenge der Resolventenmenge p(7').
Das Spektrum o (7T) ist im Kreis {1 € C : [A| < ||T||} enthalten.

Beweis. 1. Fir jeden regularen Parameterwert A € p(T) ist Al —T € £(V; V) bijektiv
und somit nach dem Inversensatz von Banach ein Isomorphismus von V auf V. Nach
dem Storungssatz fiir Isomorphismen ist fiir alle u € C mit

= ANAI =T)" M = (u] =T) = AL =D)AL =T)7'| < 1

auch ul — T € £(V; V) ein Isomorphismus von V auf V, also u € p(T) und somit
p(T) eine offene Teilmenge von C.

2. Die Menge {A € C : |A| > ||T||} ist Teilmenge von p(T), da Al — T € £(V;V)
fiir [A| > || T|| nach dem Storungssatz ein Isomorphismus von V auf V ist. O

Eigenwerte und Eigenraume. Sei (V,| |v) ein Banach-Raum iiber C sowie des-
weiteren 7 € £(V; V) ein linearer stetiger Operator.

1. Man nennt einen singuldren Wert A € o(T') Eigenwert von T, wenn der zugeho-
rige Kern (AI — T))~![{0}] ein linearer Teilraum von V positiver Dimension ist.

2. In diesem Falle wird der Kern (A — T)~![{0}] C V als der zum Eigenwert
A € o(T) zugehorige Eigenraum bezeichnet.

Potenzreihenentwicklung der Resolvente. Ist (V.|| |y) ein Banach-Raum iiber C
und 7 € L(V;V) ein linearer stetiger Operator, dann wird durch die Zuordnung
A€ p(T) — T, € £(V; V) eine analytische operatorwertige Funktion definiert:

Fir alle A € p(T) und u € C mit |u — A|||Tx|| < 1 konvergiert die Potenzreihe
{Zlgzo(u — DT, L in (V). || ) gegen die Resolvente

Ty =Y 00— NTF e 2V V),

das heiBt, es gilt { € C : |u — A||T2| < 1} C p(T).
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Beweis. 1. Sei A € p(T) vorgegeben. Da die Resolvente 7), € £(V;V) ein linearer
stetiger Operator ist, konvergiert die Neumann-Reihe {Zle;o(ﬂ — )L)ZTf} ren fur alle
€ Cmit |u— AT < 1im Raum (L£(V;V),| ||) gegen den Operator

(I —(=MT)™" = XZo(n—W'Tf € L3 V).

2.Aus ul — T = (Al —T)(I — (u— A)T)) folgt wegen der Invertierbarkeit von
AM—-T e £(V;V)und I —(u—A)T) € £(V; V) fiir u € Cmit |u—A|||Ty| < 1 auch
die Invertierbarkeit von ul — T € £(V; V) und somit u € p(T). Die Gleichung

(Wl —T) =T - (p—NT)'A -T)™!
liefert demnach
Tp=— (=TT =350k — VT e (V5 V)

fir jedes © € C mit |u — A|||Tx|| < 1 wegen Schritt 1, das heiBt, die durch die Zu-
ordnung A € p(T) — T, € £(V;V) definierte Funktion kann fiir jedes A € p(T)
in der Umgebung {u € C : | — A|||T2]| < 1} C p(T) in eine absolut konvergente
Potenzreihe mit Werten im Banach-Raum (£(V; V), | ||) entwickelt werden. 0J

Spektralradius als Konvergenzradius. Sei (V, | |y)ein Banach-Raum tiber C und
T € £(V; V) ein linearer stetiger Operator. Dann gilt fiir den Spektralradius von T

SUPjeq(T) |A] = limg o0 ”Te”l/z-

Beweis. 1. Erfiillt A € C die Bedingung |[A| > ||T||, dannist Al — T € £(V;V) ein
Isomorphismus von V auf V, das heif3t, es gilt A € p(T'). Daraus ergibt sich offenbar
die Relation |A| < ||T|| fir alle A € o(T).

2. Da fiir jedes A € C und m € N die Identitit

AT —T™ = (A —T) Yy Ami=trt = S am=1=br (A — T)
gilt, folgt aus A € o(T) stets A" € o(T™) sowie |A™| < |T™| nach Schritt 1, also
Al < ||IT™|Y™ < |T|| firalleA e€o(T),meN

und somit Sup, ¢,y [A| < liminfy, o0 |T™|Y™ < ||T].

3. Nach dem Satz tliber die Potenzreihenentwicklung der Resolvente ist die durch
die Zuordnung A € p(T) — T, € £(V; V) definierte operatorwertige Funktion ana-
Iytisch auf p(T), insbesondere auf {u € C : |u| > p} fiir Radien p > sup;c,r) [Al-
Ist S(r) = {u € C : |u| = r} die Kreislinie mit dem Radius r > 0, dann liefert der
Integralsatz von Cauchy fiir jedes m € N

L fsp A" Tadd = 55 [,y A" TadA fiiralle r > p > supjcqr) 1Al

2mi 2mi
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Sei r > ||T| fixiert. Die Neumann-Reihe {Zle;o )L_ZT(} ren Konvergiert dann fir
jedes A € S(r) absolut in £(V; V) gegen den Grenzwert

(I —A7'T) P =32 AT e £(V; V),

und damit auch die Potenzreihe {Y _o A~¢"17¢) e fUr jedes A € S(r) absolut in
£(V; V) gegen die Resolvente

Th=AI—T) ' =271 - 27'T) ' =2, A T e £V V).
Somit ergibt sich fiir jedes m € Ny und p € R mit r > p > sup, ¢, (1) |A| die Identitit

1 fS(p) Am TA dl = ﬁ fS(r) Z;‘;O Am—e—l TZ da

2mi
o) _ 27 i (m— e’} —
_ 21 Z( O’,m 6/0 el(m 1) d(D T€ _ 2 :K Orm ﬁg ZTK — Tm,

also
”Tm” = % ”fS(p) A,mTA dA,H < ,Om+1 Sup)tes(p) ||TA||
Daraus folgt fir alle m € N und p € R mit r > p > sup, ¢, (1) |A| die Beziehung

1/ . .
IT™ Y™ < (psupsesy ITall) "™ p und somit limsup,, . [|T™]Y™ < p,

1/m

das heiBt, lim sup,,_, o, || 77|l < SUp; et Al OJ

Spektralsatz von Riesz-Schauder iiber vollstetige Operatoren. Ist (V.| |y) ein
Banach-Raum iiber C und T € K (V; V) ein vollstetiger Operator, dann gilt:

1. Jeder singuldre Wert A € o(T') \ {0} ist ein Eigenwert von T .

2. Fiir jeden Radius p > 0ist {x € o(T) : || > p} eine endliche Menge.

3.Fir A € o(T)und u € o(T*) mit A # u sowie v € (A — T)7![{0}] und
g € (uI* — T*)"1[{0}] gilt stets (g, v) = 0.

Beweis. 1. Fir A € o(T) \ {0} ist Al — T € £(V;V) nach dem Satz von Riesz
ein Fredholm-Operator vom Index Null, dessen Kern (A — T)~![{0}] eine positive
endliche Dimension hat. Somitist A € (7)) \ {0} ein Eigenwert von T .

2. Angenommen, es gibe einen Radius p > 0, so dal3 in {,u eC:|ul> ,o} eine un-
endliche Menge von singuldren Werten A € o(7T') enthalten wire. Dann konnte man
eine unendliche Folge {A }ren C o(T) paarweise verschiedener singuldrer Werte mit
|[Ax| > p sowie eine Folge {vi}ren C V zugehoriger Eigenvektoren mit Tvy = A vg
und vg # 0 fiir alle k € N auswéhlen.

Es soll induktiv gezeigt werden, dal3 die Eigenvektoren vq,...,vx € V fir jedes
k € N linear unabhédngig wiren. Offenbar trife dies als Induktionsanfang fiir k = 1
zu. Wire die Induktionsvoraussetzung fiir k — 1 € N erfiillt und wiirde man dariiber-
hinaus annehmen, dall es «q,...,0x—; € C mit vy = Z’E;i v gibe, dann bekdme
man wegen Tvy = Agvg fiir alle £ € N zunichst

0= Tvk — v = Yp—y 0e(Tvg — Akve) = Yy_t ae(Ae — A)ve.
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Man erhielte oy (¢ —Ag) = Ofliralle £ € {1,...,k—1} wegen der induktiven Voraus-
setzung der linearen Unabhingigkeit von vq,...,vx—; € V und damit auch oy = 0
furalle £ € {1,...,k — 1} wegen Ay # Ax, was aber vy # 0 widersprache. Demnach
ware die zwischenzeitliche Annahme unhaltbar und die Induktionsbehauptung der
linearen Unabhéingigkeit von vy, ..., v € V richtig.

Somit kdnnte man eine aufsteigende Folge linearer Teilrdume Vi = lin{vy, ... vg}
von V bilden Da fiir jedes k € N, k > 2 die Beziechungen Vy_; C Vi, Vi—1 # Vi sowie
wegen (Ax I —T)vg = 0auch (Ax I —T)[Vi] C Vi—1 gelten wiirden, kdnnte man durch
Anwendung des Hilfssatzes von Riesz auf die Operatoren iT e L(V; V) eine Folge
{urtren C V finden, so daBB ug € Vi, uxp # Vi—1 sowie |ug|ly = 1 und

IT(3) -T(%)|, =5 firalleve Vioyundk € N,k >2

und somit wegen V;_; C V% auch

|T(%) ~T(%)|, =4 firallek e N,k>2und€e{l.....k -1}

gelten wiirde. Die Bildfolge {7 (3%)}, . hétte im Widerspruch zur Beschrénktheit
der Folge {K—Z} ren IV und der Vollstetigkeit von 7' € K (V; V) keinen Héufungs-
punkt in V. Somit ist die urspriingliche Annahme unhaltbar, das heilt, es liegen
hochstens endlich viele singulare Werte A € o(T) in {z € C : |u| > p}.

3. FirAeo(T)und u € o(T*) mit A # pusowiev € VmitTv =Avund g € V*
mit T*g = ug folgt stets

pig.v) = (ug.v) = (T*g,v) = (g, Tv) = (g, Av) = A(g., v)

und somit (g, v) = 0 wegen A # u. O

Geometrische und algebraische Eigenrdume. Seien (V,| |y) ein Banach-Raum
iber C, T € KX (V;V) ein vollstetiger Operator sowie A € o(7T) \ {0} ein Eigenwert.
Ist r € N die Riesz-Zahl von %T € K (V;V), dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Der geometrische Eigenraum (Al — T)~'[{0}] ist ein linearer Teilraum des end-
lichdimensionalen algebraischen Eigenraums N = [(AI — T)"]"[{0}] C V.

2. Der Bildraum F = (Al — T)"[V] ist ein abgeschlossener linearer Teilraum des
abgeschlossenen Bildraums (A7 — T')[V] von V.

3. Esgilt (Al — T)[N] C N, und die Einschrinkung (Al — T)|F : F < F ist ein
Isomorphismus.

4. Die Riesz-Zerlegung in die Summe V = F + N ist topologisch direkt,

5. Die Projektoren P € £(V;V) von V auf F sowie Q € £(V;V) von V auf N
liefern eine Zerlegung T = A + B in vollstetige Summanden A = TP € K(V;V)
sowie B=TQ € X(V;V)mit A[V] C F und B[V] C N.

6. Der Operator Al — A : V < V ist ein [somorphismus.
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Beweis. 1. Die ersten vier Aussagen sind eine direkte Anwendung des Satzes von
Riesz iiber Fredholm-Operatoren vom Index Null auf den Operator %T e K(V;V).
2. Die Projektoren P € £(V;V) von V auf F sowie Q € £(V;V) von V auf N
gestatten eine Zerlegung T = A + B in vollstetige Summanden A = TP € K(V;V)
sowie B =TQ € K(V;V),dadie Summe V = F + N ist topologisch direkt ist.
Die Darstellung A = TP = AP — (Al — T) P liefert aufgrund von P[V] = F und
(Al — T)[F] = F in der Tat A[V] C F. Genauso folgt aus B = A0 — (A —T)Q
wegen Q[V] = N und (Al —T)[N] C N auch B[V] C N.
3.Da A € K (V;V)nach Schritt 2 vollstetig und somit Al —A4 € £(V; V) nach dem
Satz von Riesz ein Fredholm-Operator vom Index Null ist, genligt es, die Injektivitit
von Al — A zu zeigen, um einzusehen, daB A/ — A : V < V ein Isomorphismus ist:
Sei v € V mit (A — A)v = 0 vorgegeben. Die Zerlegung v = Pv + Qv liefert

0=WAI—-Aw=APv+AQv—TPv= (Al —T)Pv+ AQv.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in die topologisch direkte Summe V = F+ N
ergibt sich aus Pv € F, (Al — T)[F] = F sowie Qv € N sowohl Qv = 0 als auch
(Al —=T)Pv=0.Da (A —T)|F : F < F ein Isomorphismus ist, folgt daraus auch
Pv = 0. Mit Qv = 0 ergibt sich schlieBlich v = 0, das heil3t, A/ — A ist injektiv. [



