
Vorlesung 29

Hilbert-Räume

Unitäre Räume. Ein Paar .V; . j // heißt unitärer Raum, wenn auf einem linearen
Raum V über K 2 fR;Cg ein Skalarprodukt .u; v/ 2 V � V 7! .ujv/ 2 K definiert
ist, das heißt, für alle u, v, w 2 V und ˛, � 2 K folgende Bedingungen erfüllt sind:

1. Positivität: Es gilt .uju/ � 0 sowie genau dann .uju/ D 0, wenn u D 0 ist.
2. Symmetrie: Es gilt .ujv/ D .vju/.
3. Linearität: Es gilt .uj˛v C �w/ D ˛.ujv/C �.ujw/.
4. Konjugierte Linearität: Es gilt .˛uC �vjw/ D ˛.ujw/C �.vjw/.

Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Ist .V; . j // ein unitärer Raum über K, dann gilt
die Ungleichung j.ujv/j2 � .uju/.vjv/ für alle u, v 2 V .

Beweis. Für alle u, v 2 V und ˛ 2 K gilt

0 � .uC ˛vjuC ˛v/ D .uju/C ˛.vju/C ˛.ujv/C ˛˛.vjv/

Im Falle v ¤ 0 wählt man ˛ D � .vju/

.vjv/
2 K und damit ˛ D � .ujv/

.vjv/
2 K. Man erhält

0 � .uju/ � .ujv/.vju/

.vjv/
�

.ujv/.vju/

.vjv/
C

.ujv/.vju/

.vjv/

und demnach j.ujv/j2 � .uju/.vjv/ für alle u, v 2 V . �

Hilbert-Räume. Sei .V; . j // ein unitärer Raum über K.
1. Dann wird durch die Definition u 2 V 7! kukV D

p
.uju/ 2 R der Norm ein

linearer normierter Raum .V; k kV / erzeugt.
2. Das Skalarprodukt .u; v/ 2 V � V 7! .ujv/ 2 K ist eine stetige Abbildung.
3. Ein vollständiger unitärer Raum .V; . j // über K wird Hilbert-Raum genannt.

Beweis. 1. Für alle u 2 V gilt kukV D
p
.uju/ � 0 und genau dann kukV D 0, wenn

.uju/ D 0, also u D 0 gilt. Desweiteren gilt für alle u 2 V und ˛ 2 K stets

k˛ukV D
p
.˛uj˛u/ D

p
j˛j2.uju/ D j˛jkukV :

Ferner ergibt sich für alle u, v 2 V die Dreiecksungleichung aus

kuC vk2
V D .uC vjuC v/ D .uju/C .ujv/C .vju/C .vjv/

� kuk2
V C 2kukV kvkV C kvk

2
V D .kukV C kvkV /

2:

2. Sind fukgk2N � V und fvkgk2N � V zwei Folgen, die in V gegen die Grenzwerte
u 2 V bzw. v 2 V konvergieren, dann ergibt sich aus der Abschätzung

j.ukjvk/ � .ujv/j � j.uk � ujvk � v/j C j.ujvk � v/j C j.uk � ujv/j

� kuk � ukV kvk � vkV C kukV kvk � vkV C kuk � ukV kvkV

für alle k 2 N die Stetigkeit limk!1 j.ukjvk/ � .ujv/j D 0. �
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Orthogonalität. Sei .V; . j // ein unitärer Raum über K.
1. Man nennt die Vektoren u 2 V und v 2 V orthogonal, wenn .ujv/ D 0 gilt.
2. Für jeden linearen Teilraum U � V definiert man den zu U orthogonalen Teil-

raum als abgeschlossenen linearen Teilraum

U? D
˚
v 2 V W .ujv/ D 0 für alle u 2 U

	
� V:

Orthogonale Projektion. Ist .V; . j // ein unitärer Raum über K und U ein voll-
ständiger linearer Teilraum von V , dann gelten die folgenden Aussagen

1. Zu jedem v 2 V gibt es genau ein u D PUv 2 U mit ku�vkV D infw2U kw�vkV .
2. Für jedes v 2 V gibt es genau ein w 2 U mit v � w 2 U?, wobei w D PUv gilt.
3. Der durch die Zuordnung v 2 V 7! PUv 2 U definierte OperatorPU 2 L.V IV /

wird orthogonaler Projektor von V auf U genannt.
4. Der Kern P �1

U Œf0g� � V ist der zu U orthogonale lineare Teilraum U? von V .
5. Die Summe V D U C U? ist topologisch direkt.
6. Der lineare Teilraum U ist der zu U? orthogonale Teilraum von V .

Beweis. 1. Sei v 2 V beliebig fixiert und ı D infw2U kw � vkV . Man wählt eine Folge
fukgk2N � U mit limk!1 kuk � vkV D ı. Um einzusehen, daß fukgk2N � U eine
Cauchy-Folge ist, liefert die Parallelogramm-Identität zunächst

kuk � u`k
2
V D 2

�
kuk � vk

2
V C ku` � vk

2
V

�
� 4kv � 1

2
.uk C u`/k

2
V

für alle k, ` 2 N. Wird " > 0 beliebig vorgegeben, dann findet man einen Index
k0 2 N mit kuk�vk

2
V � ı

2C" für alle k 2 N, k � k0. Da außerdem für alle k, ` 2 N

stets 1
2
.ukCu`/ 2 U und somit kv� 1

2
.ukCu`/k

2
V � ı

2 gilt, liefert die Parallelogramm-
Identität kuk�u`k

2
V � 4" für alle k, ` 2 N mit k, ` � k0. Damit ist fukgk2N � U eine

Cauchy-Folge im vollständigen linearen Teilraum .U; k kV / und konvergiert somit
gegen einen Grenzwert u 2 U , für den ku � vkV D ı D infw2U kw � vkV gilt.

Ist Qu 2 U ein weiterer Vektor, der die Minimaleigenschaft k Qu � vkV D ı besitzt,
dann liefert erneut die Parallelogramm-Identität

ku � Quk2
V D 2

�
ku � vk2

V C k Qu � vk
2
V

�
� 4kv � 1

2
.uC Qu/k2

V :

Da ku�vk2
V D k Qu�vk

2
V D ı

2 gilt und wegen 1
2
.uC Qu/ 2 U auch kv� 1

2
.uC Qu/k2

V � ı
2,

ergibt sich daraus ku � Quk2
V � 0, also Qu D u, und somit die eindeutige Existenz des

Minimalelements u 2 U mit ku � vkV D infw2U kw � vkV .
2. Für alle w 2 U , w ¤ 0 sowie für jedes ˛ 2 R, ˛ ¤ 0 liefert Schritt 1

ı2 < kv � .uC ˛w/k2
V D kv � uk

2
V � ˛.v � ujw/ � ˛.wjv � u/C ˛

2
kwk2

V :

und somit wegen kv � uk2
V D ı

2 auch

2˛Re .u � vjw/C ˛2
kwk2

V > 0 für alle w 2 U , w ¤ 0 und ˛ 2 R, ˛ ¤ 0:
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Angenommen, es würde Re .u � vjw/ ¤ 0 für ein w 2 U , w ¤ 0 gelten. Wählte
man ˛ 2 R, ˛ ¤ 0 mit Re .u � vjw/ D �˛kwk2

V , so ergäbe sich der Widerspruch
�2˛2kwk2

V C ˛
2kwk2

V > 0. Daraus folgt Re .u � vjw/ D 0 für alle w 2 U .
Im Falle K D C erhält man aus der letzten Ungleichung für w D iz ebenso

�2˛ Im .u � vjz/C ˛2
kzk2

V > 0 für alle z 2 U , z ¤ 0 und ˛ 2 R, ˛ ¤ 0:

Angenommen, es würde Im .u � vjz/ ¤ 0 für ein z 2 U , z ¤ 0 zutreffen. Wählte
man ˛ 2 R, ˛ ¤ 0 mit Im .u � vjz/ D ˛kzk2

V , so erhielte man den Widerspruch
�2˛2kzk2

V C ˛
2kzk2

V > 0. Daraus folgt Im .u � vjz/ D 0 für alle z 2 U und somit
insgesamt in jedem Falle .u � vjw/ D 0 für jedes w 2 U , also u � v 2 U?.

Ist Qu 2 U ein weiterer Vektor mir Qu� v 2 U?, dann gilt für jedes w 2 U nach dem
Satz von Pythagoras kv � . QuC w/k2

V D kv � Quk
2
V C kwk

2
V � kv � Quk

2
V und damit

kv � Quk2
V � inf

w2U
kv � . QuC w/k2

V D inf
w2U
kv � wk2

V D kv � uk
2
V

nach Schritt 1. Da u 2 U durch die Minimaleigenschaft infw2U kv�wk
2
V D kv�uk

2
V

eindeutig bestimmt ist, folgt daraus Qu D u.
3. Die Charakterisierung von PUv 2 U durch die Orthogonalität v � PUv 2 U

?

zeigt, daß PU W V ! V ein linearer Operator ist: Für alle v, w 2 V und ˛, � 2 K

gilt v � PUv 2 U
? und w � PUw 2 U

?, also .˛v C �w/ � .˛PUv C �PUw/ 2 U
?.

Da außerdem auch .˛v C �w/ � PU .˛v C �w/ 2 U
? gilt, ergibt sich die Linearität

PU .˛v C �w/ D ˛PUv C �PUw aus Schritt 2. Desweiteren gilt für alle v 2 V wegen
PUv 2 U und v � PUv 2 U

? nach dem Satz von Pythagoras

kvk2
V D kPUvk

2
V C kv � PUvk

2
V � kPUvk

2
V ;

das heißt, PU 2 L.V IV / ist ein linearer stetiger Operator.
4. Da für alle v 2 V nach Schritt 2 stets v � PUv 2 U

? gilt, erhält man v 2 U?

für alle v 2 P �1
U Œf0g�, also P �1

U Œf0g� � U?. Gilt umgekehrt v 2 U?, dann folgt aus
v � PUv 2 U

? auch PUv 2 U
? und somit .PUvjPUv/ D 0 wegen PUv 2 U . Daraus

ergibt sich PUv D 0, also v 2 P �1
U Œf0g� und somit schließlich P �1

U Œf0g� D U?.
5. Da man jedes v 2 V in v D PUv C .v � PUv/ mit PUv 2 U und v � PUv 2 U

?

zerlegen kann, gilt V D U C U?. Da sich für jedes v 2 U \ U? nach Definition
.vjv/ D 0 und somit v D 0 ergibt, ist die Summe V D U C U? algebraisch direkt.
Die Stetigkeit des Projektors PU 2 L.V IV / von V auf U liefert auch die Stetigkeit
des Projektors I �PU 2 L.V IV / von V auf U?, das heißt, die Summe V D U CU?

ist topologisch direkt.
6. Gilt v 2 U??, so folgt aus v � PUv 2 U

? zunächst .vjv � PUv/ D 0 und wegen
PUv 2 U auch .v�PUvjPUv/ D 0, also insgesamt .v�PUvjv�PUv/ D 0, das heißt,
v D PUv 2 U und somit U?? � U . Umgekehrt folgt aus v 2 U stets .wjv/ D 0 für
alle w 2 U?, also auch v 2 U?? und somit schließlich U?? D U . �
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Darstellungssatz von Riesz. 1. Sei .V; . j // ein unitärer Raum über K. Setzt man

hDu; vi D .ujv/ für v 2 V ;

so wird für jedes u 2 V ein Funktional Du 2 V � D L.V IK/ mit der Eigenschaft

kDukV � D kukV für alle u 2 V

definiert. Die Dualitätsabbildung D W V ! V � ist eine konjugiert-lineare Isometrie.
2. Ist .V; . j // ein Hilbert-Raum über K, dann gibt es zu jedem f 2 V � genau ein

u 2 V mit Du D f . Die Dualitätsabbildung D W V $ V � ist ein konjugiert-linearer
isometrischer Homöomorphismus, und es gilt

kD�1f kV D kf kV � für alle f 2 V �:

Die inverse Abbildung D�1 W V � $ V wird als Riesz-Abbildung bezeichnet.

Beweis. 1. Wegen der Linearität der Zuordnung v 2 V 7! hDu; vi D .ujv/ 2 K und
der Abschätzung jhDu; vij D j.ujv/j � kukV kvkV für alle v 2 V gilt Du 2 V � sowie
kDukV � � kukV für jedes u 2 V . Für u 2 V , u ¤ 0 und v D u

kukV
folgt

kuk D .ujv/ D hDu; vi � kDukV � � kukV

und somit kDukV � D kukV für alle u 2 V . Da für alle u, v, w 2 V und ˛, � 2 K

hD.˛uC �w/; vi D .˛uC �wjv/ D ˛.ujv/C �.wjv/ D h˛DuC �Dw; vi

gilt, ergibt sich die konjugierte Linearität von D W V ! V �.
2. Sei jetzt .V; . j // ein Hilbert-Raum über K. Offenbar gilt Du D 0 für u D 0.

Außerdem folgt aus u 2 V mit kDukV � D 0 wegen kDukV � D kukV stets u D 0.
Sei ein Funktional f 2 V �, f ¤ 0 beliebig vorgegeben. Dann ist U D f �1Œf0g�

eine abgeschlossene Hyperebene und somit ein vollständiger linearer Teilraum des
Hilbert-Raums V mit codimU D 1. Damit ist das topologische Komplement U?

von U in V ein linearer Teilraum von V mit dimU? D 1. Wird w 2 U? mit w ¤ 0

gewählt, dann gilt .wjv/ D 0 für alle v 2 U . Somit wird durch g D Dw 2 V � ein
Funktional mit g�1Œf0g� D U definiert. Da sich die beiden Funktionale f , g 2 V �

wegen f �1Œf0g� D g�1Œf0g� D U nur durch einen skalaren Faktor unterscheiden
können, existiert ein ˛ 2 K, ˛ ¤ 0 mit f D ˛g D ˛Dw D D.˛w/. Daraus folgt
Du D f mit u D ˛w 2 V , u ¤ 0, das heißt, D W V ! V � ist surjektiv.

Ist Qu 2 V ein weiterer Vektor mit D Qu D f , so ergibt sich

0 D hDu �D Qu; u � Qui D hD.u � Qu/; u � Qui D .u � Quju � Qu/;

also Qu D u. Damit ist D W V ! V � auch injektiv. Da somit kD�1f kV D kf kV � für
alle f 2 V � nach Schritt 1 gilt, ist D W V $ V � ein Homöomorphismus. �
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Reflexivität von Hilbert-Räumen. Jeder Hilbert-Raum .V; . j // über K ist reflexiv.

Beweis. Sei D W V $ V � die Dualitätsabbildung von V . Um zu zeigen, daß die
natürliche Einbettung J 2 L.V IV ��/ von V in den bidualen Raum V �� surjektiv ist,
sei h 2 V �� beliebig vorgegeben. Dann wird durch

hf; ui D hh;Dui für u 2 V

ein lineares stetiges Funktional f 2 V � definiert.
Setzt man v D D�1f 2 V , dann gilt Dv D f und somit

hh;Dui D hf; ui D hDv; ui D .vju/ D .ujv/ D hDu; vi für alle u 2 V :

Wegen der Bijektivität der Dualitätsabbildung D W V $ V � folgt aus der Definition
der natürlichen Einbettung J 2 L.V IV ��/ schließlich Jv D h und somit deren
Surjektivität, das heißt, die Reflexivität des Hilbert-Raums .V; . j //. �


