Vorlesung 29
Hilbert-Raume

Unitdare Raume. Ein Paar (V, (| )) heiBt unitdrer Raum, wenn auf einem linearen
Raum V iiber K € {R, C} ein Skalarprodukt (u,v) € V x V + (u|v) € K definiert
ist, das heiBt, fiir alle u, v, w € V und «, ¥ € K folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Positivitdt: Es gilt (u|u) > 0 sowie genau dann (u|u) = 0, wenn u = 0 ist.

2. Symmetrie: Es gilt (u|v) = (v|u).

3. Linearitit: Es gilt (u|av + kw) = a(u|v) + k(u|w).

4. Konjugierte Linearitit: Es gilt («u + kv|w) = a(u|w) + k(v|w).
Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Ist (V,( | )) ein unitdrer Raum iiber K, dann gilt
die Ungleichung |(u|v)|?> < (u|u)(v|v) fir alleu, v € V.

Beweis. Firalleu,v € V und « € K gilt
0<(u+aviu+av) = (ulu) +aolu) + a(ulv) + ca(v|v)
W) ¢ K und damit @ = —¥Y ¢ K. Man erhilt
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und demnach |(u|v)|? < (u|u)(v|v) fir alleu, v € V. O

Im Falle v # 0 wiahlt man o =

Hilbert-Raume. Sei (V, (| )) ein unitidrer Raum tiber K.

1. Dann wird durch die Definition u € V +— |ul|ly = +/(u|u) € R der Norm ein
linearer normierter Raum (V, || ||y) erzeugt.

2. Das Skalarprodukt (u,v) € V x V + (u|v) € K ist eine stetige Abbildung.

3. Ein vollstindiger unitirer Raum (V, ( | )) tiber K wird Hilbert-Raum genannt.

Beweis. 1. Furalleu € V gilt ||u||y = +/(#|u) > 0 und genau dann ||u|y = 0, wenn
(u|lu) = 0, also u = 0 gilt. Desweiteren gilt fiir alle u € VV und o € K stets

loeully = v(eulau) = Ve (ulu) = |e||uly.

Ferner ergibt sich fiir alle u, v € V die Dreiecksungleichung aus

e + vl = (u + vlu +v) = (ulu) + @) + V]u) + (v]v)
< ullyy + 2lulivlivily + 0I5 = Qully + [[v]v)*.

2.Sind {ug }xen C V und {vr}ren C V zwei Folgen, die in V' gegen die Grenzwerte
u € V bzw. v € V konvergieren, dann ergibt sich aus der Abschitzung

|(urlve) — (|v)| < [(ug —ulve —v)| + [(u]vr — V)| + [(ux —ulv)|
< lux —ullvllve = vllv + lullvlvc —vllv + lux —ulviviv

fiir alle k € N die Stetigkeit limg o0 |(ug|vr) — (u|v)| = 0. OJ
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Orthogonalitat. Sei (V, ( | )) ein unitdrer Raum iiber K.

1. Man nennt die Vektoren u € V und v € V orthogonal, wenn (u|v) = 0 gilt.

2. Fiir jeden linearen Teilraum U C V definiert man den zu U orthogonalen Teil-
raum als abgeschlossenen linearen Teilraum

Ut ={veV:(ulv)=0 firalltu e U} C V.

Orthogonale Projektion. Ist (V,( | )) ein unitirer Raum iiber K und U ein voll-
stindiger linearer Teilraum von V', dann gelten die folgenden Aussagen
1.Zujedemv € V gibtes genaueinu = Pyv € U mit |u—v||y = infyep |[lw—v]y.
2. Fiir jedes v € V gibt es genauein w € U mit v — w € UL, wobei w = Py gilt.
3. Der durch die Zuordnung v € V +— Pyv € U definierte Operator Py € £(V; V)
wird orthogonaler Projektor von V auf U genannt.
4. Der Kern P;'[{0}] C V ist der zu U orthogonale lineare Teilraum U Lvon V.
5. Die Summe V = U + U+ ist topologisch direkt.
6. Der lineare Teilraum U ist der zu U~ orthogonale Teilraum von V.

Beweis. 1. Seiv € V beliebig fixiert und § = infy, ey ||w — v||y. Man wihlt eine Folge
{urtren C U mit limg_ o |[ux — v||y = 8. Um einzusehen, daB {u;}reny C U eine
Cauchy-Folge ist, liefert die Parallelogramm-Identitit zunachst

lure —uelly = 2(lluk — vl + llue — vlIy) — 4llv — 3 (uie + uo)ll3,

fur alle £, £ € N. Wird ¢ > 0 beliebig vorgegeben, dann findet man einen Index
ko € N mit |ug —vl|3, < §*+efirallek € N,k > ko. Da auBerdem fir alle k, £ € N
stets 1 (ux+ug) € U und somit [|[v—3 (ug+ue)||3 > 82 gilt, liefert die Parallelogramm-
Identitat |lux —u¢||3 < 4efirallek, € Nmitk, £ > ko. Damit ist {ux jxen C U eine
Cauchy-Folge im vollstindigen linearen Teilraum (U, | |v) und konvergiert somit
gegen einen Grenzwert u € U, fiir den |[u — v||y = § = infyep |w — v|y gilt.

Ist # € U ein weiterer Vektor, der die Minimaleigenschaft ||t — v||y = § besitzt,
dann liefert erneut die Parallelogramm-Identitit

lu =l = 2(lu = vl + i = vli§) = 4lv = 3 + D

Da |u—vl|} = |li—v||3 = §? gilt und wegen 5 (u+1) € U auch |[v—3(u+u)|3 > §2,
ergibt sich daraus |lu — @[3, < 0, also # = u, und somit die eindeutige Existenz des
Minimalelements v € U mit |lu — v|y = infyev |Jw — v||y.

2. Furallew € U, w # 0 sowie fiir jedes o« € R, o # 0 liefert Schritt 1

82 < v — @ +aw)|ly = v —ull} —a( —ulw) —a(wl|v —u) + o*|lw||}.
und somit wegen ||v — u||? = §2 auch

20 Re (u —v|w) + a?|w]} >0 firallew e U, w #0undo € R, o # 0.
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Angenommen, es wiirde Re (u — v|w) # O fiirein w € U, w # 0 gelten. Wihlte
man « € R, @ # 0 mit Re (u — v|lw) = —al||w]||?>, so ergibe sich der Widerspruch
—202||wl3, + o?||w]||3, > 0. Daraus folgt Re (u — v|w) = 0 firallew € U.

Im Falle K = C erhéilt man aus der letzten Ungleichung fiir w = iz ebenso

—2aIm (u —v|z) + &?||z||} >0 firallez € U,z # Ounda € R, a0 # 0.

Angenommen, es wiirde Im (v — v|z) # O fiirein z € U, z # 0 zutreffen. Wihlte
mana € R, ¢ # 0 mit Im (u — v|z) = «al|z]?
—202|z||} + @?||z]l3, > 0. Daraus folgt Im (u — v|z) = O fiir alle z € U und somit
insgesamt in jedem Falle (u — v|w) = 0 fiir jedes w € U, alsou —v € U™,

Ist i € U ein weiterer Vektor mir ## — v € U+, dann gilt fiir jedes w € U nach dem

, so erhielte man den Widerspruch

Satz von Pythagoras |[v — (i + w) |3, = [[v —u|l3 + [|lw||} = [lv — ||} und damit
~2 -~ 2 2 2
v—ully < inf |lv— (U +w =inf|lv—wl|; =|v—u
o=l < inf o - @+ wly = inf o - wl = o - ul}
nach Schritt 1. Dau € U durch die Minimaleigenschaft infy,ey [[v—wl|} = [v—u|}

eindeutig bestimmt ist, folgt daraus v = u.

3. Die Charakterisierung von Pyv € U durch die Orthogonalitit v — Pyv € U+
zeigt, daBB Py : V' — V ein linearer Operator ist: Fiir alle v, w € V und o, ¥ € K
gilt v— Pyv € U+ und w — Pyw € U™, also (av + kw) — (ePyv + kPyw) € U™,
Da auBerdem auch (av 4+ kw) — Py(av + kw) € U+ gilt, ergibt sich die Linearitit
Py(av + kw) = aPyv + kPyw aus Schritt 2. Desweiteren gilt fiir alle v € V wegen
Pyv € U und v — Pyv € U~ nach dem Satz von Pythagoras

2 2 2 2
lvlly = lIPuvlly + lv = Puvlly = [ Puvly,

das heiBt, Py € £(V; V) ist ein linearer stetiger Operator.

4. Da fiir alle v € V nach Schritt 2 stets v — Pyv € U+ gilt, erhdlt man v € U+
fiir alle v € Py '[{0}], also P;'[{0}] C U*. Gilt umgekehrt v € U+, dann folgt aus
v — Pyv € U+ auch Pyv € UL und somit (Pyv|Pyv) = 0 wegen Pyv € U. Daraus
ergibt sich Pyv = 0, also v € P;'[{0}] und somit schlieBlich P;'[{0}] = U+.

5.Damanjedesv € Vinv = Pyv + (v— Pyv) mit Pyv € U undv — Pyv e U+
zerlegen kann, gilt V = U + U+. Da sich fiir jedes v € U N U+ nach Definition
(v|v) = 0 und somit v = 0 ergibt, ist die Summe V = U + U+ algebraisch direkt.
Die Stetigkeit des Projektors Py € £(V; V) von V auf U liefert auch die Stetigkeit
des Projektors I — Py € £(V; V) von V auf U+, das heif3t, die Summe V = U + U+
ist topologisch direkt.

6. Gilt v € U+, so folgt aus v — Pyv € UL zunichst (v|v — Pyv) = 0 und wegen
Pyv € U auch (v— Pyv|Pyv) = 0, also insgesamt (v — Pyv|v— Pyv) = 0, das heil3t,
v = Pyv € U und somit U+t C U. Umgekehrt folgt aus v € U stets (w|v) = O fiir
alle w € UL, also auch v € UL und somit schlieBlich UL+ = U. O
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Darstellungssatz von Riesz. 1. Sei (V, ( | )) ein unitdrer Raum iiber K. Setzt man
(Du,v) = (ulv) firveV,
so wird fiir jedes u € V ein Funktional Du € V* = £(V;K) mit der Eigenschaft

|Duly+ = |ully firalleu eV

definiert. Die Dualititsabbildung D : V — V* ist eine konjugiert-lineare Isometrie.

2. Ist (V, (| )) ein Hilbert-Raum iiber K, dann gibt es zu jedem f € V* genau ein
u € V mit PDu = f. Die Dualititsabbildung O : V < V* ist ein konjugiert-linearer
isometrischer Homdéomorphismus, und es gilt

1D~ fllv = I fllv firalle f € V*.
Die inverse Abbildung D! : V* < V wird als Riesz-Abbildung bezeichnet.

Beweis. 1. Wegen der Linearitdt der Zuordnung v € V +— (Du,v) = (u|v) € K und
der Abschitzung |(Du, v)| = |(u|v)| < ||lu|lv||v]y firalle v € V gilt Du € V* sowie
|Du||y= < ||u|ly fur jedesu € V. Fliru € V,u # 0und v = —— folgt

llaelly
[ull = (u[v) = (Du, v) < [Dully- < [Julv
und somit | Dul|y+ = ||u||y furalleu € V. Dafiralleu, v, w € Vund o,k € K

(D(oau + kw),v) = (cu + kw|v) = a(u|v) + k(w|v) = (@Du + kDw, v)

gilt, ergibt sich die konjugierte Linearitit von D : V — V*.

2. Sei jetzt (V, (| )) ein Hilbert-Raum iiber K. Offenbar gilt Hu = 0 fiir u = 0.
AuBerdem folgt aus u € V mit ||Dul|y+ = 0 wegen || Du|y= = ||ul|y stetsu = 0.

Sei ein Funktional f € V*, f # 0 beliebig vorgegeben. Dann ist U = f~1[{0}]
eine abgeschlossene Hyperebene und somit ein vollstindiger linearer Teilraum des
Hilbert-Raums V mit codimU = 1. Damit ist das topologische Komplement U+
von U in V ein linearer Teilraum von V mit dim U+ = 1. Wird w € U+ mit w # 0
gewahlt, dann gilt (w|v) = O fir alle v € U. Somit wird durch g = Dw € V* ein
Funktional mit g7![{0}] = U definiert. Da sich die beiden Funktionale f, g € V*
wegen f1[{0}] = g '[{0}] = U nur durch einen skalaren Faktor unterscheiden
konnen, existiert ein ¢ € K, ¢ # O mit f = ag = aDw = D(xw). Daraus folgt
Du = fmitu =aw € V,u # 0, das heiBt, D : V — V* ist surjektiv.

Ist 4 € V ein weiterer Vektor mit Du = f, so ergibt sich

0= (Du—Du,u—u)=(DWu—u),u—u)=wu—ulu—=u),

also ## = u. Damit ist D : V — V* auch injektiv. Da somit ||D~! f|ly = || f|lv+ fiir
alle f € V* nach Schritt 1 gilt, ist D : V < V* ein Homéomorphismus. O
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Reflexivitat von Hilbert-Raumen. Jeder Hilbert-Raum (V, ( | )) Uber K ist reflexiv.

Beweis. Sei D : V <« V* die Dualititsabbildung von V. Um zu zeigen, dal3 die
natiirliche Einbettung J € £(V; V**) von V' in den bidualen Raum V** surjektiv ist,
sei h € V** beliebig vorgegeben. Dann wird durch

(fiu) = (h,Du) firueV
ein lineares stetiges Funktional f € V* definiert.
Setzt man v = D! f € V, dann gilt Dv = f und somit
(h, Du) = (f,u) = (Dv,u) = (vju) = (u|v) = (Du,v) firalleu e V.

Wegen der Bijektivitit der Dualitdtsabbildung O : V < V* folgt aus der Definition
der natiirlichen Einbettung J € L(V;V**) schlieBlich Jv = h und somit deren
Surjektivitdt, das heil3t, die Reflexivitit des Hilbert-Raums (V, ( | )). 0J




