Vorlesung 3

Kompakte Mengen

Kompakte Mengen. Sei K C X eine Teilmenge eines metrischen Raums (X, p).

1. Man nennt K C X relativ kompakt, wenn jede Folge {u}reny C K wenigstens
einen Haufungspunkt v € X besitzt.

2. Die Menge K C X wird als kompakt bezeichnet, wenn sie relativ kompakt und
abgeschlossen ist.

Bemerkung. Jede Teilmenge einer relativ kompakten Menge ist relativ kompakt.
Ebenso ist jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt.

Vollstandigkeit kompakter Raume. Jeder kompakte metrische Raum (X, p) ist
vollstandig, da jede Cauchy-Folge in X, die einen Hiufungspunkt in X besitzt, auch
gegen diesen Haufungspunkt konvergiert.

Prakompakte Mengen. Sei (X, p) ein metrischer Raum.

1. Iste > 0,so wird eine Menge N C X als e-Netz fiir die Menge K C X bezeichnet,
wenn es zu jedem Punkt u € K einen Punkt v € N gibt, so daB p(u, v) < e gilt.

2. Man nennt eine Teilmenge K C X prikompakt, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
endliches e-Netz fiir K gibt.

Beschranktheit prakompakter Mengen. Jede prikompakte Menge ist beschrinkt,
da die Vereinigung jeder endlichen Familie beschriankter Mengen beschriankt ist.

Kompaktheitskriterium von Hausdorff. Jede relative kompakte Teilmenge K ei-
nes metrischen Raums (X, p) ist prakompakt. Ist (X, p) vollstindig, so folgt umge-
kehrt aus der Prikompaktheit einer Menge K C X stets ihre relative Kompaktheit.

Beweis. 1. Seien K C X relativ kompakt, ¢ > 0 und u; € K ein beliebiger Punkt.
Fiir den Fall, daB p(u,,u) < ¢ fiir alle u € K gilt, ist bereits ein endliches e-Netz
fir K konstruiert. Anderenfalls existiert ein Punkt u, € K mit p(u;,u,) > &. Sollte
fiir jeden Punkt u € K entweder p(u;,u) < e oder p(u,,u) < & gelten, so ist damit
ein endliches e-Netz fiir K gefunden. Im anderen Falle gibt es einen Punkt u; € K
mit p(uy,u3z) > ¢ und p(uy,u3) > e. Durch die Fortsetzung dieser Konstruktion
erhdlt man Punkte uq,...,u,, € K mit der Eigenschaft, da3 p(uy,u,) > ¢ fiir alle k,
Led{l,...,m}mitk # £ gilt.

Wire das Verfahren unbeschrankt fortsetzbar, so erhielte man eine Folge {uy }xen
in K, die wegen der Eigenschaft, da3 p(ux,uy) > e firalle k, £ € Nmitk # £
gelten wiirde, keinen Haufungspunkt in X enthalten konnte, was im Widerspruch zur
relativen Kompaktheit von K stiinde. Dies bedeutet, daB3 es eine Zahl m € N gibt, so
daB das Verfahren nach dem m-ten Schritt abbricht. Somit ist fiir jedes u € K eine
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der Ungleichungen p(ug,u) < efiirein k € {1, ..., m} erfiillt und damit ein endliches
e-Netz {uy,...,u,} fur K gefunden.

2. Sei {urtren C K vorgegeben und vorausgesetzt, dal3 es zu jedem ¢ > 0 ein
endliches e-Netz fiir K gibt. Man wahlt eine Nullfolge {ex}reny C R positiver Zah-
len sowie zu jedem Index k € N ein endliches ex-Netz {vk;, ..., Vim, } fir K. Da die
Menge K von der endlichen Familie der Kugeln B(v;1, 1), ..., B(vim,, &1) Uberdeckt
wird, liegt jeder Punkt aus K in einer dieser Kugeln. Aufgrund der endlichen Anzahl
dieser Kugeln gibt es ein k; € {1,...,m}, so dal3 unendliche viele Glieder der Folge
{urtren C K zur Kugel B(vig,, 1) gehoren. Da die Menge K auch von der end-
lichen Familie der Kugeln B(v,1, €2), ..., B(Vam,, €2) liiberdeckt wird, fithrt dieselbe
Uberlegung zu der Erkenntnis, daB es ein k, € {1,...,m»} gibt, fiir das unendlich
viele Glieder der Folge {ux}reny C K in der Kugel B(vax,, €2) liegen und zugleich
auch zur Kugel B(vig,, 1) gehoren.

Setzt man dieses Verfahren fort, so erhdlt man eine Folge {B(vek,, ¢)}ten C X
von Kugeln mit der Eigenschaft, daB fiir jedes £ € N im Durchschnitt ﬂle B(vik,, &)
unendlich viele Glieder der Folge {u }reny C K liegen. Deshalb kann man eine wach-
sende Folge {k;}ren C N finden, so daB3 die Teilfolge {ux, }ren von {ugjren C K fiir
jedes £ € N die Beziehung uy, € ﬂleB(viki,ei) erfullt.

Da zwei Folgeglieder ux, und uy, fir £,i € N, £ < i zur Kugel B(v,, &¢) geho-
ren, gilt stets p(ug,, ur,) < 2e¢, mit anderen Worten, die Teilfolge {ug,}reny C K ist
eine Cauchy-Folge. Ist (X, p) vollstindig, so konvergiert diese Teilfolge gegen einen
Grenzwert u € X, das heillt, K C X ist relativ kompakt. O

Folgerung aus dem Kompaktheitskriterium. Ist (X, p) ein vollstindiger metri-
scher Raum und existiert fiir jedes ¢ > 0 ein relativ kompaktes e-Netz fiir die Menge
K C X, dannist K relativ kompakt.

Beweis. Seie > 0und N C X ein relativ kompaktes £-Netz fiir K C X. Dann gibt es
aufgrund des Kompaktheitskriteriums von HausdorfT ein endliches Z-Netz Ny C X
fiir N. Man kann also fiir jedesu € K einv € N mit p(u,v) < 5 und fiir jedesv € N
ein vg € Np mit p(v,v9) < 5 finden. Folglich gibt es fiir jedes u € K ein vg € Ny
mit p(u, vg) < p(u,v) 4+ p(v, vy) < &, das heiBdt, die Menge Ny C X ist ein endliches
e-Netz fiir K. Aufgrund der Vollstindigkeit von X liefert eine erneute Anwendung
des Kompaktheitskriteriums von Hausdorff die relative Kompaktheit von K. O

Separabilitit kompakter Raume. Um einzusehen, daB jeder kompakte metrische
Raum (X, p) separabel ist, wihlt man eine Nullfolge {ex}ren C R positiver Zahlen
und zu jedem k € N ein endliches x-Netz Ny = {vi1, ..., Vkm, ; fur X. Dann gilt
offenbar X = Uznz"lB(vkg, e) fiir jedes k € N, das heil3t, die abzdhlbare Vereinigung
Uken Nk der endlichen Netze bildet eine in X dichte Menge.
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Kompaktheit im Raum aller Zahlenfolgen. Sei K eine Teilmenge des Raumes s
aller Zahlenfolgen und K; = {xe eK:{xp}ren € K} C K fiir jedes £ € N die Menge
der ¢-ten Glieder der Folgen aus K. Die Menge K ist genau dann (relativ) kompakt
in s, wenn K, fir jedes £ € N (relativ) kompakt in K ist.

Beweis. 1. Sei K eine relativ kompakte Teilmenge von s. Angenommen, es gibe eine
Folge {uxjxeny C K von Elementen uy = {xz¢}reny € K, fir die ein Index £ € N
existieren wiirde, so dal3 die Folge {xx¢}xeny C Ky der £-ten Folgeglieder keinen Hau-
fungspunkt in K hitte. Dann konnte die Folge {u }reny C K auch keinen Haufungs-
punkt in s besitzen, was der relativen Kompaktheit von K in s widerspriche.

2. Man wihlt fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 ein £, € N mit 2% < ¢ und betrachtet die
Abbildung T, : s — s, die jeder Folge u = {x;}¢en € s die Folge Tou = {y¢}ien € s
mit y, = xg¢ fiiralle £ € {1,...,€y} sowie y, = O fiir alle £ > £, zuordnet.

Ist {vi }xen eine Folge von Elementen vy = {yr¢lren € To[K], dann besitzt die Fol-
ge {Vretken C Ky der £-ten Folgeglieder im Falle der relativen Kompaktheit von K
inK fiirjedes £ € {1,..., £} einen Haufungspunkt in K. Somit kann man eine wach-
sende Folge {k,;}men C N finden, so daBl die Teilfolge {yx, ¢}men C K fir jedes
¢ e{l,..., 4y} in K konvergiert. Da auBlerdem yx; = O fiir alle k, £ € N, £ > £, gilt,
konvergiert die Folge {vk,, }men in s, das heilit, To[K] ist relativ kompakt in s. Wegen

o0 (0,0
1 x| 1 ..
u, Tou) = E _ < E — < ¢ furalleu = {x €S
{=Lp+1 {=Lp+1

ist To[ K] ein relativ kompaktes e-Netz fiir K. Damit ist K relativ kompaktins. [

Durchschnitt absteigender Familien kompakter Mengen. Ist {K;}ren eine Folge
nichtleerer kompakter Teilmengen eines metrischen Raums (X, p), sodall Kz 1 C Ki
fir jedes k € N gilt, so ist auch deren Durchschnitt Ny Ki nicht leer und kompakt.

Beweis. Man wahlt fiir jedes kK € N einen Punkt u; € Kj; und erhilt eine Folge
{urtren C K;. Da K; C X kompakt ist, kann eine wachsende Teilfolge {k;} C N
gefunden werden, so dal3 die Teilfolge {uy, }¢en C K; gegen einen Grenzwert u € K
konvergiert. Flihrt man fiir jedes m € N die Indexmenge N,, = {{ € N : ky > m}
ein, dann konvergiert die Teilfolge {ux,}ren, C Kn gegen den gleichen Grenzwert
u € K;. Wegen der Abgeschlossenheit von K,, C X ergibt sich u € K, fiir jedes
m € N und somit u € N,en Ko, O

Kompaktheitskriterium von Alexandroff. Eine Teilmenge K C X eines metri-
schen Raums (X, p) ist genau dann kompakt, wenn aus jeder offenen Uberdeckung
von K eine endliche Teilfamilie ausgewahlt werden kann, die K iiberdeckt.
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Beweis. 1. Sei {G, },er eine offene Uberdeckung der kompakten Menge K C X und
{ex}ren C R eine Nullfolge positiver Zahlen. Dann existiert nach dem Kompakt-
heitskriterium von Hausdorff ein endliches e;-Netz {u;1,...,u1,,} fir K, woraus
sich die Darstellung K = U}l Ky als Vereinigung kompakter Teilmengen K; =
K N K(uig, &) mit diam(Ky) < 2¢; ergibt. Kénnte man aus der offenen Uber-
deckung {G,},er von K keine endliche Teilfamilie herausgreifen, die K iiberdeckt,
so miilte dasselbe auch fiir wenigstens eine Menge Ki, mit k; € {lI,...,m;} gel-
ten. Genauso vorgehend konnte man eine kompakte Teilmenge Ky, x, von K, mit
diam(K, k,) < 2¢, auswidhlen, die von keiner endlichen Teilfamilie der offenen Uber-
deckung {G, },<r tiberdeckt wird. So fortfahrend, erhielte man eine absteigende Folge
Kk, O Kijky O -+ D Kkykyk, D -+ nichtleerer kompakter Teilmengen von K, so
daB fiir jedes £ € N die Menge K, «, -k, von keiner endlichen Teilfamilie der offenen
Uberdeckung {G, }yer uberdeckt und diam(Kx, k,..x,) < 2&¢ gelten wiirde.

Da der Durchschnitt dieser absteigenden Familie nichtleerer kompakter Mengen
nicht leer wire, gibe es einen Punkt 1y € K, der zu all diesen Mengen gehort. Da die
Familie {G, },er eine offene Uberdeckung von K ist, kénnte man ein y, € I' wihlen,
so daB3 uy € Gy, gelten wiirde. Wegen der Offenheit von G,, finde man ein ¢ > 0
mit B(ug,e) C Gy,. Wihlte man ¢ € N mit diam(Kx,k,..x,) < 2&¢ < &, so erhielte
man ug € Kik, -k, C B(uo, &) C Gy, im Widerspruch dazu, daB3 nach Konstruk-
tion die Menge Kk, ..k, von keiner endlichen Teilfamilie der offenen Uberdeckung
{G,}yer uberdeckt werden sollte. Somit kann aus jeder offenen Uberdeckung von K
eine endliche Teilfamilie ausgewiahlt werden, die K iiberdeckt.

2. Sei vorausgesetzt, daB man aus jeder offenen Uberdeckung der Menge K C X
eine endliche Teilfamilie auswihlen kann, die K tiberdeckt.

Ist E C K derart beschaffen, daB fiir jedes v € K ein e(v) > 0 mit der Eigenschaft
B(v,e(v)) N E C {v} existiert, dann bildet die Familie {B(v, £(v))}yex C X von Ku-
geln eine offene Uberdeckung von K, aus der man nach Voraussetzung eine endliche
Teilfamilie {B(vy, €(v1)), ..., B(vn, (v,))} herausgreifen kann, welche die Mengen
K D E iiberdecken. Da B(vg, e(ve)) N E C {vg} fiir jedes £ € {1,...,m} gilt, muB} die
Menge E = U] (B(ve, e(ve)) N E) C {vy, ..., vy} endlich sein.

3. Sei {ux }ren C K eine beliebige Folge. Sind nur endlich viele Glieder verschieden
voneinander, dann gibt es ein kg € N, so daB} ug, € K Haufungspunkt der Folge
ist. Anderenfalls besitzt die Folge {ux }xenw C K unendlich viele verschiedene Glieder.
Aufgrund von Schritt 2 gibt es einen Punkt u € K, so daB3 B(u, &) N {ux }reny # @ fiir
jedes ¢ > 0 gilt. Daraus folgt die Existenz einer wachsenden Teilfolge {k;}¢eny C N,
so daB p(ug,,u) < 27¢ fiir alle £ € N gilt. Somit ist v € K ein Hiaufungspunkt von
{urtreny C K, also K C X kompakt. O
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Topologische Eigenschaften kompakter Mengen. Die Vereinigung einer endli-
chen Anzahl sowie der Durchschnitt einer beliebigen Familie kompakter Teilmengen
eines metrischen Raums (X, p) ist kompakt.

Beweis. 1. Sei {U,},er C X eine offene Uberdeckung der endlichen Vereinigung der
kompakten Mengen Ky, ..., K, C X. Dann wird aufgrund der Kompaktheitskrite-
riums von Alexandroff jede dieser kompakten Mengen K, von einer endlichen Teilfa-
milie von {U, },cr tiberdeckt und somit auch die endliche Vereinigung Uj” K, C X.
Demnach liefert die erneute Anwendung des Kompaktheitskriteriums von Alexan-
droff die Kompaktheit von Uj_ K.

2. Der Durchschnitt N, er K, einer Familie { K, }, er kompakter Teilmengen von X
ist wegen der Abgeschlossenheit jeder kompakten Mengen K, eine abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge K, fiir ein y € I' und somit selbst kompakt. [J



