
Vorlesung 30

Orthonormalsysteme

Orthonormalsysteme. Sei .V; . j // ein unitärer Raum über K.
1. Man nennt fv
g
2� � V ein Orthogonalsystem, wenn v
 ¤ 0 sowie .v
 jv�/ D 0

für alle 
 , � 2 � mit 
 ¤ � gilt.
2. Ein Orthogonalsystem fv
g
2� � V heißt Orthonormalsystem, wenn die Bedin-

gung .v
 jv�/ D ı
� für alle 
 , � 2 � erfüllt ist.

Hilbert-Folgenraum. 1. Auf der Menge `2 aller Zahlenfolgen u D fx`g`2N � K,
für welche die Reihe

˚Pk
`D1 jx`j

2
	
k2N

in R konvergiert, wird ein Skalarprodukt

.ujv/ D
P1
`D1 x`y` für u D fx`g`2N 2 `

2 und v D fy`g`2N 2 `
2

definiert. Wegen der Vollständigkeit des mit der Norm u 7! kuk2 D
p
.uju/ ausge-

statteteten Raumes .`2; k k2/ wird dadurch ein Hilbert-Raum .`2; . j // erzeugt.
2. Definiert man für jedes k 2 N die Folge ek D fık`g`2N 2 `2, dann bildet
fekgk2N � `

2 offenbar ein Orthonormalsystem.
3. Für jedes v D fy`g`2N 2 `

2 konvergiert die Reihe
˚Pk

`D1 y`e`
	
k2N

absolut in `2

gegen v 2 `2, denn es gilt

lim
k!1



v �Pk
`D1 y`e`



2
V
D lim

k!1



P1
`DkC1 y`e`



2
V
D lim

k!1

P1
`DkC1 jy`j

2 D 0:

Damit ist das Orthonormalsystem fekgk2N eine totale Folge im Hilbert-Raum `2,
woraus sich dessen Separabilität ergibt.

4. Ist v D fy`g`2N 2 `
2 eine Folge, welche die Bedingung .ekjv/ D 0 für alle k 2 N

erfüllt, dann folgt daraus stets v D 0, denn aus der Stetigkeit des Skalarprodukts und
der absoluten Konvergenz der Reihe

˚Pk
`D1 y`e`

	
k2N

in `2 gegen v ergibt sich

0 D .ekjv/ D
�
ek
ˇ̌P1

`D1 y`e`
�
D
P1
`D1 y`.ekje`/ D

P1
`D1 y`ık` D yk für alle k 2 N:

Konvergenzsatz in Hilbert-Räumen. Sei .V; . j // ein Hilbert-Raum über K und
fvkgk2N � V ein Orthonormalsystem. Dann konvergiert die Reihe

˚Pk
`D1 x`v`

	
k2N

für jedes u D fx`g`2N 2 `
2 absolut in V gegen den Grenzwert

P1
`D1 x`v` 2 V .

Beweis. Sei u D fx`g`2N 2 `
2 vorgegeben. Dann konvergiert

˚Pk
`D1 jx`j

2
	
k2N

in R

gegen
P1
`D1 jx`j

2. Ferner gilt für alle k, m 2 N mit k > m stets

Pk
`D1 x`v` �

Pm
`D1 x`v`



2
V
D
�Pk

`DmC1 x`v`
ˇ̌Pk

jDmC1 xjvj
�

D
Pk
`DmC1

Pk
jDmC1 x`xj .v`jvj / D

Pk
`DmC1 jx`j

2:

Damit ist
˚Pk

`D1 x`v`
	
k2N

eine Cauchy-Folge im Hilbert-Raum .V; . j // und kon-
vergiert somit absolut in V gegen den Grenzwert

P1
`D1 x`v` 2 V . �



2

Approximation in abgeschlossenen Teilräumen. Sei .V; . j // ein Hilbert-Raum
über K und fvkgk2N � V ein Orthonormalsystem. Bildet man die endlichdimensio-
nalen Teilräume Uk D linfv1; : : : vkg für k 2 N sowie den abgeschlossenen linearen
Teilraum U D cl linfvkgk2N von V , dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Für alle v 2 V , k 2 N ist die Projektion PUk
v D

Pk
`D1.v`jv/v` 2 Uk die

eindeutige Lösung des Minimumproblems kPUk
v � vkV D infw2Uk

kw � vkV , wobei

kPUk
vk2V D

Pk
`D1 j.v`jv/j

2 � kvk2V :

2. Die Reihe
˚Pk

`D1.v`jv/v`
	
k2N

konvergiert in U absolut für jedes v 2 V gegen
den Grenzwert PUv D

P1
`D1.v`jv/v` 2 U , und es gilt

kPUvk
2
V D

P1
`D1 j.v`jv/j

2 � kvk2V :

3. Ist das Orthonormalsystem fvkgk2N � V total, das heißt, gilt V D cl linfvkgk2N ,
dann wird fvkgk2N als Orthonormalbasis bezeichnet. Die Reihe

˚Pk
`D1.v`jv/v`

	
k2N

konvergiert dann in V für jedes v 2 V absolut gegen v D
P1
`D1.v`jv/v`, wobei

kvk2V D
P1
`D1 j.v`jv/j

2:

4. Ein Orthonormalsystem fvkgk2N � V ist genau dann eine Orthonormalbasis,
wenn v D 0 der einzige Vektor in V ist, welcher die Bedingung .v`jv/ D 0 für alle
` 2 N erfüllt.

Beweis. 1. Für alle v 2 V , k 2 N und ˇ1; : : : ; ˇk 2 K wird das Normquadrat

v �Pk
`D1 ˇ`v`



2
V
D kvk2V �

Pk
`D1

�
ˇ`.v`jv/C ˇ`.v`jv/ � ˇ`ˇ`

�
D kvk2V C

Pk
`D1

�
ˇ` � .v`jv/

��
ˇ` � .v`jv/

�
�
Pk
`D1 .v`jv/.v`jv/

D kvk2V �
Pk
`D1 j.v`jv/j

2 C
Pk
`D1 jˇ` � .v`jv/j

2

genau dann minimal, wenn ˇ` D .v`jv/ für alle ` 2 f1; : : : ; kg gilt. Somit liefert der
Satz über die Orthogonalprojektion die Darstellung PUk

v D
Pk
`D1.v`jv/v` 2 Uk undPk

`D1 j.v`jv/j
2 C



v �Pk
`D1.v`jv/v`



2
V
D kPUk

vk2V C kv � PUk
vk2V D kvk

2
V :

Damit gehört die Folge f.v`jv/g`2N für alle v 2 V zum Folgenraum `2. Der Konver-
genzsatz im Hilbert-Raum V liefert somit für jedes v 2 V die absolute Konvergenz
der Reihe

˚Pk
`D1.v`jv/v`

	
k2N

in U gegen den Grenzwert
P1
`D1.v`jv/v` 2 U .

2. Seien v 2 V sowie w 2 U D cl linfvkgk2N beliebig vorgegeben. Dann gibt
es eine Folge fwkgk2N � linfvkgk2N mit limk!1 kwk � wkV D 0. Somit existieren
eine wachsende Folge fmkgk2N � N sowie Skalare f˛k1; : : : ; ˛kmk

g � K, so daß für
jedes k 2 N die Darstellung wk D

Pmk

`D1 ˛k`v` 2 Umk
gilt. Nach dem Satz über die

Orthogonalprojektion gilt außerdem v � PUmk
v 2 U?mk

für jedes k 2 N und somit�
v �

Pmk

`D1.v`jv/v`
ˇ̌
wk
�
D
�
v � PUmk

v
ˇ̌
wk
�
D 0 für alle k 2 N:



3

Da die Reihe
˚Pmk

`D1.v`jv/v`
	
k2N

in U gegen den Grenzwert
P1
`D1.v`jv/v` 2 U kon-

vergiert, folgt wegen limk!1 kwk � wkV D 0 und der Stetigkeit des Skalarprodukts�
v �

P1
`D1.v`jv/v`

ˇ̌
w
�
D 0;

also v �
P1
`D1.v`jv/v` 2 U

?, da w 2 U willkürlich vorgegeben wurde. Der Satz über
die Orthogonalprojektion liefert PUv D

P1
`D1.v`jv/v` 2 U für alle v 2 V sowieP1

`D1 j.v`jv/j
2 C



v �P1`D1.v`jv/v`

2V D kPUvk2V C kv � PUvk2V D kvk2V :
3. Sei w D 0 der einzige Vektor in V , welcher die Bedingung .v`jw/ D 0 für alle

` 2 N erfüllt. Da die Reihe
˚Pk

`D1.v`jv/v`
	
k2N

in U für jedes v 2 V absolut gegen
den Grenzwert PUv D

P1
`D1.v`jv/v` 2 U konvergiert, gilt wegen der Stetigkeit des

Skalarprodukts für alle v 2 V , m 2 N die Beziehung

.vmjv � PUv/ D lim
k!1

�
vm
ˇ̌
v �

Pk
`D1.v`jv/v`

�
D .vmjv/ �

P1
`D1.v`jv/.vmjv`/ D 0:

Die obige Bedingung liefert v D PUv 2 U für alle v 2 V und somit U D V .
Ist umgekehrt fvkgk2N � V eine Orthonormalbasis, dann gilt V D cl linfvkgk2N

und demnach v D
P1
`D1.v`jv/v` für alle v 2 V wegen Schritt 2. Erfüllt v 2 V die

Bedingung .v`jv/ D 0 für jedes ` 2 N, dann folgt daraus schließlich v D 0. �

Separabilität von Hilbert-Räumen. 1. Ein unendlichdimensionaler Hilbert-Raum
.V; . j // ist genau dann separabel, wenn es eine Orthonormalbasis fvkgk2N � V gibt.

2. Hat der Hilbert-Raum .V; . j // über K eine Orthonormalbasis fvkgk2N � V ,
dann sind die beiden Hilbert-Räume V und `2 isometrisch isomorph.

Beweis. 1. Ist der unendlichdimensionale Hilbert-Raum .V; . j // separabel, dann
gibt es eine totale Folge fukgk2N � V linear unabhängiger Vektoren, es gilt also
V D cl linfukgk2N . Man setzt V0 D f0g, bildet für jedes k 2 N den k-dimensionalen
Teilraum Vk D linfu1; : : : ; ukg von V und definiert wk D uk � PVk�1

uk für k 2 N.
Es soll induktiv bewiesen werden, daß fwkgk2N � V ein totales Orthogonalsy-

stem ist, welches für jedes k 2 N die Eigenschaft Vk D linfw1; : : : ; wkg besitzt: Der
Induktionsanfang für k D 1 liefert w1 D u1 ¤ 0.

Unter der induktiven Voraussetzung, daß fw1; : : : ; wk�1g ein Orthogonalsystem
mit Vk�1 D linfw1; : : : ; wk�1g ist, folgt wk D uk � PVk�1

uk 2 V
?
k�1

aus den Eigen-
schaften des Projektors PVk�1

2 L.V IV / von V auf Vk�1, also .w`jwm/ D 0 für alle
`,m 2 f1; : : : ; kgmit ` ¤ m. Da nach Induktionsvoraussetzung uk … Vk�1 gilt, erhält
man wk D uk � PVk�1

uk ¤ 0, das heißt, fw1; : : : ; wkg ist ein Orthogonalsystem.
Desweiteren gilt uk � wk D PVk�1

uk 2 Vk�1, woraus sich nach Induktionsvoraus-
setzung linfw1; : : : ; wk�1; wkg D linfu1; : : : ; uk�1; wkg D linfu1; : : : ; uk�1; ukg D Vk

ergibt und somit auch linfwkgk2N D linfukgk2N . Damit ist fwkgk2N � V ein totales
Orthogonalsystem, dessen Normierung eine Orthonormalbasis liefert.
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2. Ist fvkgk2N � V eine Orthonormalbasis, dann ist fvkgk2N eine totale Folge im
Hilbert-Raum V , woraus dessen Separabilität folgt.

Durch die Zuordnung u 2 V 7! T u D f.v`ju/g`2N 2 `
2 wird eine lineare Abbil-

dung T W V ! `2 definiert und der Approximationssatz liefert

kuk2V D
P1
`D1 j.v`ju/j

2 D kT uk22 für alle u 2 V :

Damit ist die lineare stetige Abbildung T 2 L.V I `2/ injektiv.
Wird w D fy`g`2N 2 `

2 vorgegeben, dann konvergiert die Reihe
˚Pk

`D1 y`v`
	
k2N

nach dem Konvergenzsatz in V gegen einen Grenzwert u D
P1
`D1 y`v` 2 V . Da

fv`g`2N � V eine Orthonormalbasis ist, ergibt sich y` D .v`ju/ für alle ` 2 N und
somit T u D w. Damit ist die Abbildung T 2 L.V I `2/ auch surjektiv, also bijektiv.

Für alle u, w 2 V gilt die Identität

.ujw/ D
�P1

`D1.v`ju/v`
ˇ̌P1

mD1.vmjw/vm
�

D
P1
`D1

P1
mD1 .v`ju/.vmjw/.v`jvm/ D

P1
`D1 .v`ju/.vmjw/ D .T ujTw/;

das heißt, T W V $ `2 besitzt die geometrische Isometrieeigenschaft. �


