Vorlesung 30
Orthonormalsysteme

Orthonormalsysteme. Sei (V, ( | )) ein unitirer Raum tber K.

1. Man nennt {v, },er C V ein Orthogonalsystem, wenn v, # 0 sowie (vy|v,) = 0
firalle y, u € T mit y # p gilt.

2. Ein Orthogonalsystem {v, },er C V heil3t Orthonormalsystem, wenn die Bedin-
gung (vy|v,) = &, furalle y, u € I" erfiillt ist.

Hilbert-Folgenraum. 1. Auf der Menge (2 aller Zahlenfolgen u = {x;}sen C K,
fiir welche die Reihe {212:1 |x¢?}, o in R konvergiert, wird ein Skalarprodukt

(ulv) = Y o Xeye furu = {xi}gen € L2 und v = {yg}ren € €2

definiert. Wegen der Vollstindigkeit des mit der Norm u +— |ju||, = +/(u|u) ausge-
statteteten Raumes (€2, || ||») wird dadurch ein Hilbert-Raum (€2, ( | )) erzeugt.

2. Definiert man fiir jedes k € N die Folge ex = {Si¢leen € ¢2, dann bildet
{exren C £? offenbar ein Orthonormalsystem.

3. Fiir jedes v = {y;}ren € £? konvergiert die Reihe {Z’,f:l yeee), . absolut in £2

keN
gegen v € {2, denn es gilt

klijf,‘o Jv - ZIZ=1 Yeee H?/ = kli_)ngo | 202k veer ”?/ = kli_)rgo Ytk el = 0.

Damit ist das Orthonormalsystem {ej }ren €ine totale Folge im Hilbert-Raum £2,
woraus sich dessen Separabilitit ergibt.

4. Ist v = {ys}een € £? eine Folge, welche die Bedingung (ex|v) = O fiirallek € N
erfillt, dann folgt daraus stets v = 0, denn aus der Stetigkeit des Skalarprodukts und

der absoluten Konvergenz der Reihe {Zlgzl ygeg} in £ gegen v ergibt sich

keN
0 = (ex|v) = (€k|22’11 yzeg) = Z;il ve(exler) = Z;il Yedre = yr furalle k € N.

Konvergenzsatz in Hilbert-Raumen. Sei (V,( | )) ein Hilbert-Raum iiber K und

{vitken C V ein Orthonormalsystem. Dann konvergiert die Reihe {214;1 xgvg} LeN

fiir jedes u = {x¢}ren € €2 absolutin V gegen den Grenzwert 21?11 xevg € V.

Beweis. Sei u = {xy}yen € {2 vorgegeben. Dann konvergiert {Z’lf:l |xel*}, o in R
gegen Y ;2 |x¢|?. Ferner gilt fur alle k, m € N mit k > m stets

k 2 k k
HZezl XV — 27:1 XeUg HV = (Z£=m+1 x€v€|2j=m+1 Xj Uj)
k k — k
= Z€=m+l Zj=m+1 Xng(Udvj) = ZZ:m—H |Xg|2.

Damit ist {Y5_, xve) ren Cine Cauchy-Folge im Hilbert-Raum (V, (| )) und kon-
vergiert somit absolut in V' gegen den Grenzwert > ;o xvg € V. OJ
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Approximation in abgeschlossenen Teilraumen. Sei (V, ( | )) ein Hilbert-Raum
tiber K und {vg }xeny C V ein Orthonormalsystem. Bildet man die endlichdimensio-
nalen Teilrdume Uy = lin{vq,...vx} fiir k € N sowie den abgeschlossenen linearen
Teilraum U = cllin{vg }ren von V, dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Fir alle v € V, k € N ist die Projektion Py v = Zlgzl(vdv)vg e Ui die
eindeutige Losung des Minimumproblems || Py, v — vy = infyep, [[w — vy, wobei

k
1Pyl = ey [(ue0)]? < (0]l

2. Die Reihe {Z§=1(U€|U)W}keN konvergiert in U absolut fiir jedes v € V gegen
den Grenzwert Pyv = Y ;2 (v¢|v)vg € U, und es gilt

1Puolly = 3202, [(welv)? < ]l

3. Ist das Orthonormalsystem {vg }xeny C V total, das heil3t, gilt V' = cllin{vg }xen,
dann wird {vi}ken als Orthonormalbasis bezeichnet. Die Reihe {Zlgzl(vglv)vg} LN
konvergiert dann in V fiir jedes v € V absolut gegen v = ;2 (v¢|v)ve, wobei

Iy = 32224 [(velv) .

4. Ein Orthonormalsystem {vi}reny C V ist genau dann eine Orthonormalbasis,
wenn v = 0 der einzige Vektor in V' ist, welcher die Bedingung (v¢|v) = O fiir alle
¢ e N erfiillt.

Beweis. 1. Firallev € V,k € Nund f,..., Br € K wird das Normquadrat
[v = X5ms Bevelly, = oI} = Xhey (Be(velv) + Be(velv) — BeBe)
= [vll3 + Yb; (Be — (we) (Be — welv)) — Y-, (velv) (velv)
= [[ollZ — b el v)? + by 1Be — (welv)?

genau dann minimal, wenn By, = (v,|v) fur alle £ € {1,..., k} gilt. Somit liefert der
Satz tiber die Orthogonalprojektion die Darstellung Py, v = lezl (ve|v)ve € Up und

k k 2
et e )P + v = 2o (uelv)ve|y, = [1Puvlly + llv = Puvlly = vl

Damit gehort die Folge {(v¢|v)}¢en fiir alle v € V zum Folgenraum ¢2. Der Konver-
genzsatz im Hilbert-Raum V liefert somit fiir jedes v € V die absolute Konvergenz

der Reihe {3°5_, (ve|v)ve}ony
2. Seien v € V sowie w € U = cllin{vg}ren beliebig vorgegeben. Dann gibt

in U gegen den Grenzwert >_ o, (v¢|v)vg € U.

es eine Folge {wilren C lin{vg }reny mit limg o |wx — w|y = 0. Somit existieren
eine wachsende Folge {m}ren C N sowie Skalare {1, ..., okm, } C K, so daB fiir
jedes k € N die Darstellung wy = ZZZI kv € Up, gilt. Nach dem Satz iiber die
Orthogonalprojektion gilt aulerdem v — Py, v € U,jk fir jedes k € N und somit

(v — 220 (elv)ve|wi) = (v — Py, v|wx) =0 fiirallek € N.
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Da die Reihe {>""%, (v¢|v)ve}, . in U gegen den Grenzwert Y2, (v|v)v € U kon-

vergiert, folgt wegen limg_, o ||wx — w||y = 0 und der Stetigkeit des Skalarprodukts

(v = 222 (velv)ve|w) =0,

also v — Y72 (v¢|v)ve € U+, da w € U willkiirlich vorgegeben wurde. Der Satz iiber
die Orthogonalprojektion liefert Pyv = Y ;o (ve|v)ve € U fiir alle v € V sowie

2
St 1) + v = 272, (uelv)ve|)y, = [1Puvlls + v — Pyvlly = [vll3-

3. Sei w = 0 der einzige Vektor in V, welcher die Bedingung (v/|w) = O fiir alle
¢ € N erfiillt. Da die Reihe {Zlg:l(vglv)vg}keN in U fir jedes v € V absolut gegen
den Grenzwert Pyv = Y ;o (v¢|v)vy € U konvergiert, gilt wegen der Stetigkeit des
Skalarprodukts fiir alle v € V', m € N die Beziehung

(vnfv = Pyv) = lim (v|v = 3¢, @elv)ve) = (m|v) = 33, (vev) (0 [ve) = 0.

Die obige Bedingung liefert v = Pyv € U fiirallev € V und somit U = V.

Ist umgekehrt {vg}xeny C V eine Orthonormalbasis, dann gilt V = cllin{vg }xen
und demnach v = > ;2 (v|v)vg fiir alle v € V wegen Schritt 2. Erfillt v € V die
Bedingung (v¢|v) = O fiir jedes £ € N, dann folgt daraus schlieBlich v = 0. O

Separabilitit von Hilbert-Raumen. 1. Ein unendlichdimensionaler Hilbert-Raum
(V, (| )) 1st genau dann separabel, wenn es eine Orthonormalbasis {v }reny C V gibt.

2. Hat der Hilbert-Raum (V, ( | )) liber K eine Orthonormalbasis {vi}reny C V,
dann sind die beiden Hilbert-Rdume V und £? isometrisch isomorph.

Beweis. 1. Ist der unendlichdimensionale Hilbert-Raum (V, ( | )) separabel, dann
gibt es eine totale Folge {ur}reny C V linear unabhingiger Vektoren, es gilt also
V = cllin{ug }ren. Man setzt Vy = {0}, bildet fiir jedes £k € N den k-dimensionalen

Teilraum Vj = lin{u;, ..., ux} von V und definiert wx = ux — Py, _,uy fiirk € N.
Es soll induktiv bewiesen werden, daB3 {wi}reny C V ein totales Orthogonalsy-
stem ist, welches fiir jedes k € N die Eigenschaft V; = lin{wy, ..., wg} besitzt: Der
Induktionsanfang fiir k = 1 liefert w; = u; # 0.
Unter der induktiven Voraussetzung, dall {wy, ..., wx—1} ein Orthogonalsystem
mit Vi—y = lin{wy, ..., wi—1} ist, folgt wx = ug — Py,_,ux € Vi, aus den Eigen-

schaften des Projektors Py, € £(V;V) von V auf Vi_;, also (w¢|w,,) = O fir alle
£,m e {l,..., k}mitf # m. Danach Induktionsvoraussetzung uy ¢ Vi_; gilt, erhélt
man wx = ux — Py, ux # 0, das heil3t, {wy, ..., wi} ist ein Orthogonalsystem.
Desweiteren gilt uxy — wx = Py, _,ux € Vik—1, woraus sich nach Induktionsvoraus-
setzung lin{wy, ..., Wr—1, wg} = Iinfuy, ..., up—1, wr} = Iinfuy, ..., up—1,ux} = Vi
ergibt und somit auch lin{wg }reny = lin{ug }ren. Damit ist {wy }xeny C V ein totales
Orthogonalsystem, dessen Normierung eine Orthonormalbasis liefert.



2. Ist {vx }xen C V eine Orthonormalbasis, dann ist {v }ren €ine totale Folge im
Hilbert-Raum V', woraus dessen Separabilitit folgt.

Durch die Zuordnung u € V + Tu = {(v¢|u)leen € £? wird eine lineare Abbil-
dung T : V — (2 definiert und der Approximationssatz liefert

el = 3202, [wel) > = ITul3 firalleu € V.

Damit ist die lineare stetige Abbildung T € £(V'; £?) injektiv.

Wird w = {ys}ren € £? vorgegeben, dann konvergiert die Reihe {Z’gzl YeVe)en
nach dem Konvergenzsatz in V gegen einen Grenzwert u = Y ,o, yvy € V. Da
{veteen C V eine Orthonormalbasis ist, ergibt sich y, = (v¢|u) fir alle £ € N und
somit Tu = w. Damit ist die Abbildung T € £(V; £?) auch surjektiv, also bijektiv.

Fiir alle u, w € V gilt die Identitit

(u|w) = (Z?il(velwve|Z$:1(vm|w)vm)
=D 121 2ot Welu) Ui |w) (Velvm) = 372 (velu) (Vm|w) = (Tu|Tw),

das heiBt, T : V < £2 besitzt die geometrische Isometrieeigenschaft. OJ



